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概要

本稿では，代数的整数論とその周辺2021での著者の講演をもとに， LieFu, Zhiyuan 

Li, Haitao Zou氏との共同研究による，既約シンプレクティック多様体のShafarevich

予想の結果を説明する．

1 I ntroduction 

本稿では，代数的整数論とその周辺 2021での著者の講演をもとに，既約シンプレク

ティック多様体の Shafarevich予想の結果を説明する．本研究は，著者による K3曲面の

Shafarevich予想の論文 ([Tak20a])および既約シンプレクティック多様体の twistedforms 

の有限性の論文 ([Tak21]）の続きとなる研究である．なお本研究は，発表時は単著論文とし

て執筆していたが，発表後， LieFu, Zhiyuan Li, Haitao Zou氏らとの共同研究となった

([FLTZ22]参照）．

Shafarevich予想とは，簡単にいって，整数環上の多様体の同型類の有限性を主張する予

想である．元々は，アーベル多様体の場合に予想され， Faltings,Zarhinにより証明された．

正確に主張を述べるために，良還元という用語を定義する．

定義 l.l.Rを離散付値環， pをRの極大イデアル， F をRの商体とする． X をF上の

smooth projective多様体とする． R上の smoothproperなalgebraicspace Xが存在し，

一般ファイバー XF:= X XRFがX とF上同型の時， X はpにおいて良還元をもつと

言う．

アーベル多様体に対する Shafarevich予想とは，以下の定理である ([Fal83],[Zar85], 

[FWQ+92, VI §1 Theorem 2]). 
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定理 1.2(Faltings, Zarhin). FをQ上の有限生成体， RをZ上有限型の整閉整域で，

FracR = Fなるものとする． gを正の整数とする．このとき， F上の g次元アーベル多様

体であって， Rの任意の高さ 1の素イデアルpにおいて良還元を持つようなものの F上の

同型類は高々有限個である．（ここで， pにおいて良還元を持つとは，離散付値環(Rp,P)に

ついて定義 1.1の意味でpにおいて良還元を持つという意味である．）

この定理は， Faltingsによる Mordell予想の証明においてきわめて重要な役割を果たし

たまた，主張自体もモジュライ空間の整数点の有限性と関係があり，非常に興味深い．

Torelli の定理から，種数 g~2 の曲線に対しても同様の主張が成立することにも注意する．

この定理の後，様々な多様体に対して Shafarevich予想が考察されてきた． ここに代表的な

結果を述べる．

1. K3曲面の場合 ([And96],[Shel 7], [Tak20a]) 

2. Enriques曲面・超楕円曲面の場合 ([Tak20b],[Tak20c]) 

3.与えられた次数の verypolarizedな既約シンプレクティック多様体（すなわち，既約

シンプレクティック多様体と非常に豊富な直線束との pair)の場合 ([And96])

4. del Pezzo曲面の場合 ([Sch85])

5. Flag多様体の場合 ([JL15])

6.多重双曲曲線の場合 ([Jav15],[NT19]) 

7.アーベル多様体の超曲面の場合 ([LS20])

その他にも，［JLl7], [JL18]を参照せよ．本稿では，既約シンプレクティック多様体に対し

てShafarevich予想を考察する．すなわち，上述の Andreの結果 ([And96]）を unpolarized

な場合に一般化する最初に，既約シンプレクティック多様体の定義を復習する．

定義 1.3.kを標数 0の体とする． X を K上の smoothprojectiveな多様体とする．

呼(Xが＝ 1かつ，非退化二次形式wE H0(X, r:l}/k)で， H0(X,nぇ／k)を生成するものが
存在するとき， X をK上の既約シンプレクティック多様体と呼ぶ

この定義は， k=Cの場合，よく知られた複素数体上の既約シンプレクティック多様体の

定義と一致することに注意する ([Bin21,Lemma 3.3.1]参照）．既約シンプレクティック多

様体は，小平次元0のsmoothprojective多様体の構成要素の一つとして，非常に軍要な多

様体である．実際， Beauville-Bogomolov分解によると， C上の標準因子が数値的に自明

なsmoothprojective多様体は， upto finite etale coverで，アーベル多様体，既約シンプ

レクティック多様体， Calabi-Yau多様体の直積に分解することが知られている．

また，既約シンプレクティック多様体は K3曲面の高次元一般化として知られていて， 2

次元の場合K3曲面に他ならない．準備のために，既約シンプレクティックに対し，変型同
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値という概念を定義する．

定義 1.4.Xぃふを C上の既約シンプレクティック多様体とする．連結複素解析空間の

proper smooth射1r:X→SおよびSの2点S1,S2があり， 7r-l(S』=ふを満たすとき，
ふとふとは変型同値であるという．

以下に，知られている既約シンプレクティック多様体の変形同値類を紹介する．

例 1.5. 1. K3[n]型： SをK3曲面， nを正の整数とする． S上の n点 Hilbertscheme 

s[n]は既約シンプレクティック多様体となる．

2.一般 Kummer型 Aをアーベル曲面， nを正の整数とする． A上の n+l点の

Hilbert schemeをA[n+1]とおく．加法の定める射 A[n+1］→ Aの0上のファイバー
は既約シンプレクティック多様体となる．

3. OG6—型， OG10—型： S を K3—曲面とする． S 上の半安定 sheaf のモジュライ空間の連

結成分のシンプレクティック特異点解消は， 10次元の既約シンプレクティック多様

体となる (OG10型）．類似の構成がアーベル多様体に対しても存在する (OG6—型）．

正確な定義は [O'G99],[O'G03]を参照

現在，上記4種類以外の既約シンプレクティック多様体の変形同値類は知られていないこ

とに注意する．

主結果を述べるために，既約シンプレクティック多様体に対する，良還元の一般化を定義

する．

定義 1.6.Rを離散付値環， pをRの素イデアル， FをRの商体とし， Fの標数が0とす

る．また， X をF上の既約シンプレクティック多様体とする．以下の条件を満たすとき，

Xはpにおいて本質的に良還元を持つという．

（条件）：ある完備離散付値環 Sで完備化h上有限etaleなものと， S上smoothproperな
algebraic space Yが存在し，一般ファイバー YFrac(S)は既約シンプレクティック多様体で

あり，底変換X応ac(S)と双有理同値である．

注意 1.7. 1.既約シンプレクティック多様体は標準因子が線形的に自明になるので，既

約シンプレクティック多様体間の双有理写像は余次元 1で同型である．したがって，

proper smooth底変換定理により，（R,p)において本質的に良還元をもつ既約シン

プレクティック多様体Xに対し，有理素数£ E RXについての£進コホモロジ一群

H孟(XF', (Qlりは不分岐表現になる．
2.明らかに，良還元であれば本質的に良還元である．しかしながら，逆は一般に成立

しない．実際， ［LM18, Theorem 7.2]で， K3曲面の場合に反例が構成されている．

K3曲面の場合，双有理写像は自動的に同型になるが，不分岐拡大が本質的に必要に
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なる例が与えられているということである．

以下が我々の主結果である．

定理 1.s.Recを有限生成正規部分Z代数， FをRの商体とする． X。を C上の既約シ

ンプレクティック多様体であり， 2次の Betti数b2(X。)が5以上であるとする．この時， F

上の既約シンプレクティック多様体Xで，

• Rの任意の高さ 1の素イデアルにおいて本質的に良還元を持ち，

•底変換 Xc は X。と変形同値である

ようなものの同型類は有限個である．

次元を固定した時，既約シンプレクティック多様体の変型同値類の有限性は未解決である

ことに注意する．また， Betti数の条件b2~ 5は，知られている既約シンプレクティック多

様体（例 1.5の4種）に対しては成立していることにも注意する．

証明の大筋は，偏極付き既約シンプレクティック多様体から偏極付きアーベル多様体を構

成する Kuga-Satake構成という手法を用いて，アーベル多様体の場合の定理 1.2に帰着さ

せるというものである．しかしながら，一般の既約シンプレクティック多様体の場合， K3

曲面の場合と比べて，以下の二点が困難である．

1.一般の既約シンプレクティック多様体の場合，モジュライ空間がfineとは限らず， F

上での Kuga-Satake構成が有限対 1対応とは限らない．

2.偏極付き既約シンプレクティック多様体の有限性から，既約シンプレクティック多様

体の有限性を導く必要がある．

1については， F上の既約シンプレクティック多様体 Xoを固定し， F上の X。の form

(F上の多様体Xであって Xp'.:::'X。となるもののこと）であって， Rの任意の高さ 1の

素イデアルにおいて本質的に良還元を持つようなものの同型類の有限性を示すことで解決で

きる．証明においては， algebraicspaceについての Matsusaka-Mumfordの定理および，

Hermite-Minkowskiの定理が鍵となる．この証明は，［And96]の議論の一般化であり，京

都大学の伊藤哲史氏にご教示いただいた議論にもとづいている．

一方 2については，［She17]や [0818]で導入された一般 Kuga-Satake構成の理論に加

えて，以下に述べる錐予想が童要な役割を果たした．

定理 1.9.kを標数 0の体， X をK上の既約シンプレクティック多様体とする． NefxC 

Pic(X)露恨を X の Nef錐（すなわち，豊富直線束の生成する錐の閉包）， Nef文を

Nefx n Pic(X)露 Qの convexhullとする．このとき， Aut(X)の Nefiへの作用は，

rational polyhedral fundaJI1ental domainを持つ．
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この定理は， C上の場合は [Marll],[AV17], [AV18]によって証明され，一般の体の場合

は著者 [Tak21]によって証明された．このほかにも， birationalautomorphism版の錐予想

が証明されている．詳細は [Tak21]を参照されたい．

2 コホモロジカルな一般化についての注意

この節では，主定理のコホモロジカルな一般化について考察を与える．．

定理 2.1.R c (Cを有限生成正規部分Z代数， FをRの商体， X。を C上の既約シンプレ

クティック多様体とする．£を素数とし，必要ならばRをR[l/C]で取り換えることで，£は

Rで可逆であるとする．（この仮定は本質的ではない．実際以下の主張は， SpecRをaffine

開集合で取り替えると，より強い主張になる．） F上の既約シンプレクティック多様体X

について以下の条件を考える．

(a) Rの任意の高さ 1の素イデアルpにおいて， H幻XF',(Qりが不分岐である．
(a') Rの任意の高さ 1の素イデアルpにおいて， Hぶ(XFべむ）が任意の iについて不分岐で
ある．

(b)底変換Xcは複素多様体としてX。として変形同値である．

1. X。が一般 Kummer型および0伍型の場合，条件 (a)と(b)とを満たす F上の既

約シンプレクティック多様体Xの同型類は一般には無限個である．

2. X。が K3[n]_型および OG10型の場合，条件 (a)と(b)とを満たす F上の既約シン

プレクティック多様体Xの同型類は有限個である．

3. X。が一般Kummer型および 0伍型の場合，条件 (a'）と (b)とを満たす F上の既

約シンプレクティック多様体Xの同型類は有限個である．

定理 1.8および定理 2.1から，

（主張）： （R,p)を離散付値環， Fをその商体，£を Rにおいて可逆な素数， XをF上の既

約シンプレクティック多様体とする．このとき，£進コホモロジー Hft(X戸 Qt)がpにおい

て不分岐のとき， Xはpにおいて本質的に良還元をもつ．

という主張に対する，一般 Kummer型および OG6ー型の場合における反例を得ることに

注意する．この主張は， K3曲面については， Liedtke-Matsumotoによって，潜在的半安

定還元を仮定した場合に，混標数強半安定還元 3次元多様体に対する極小モデル理論を用

いることで証明されていた ([Mat15],[LM18]）．必要な混標数極小モデル理論については，

Liedtke-Matsumotoの時点では [Kaw94],[Kaw99]において剰余標数＞ 3の場合に証明さ

れていて，後に著者と吉川翔氏との共同研究 [TY20]で一般の場合に証明されたことに注意

する．

最後に，定理2.1の証明の概略を述べる．主張1については，一般Kummer型及び OG6―
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型の場合に自己同型群の H2への作用が忠実でないことを利用すると， twistedformを用

いることで無限個の同型類を構成できる．主張2(resp．主張3)は，それぞれの場合に自己

同型群の H2への作用 (resp.EBi Hiへの作用）が忠実になることを用いて，モジュライ空

間に fineモジュライの構造を入れることができ， Kuga-Satake構成を用いることで証明が

できる．ここで，作用の忠実性には，［Ogu20]および [MW17]の結果を用いている．

謝辞．代数的整数論とその周辺 2021の世話人の方々に感謝申し上げます．また，本稿にコ

メントをくださったことについて，小林真一先生に感謝申し上げます．
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