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射影直線上の力学系に付随する

ゼータ関数について

東北大学理学研究科数学専攻竹平航平

Kohei Takehira, Mathematical Institute, Tohoku University 

1 序文

本稿は2021年 12月13日から 12月17Hにかけて行われた研究集会， RIMS共同研究
（公開型）「代数的整数論とその周辺2021」における筆者の講演「射影直線上の力学系に

付随するゼータ関数について」に関する報告である．

数論幾何学における合同ゼータ関数を始めとして，数学の様々な領域において数列

（％）':°=1に対する母関数

exp（言fan)
は興味深い研究対象である．本稿における研究対象は，体K上の一変数有理関数の EK(z) 

が定める自己写像¢:lP'K →JPkによる離散力学系を調べる上で基本的な不変量である
multiplier入ェ(¢)を用いて次のように定義されるゼータ関数である．

Z虚；t） ＝ exp（言［¢”苫=”心）m)
これはHatjispyrosとVivaldiが[5]において導入しているものである．本稿における主結果

は，このゼータ関数Zm(¢;t)に対し，のに対する弱い仮定の下で，コホモロジ一げ(lP'払Q戸r)
に作用する線形写像Di,,,（の）を用いた行列式表示を与え，それによってゼータ関数Zm(<P;t) 

の有理性を証明することである．また，行列式表示から分かるゼータ関数の明示計算等の

応用について述べる．

本稿の構成を述べる．第2節では，射影直線上の力学系に関して基本的な概念を復習す

る．第3節では，本稿で考察するゼータ関数Zm位；t）の定義を述べ，基本的な性質を紹介

する．第4節にて，行列式表示の主張と，その証明の概略を紹介する．第5節では，行列

式表示を用いたゼータ関数の明示計算を実行する．第6節では，第4節で行列式表示を証

明する際に¢に対して課す仮定が特定の場合には不要であることを示し，とくに二次有理

関数に対してはゼータ関数の有理性が仮定なく成立することを見る．
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2 射影直線上の離散力学系

体K上の一変数有理関数¢ E K(z)が定める自己写像¢:IP'1,→IP'Kによる離散力学系
に関して基本的な事項を復習する．¢のn-thiterarionを次で定める．

炉＝ ¢0¢0..,0¢. 
、 V 、

また，紛＝idと約束する．離散力学系では， XE lP'kに対する点列¢吋x)の挙動を研究す
る．基本的な概念は，軌道および固定点・周期点である．

•りによる X E lP'kの前方軌道(forwardorbit)（または，単に軌道(orbit)）を， 01(x)= 
｛cpn(x): n E Z叫で定める．

•点 X E lP'kが¢の固定点 (fixedpoint)であるとは， cp(x)= Xが成立することであ
る．¢の固定点の集合を Fix(¢)と書く．

•点 XElP'kがのの周期nの周期点 (periodicpoint)であるとは，訳(x)= Xが成立
することである．¢の周期nの周期点の集合を Pern（の）と書く．

例 2.1.Kを体， s= JP>kをK上の射影直線とする． dEZを2以上の整数とする．このと
き， cp(z)＝砂とすると，炉(z)= zdnであるので， Pern(c/J)= Fix（か） ＝ ｛O,oo}Uμかー1(K)

となる．ただし，四(K)= {(EK:び＝ 1}は1のm乗根の集合である．

一次分数変換0(z)＝ご旦（ただし a,b,c, d EKはad-beヂ0を満たす）はlP'kの自己同
型を定める．これにより， cjJE K(z)が定める力学系に対する座標変換の概念が次のよう

に定まる．

定蓑 2.2.有理関数c/JE K(z)と一次分数変換0に対し， ¢の 0による線形共役 (linear

conjugate) ¢0を忍＝ 0-1。¢o0で定める．また，¢，心 EK(z)に対し，¢とゅが線形共
役であるとは，ある一次分数変換0が存在し，ゆ＝の°が成立することである．線形共役

はK(z)の同値関係を定める．

座標変換によって，固定点集合はFix(¢8)= 0-1(Fix（の））と変換される．次に，周期点
近傍の局所的な振る舞いを反映する不変星である， multiplierを定義する．

定義 2.3.cp E K(z)を有理関数とする． xE Fix(cp)に対し， xにおける¢のmultiplier

入x(c/J)EKを次で定義する．

入心）＝｛が(x) （if x # CX)） 
心＇（0) (if X = 00). 

ここで，心(z)= 1／り（1/z)は¢の0(z)= 1/zによる線形共役である．

周期nの周期点XE lP'kに対しては，これを加の固定点と見なしてし（加）でmultiplier
を定義する．また，上記の定義において X= 00の場合にゆ(z)= 1/cp(l/ z)を考えるのは，

一次分数変換1/zによって CX)を0に移すような座標変換を施していることに対応してい

る．連鎖律を用いた簡単な計算により，一次分数変換0に対し，等式入。ー1(x)（忍） ＝入x（の）

が成立することが確かめられ，この意味でmultiplierは座標変換によらない量である．
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例 2.4.d E Zを2以上の整数とし， q;(z)=砂とする．例2.1で求めたように， Fix（炉） ＝ 

{O,oo}Uμかー1であった．（初）＇（ z)= d乃かー1であるので， xEμかー1に対し，入ェ（炉） ＝dn 

であり，入。（q;n)= 0である．また， 1／炉(1/z)= Zdnであるので，入OO（q;n)= 0である．

¢の周期点はか(z)= zの根であるが，これは重複度を持つ場合がある． xE Fix（炉）に

対し， xの重複度 (multiplicity)凡（¢n)E Z>1を

叫訳） ＝四（加(z)-z) 

によって定める． X= 00の場合は，¢をその線形共役で取り替えた上で上式を適用する．
周期点における形式幕級数展閲を用いることにより，四（cpn)> 1と入ェ（cpn)= 1が同値
であることがわかる．また，重複度は¢をその座標変換忍で取り替えることに対して不

変である．

3 ゼータ関数Zm(¢;t)およびz;;.位；t)
HatjispyrosとVivaldiによって [5]で導入された射影直線上の力学系に対するゼータ関

数の定義を述べ，簡単な具体例を見た後，その基本的な性質を紹介する．

定義 3.1.Kを標数0の代数閉体とする． 有理関数¢ E K(z)と非負整数mEZ::,.。に対

し，ん(¢;t)，な(¢;t) E K[t]を次で定義する．

Z虚；t）＝exp（言：XEご位）冑）m)'

Z瓢 t)＝ exp（言こ(¢)匹（加）入x（加）m)

上記は筆者独自の記号である．定義に対する注意を述べる．

注意 3.2. (1)体Kに関する仮定として， Kの標数が0であることを課すのは， 1/nお

よびexpがK[t]の元として意昧を持つようにするためである．また， Kが標数

0の代数閉体である時，ゼータ関数の議論は K = Cの場合に帰着できる．実際，
¢(z) = (a0+.. ・+a戸）/(b。+・・・＋厨） EK(z)に対しQ(a。,.．.，加）はQ上有限生

成であるから， Cへの埋め込みaを持ち，りの各係数にaを作用させたものを a（の）

と書けば， a(Zm(¢;t)) = Zm(a(¢); t)が成立する (Z:,.(¢;t)でも同様）．

(2) Zm(¢;t)はm=Oの場合が＃Pern(¢)の母関数，即ち Artin-Mazurゼータ関数で

あるなど，より力学系の性質を反映したものであると考えられる．一方， Zm(¢;t)

は¢→区xEPern(</J)知（初）入x(</Jn沖が連続である (cf.[10, Theorem 4.50]）など，幾何
学的にはより扱いやすいものである．

(3) multiplierおよび重複度は¢をその座標変換叔で取り替えることに対して不変であっ

たので， Zm(</J;t) = Zm（屈；t）およびz:,.(¢;t)= z:,.（叔；t）が成立する．
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例 3.3.2以上の整数dE Z2'.2に対し， ¢(z)=砂とする．例 2.1および例 2.4により，

Per心） ＝ ｛0, oo} U μかー1= {O, oo} U { (E K: (かー1= 1}および

冒）＝｛° （x = 0, OO） 
炉 (x E μかー1)

が成立していた．従って，

区以加）m=（加ー 1)叩m= dn(m+l) _ dnm 
咋 Pern(</>)

であり，また，全ての周期点は重複度 1を持つので，

1-dmt 
Zm(¢; t) = z:,.位；t)= 

1 -dm+lt 

を得る．

ゼータ関数Zm(¢;t)はある種の Euler積を持つ．これを述べるために幾つかの記号を定

める．周期点XEPern(¢)は全ての 1< m < nに対し¢叫x)ヂxを満たすとき最小周期
(minimal period) n を持つという．最小周期 n を持つ周期点の集合を Per~*(¢) と書く．

x,y E Per;*（¢)に対し，その軌道が一致すること，即ち x~y器01>(x)= 01>(Y)によっ
て同値関係～を定める．この記号の下で， Euler積表示は次のように述べられる．

定理 3.4(cf. Hatjispyros-Vivaldi [5]). 

00 

Z嘉；t)= IT IT （し入x（加）T ）―1
n=l xEPer;',*(¢)/~ 

ここで，積

IT (1 —入x信）叫門―1
xEPer；；＊他）／～

はPer:*（の）／ ～の完全代表系をわたる積であり，代表系の取り方によらない．

上記の定理は，周期点集合の非交和への分解Fern(¢)= udln Per;＊（の）が成り立つこと，

multiplierに対して入x(q;md)＝心（屈忙および， x~y⇒入x（初） ＝入y（初）が成り立つこ
と，これらから従う．

注意 3.5.Euler積表示の等式を Zm(¢;t)の定義として再定義すると，体Kの標数が0で

ない場合にも Zm（の；t)を定義することが出来る．しかしながら，そのような形で正標数

の体K上で定義された Zm(¢;t)に対する性質はまだ明らかになっておらず，今後の課題

である．なお，本稿の議論は全てexpを用いた表示を経由する形で行われている為，正標

数の場合に適用することは困難であるか，少なくともさらなる工夫が必要であると考えら

れる．
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ゼータ関数の定義3.1においては，周期点における里複度を考えないもの Zm(c/>;t)と，

重複度を考えるものz:;,他；t）の二種類があり，これらは一般には一致しないが，これら
の比はtの多項式になることが知られている．下記の定理は， K= C, m = 0の場合に
Hinkkanenが[6]において証明し， Leeが[7]においてKが一般の標数0の代数閉体の場合
でも同じ結果が成立することを指摘したものであるが，彼らの議論は一般の非負整数m

の場合にも適用できる．

定理 3.6(Hinkkanen [6], Theorem 1.). Kを標数0の代数閉体， cf>E K(z)をd次有理閑

数とする．このとき，¢にのみ依存する NEZ：：：：゜，（p況~1,(q;)似，（し）似 E(Z：：：：リNが存在
し，全ての非負整数mEZ：：：：。に対し

Z虚；t)
N 

Z;,(¢; t) 
= IT(l-tP辺;)l'
i=l 

が成立する．ただし， N=Oの場合には，右辺の積は 1と解釈する．

Zm(c/>; t)/Z:;,(¢; t)がIT(l-tMifの形（ただし無限積になる可能性を残す）となること

の証明は， multiplierに対する形式的な計算によりなされる．これが有限積になることに

は， Fatouによる複素力学系における結果(cf.[1, Theorem 9.3.2]）を用いる．

ゼータ関数の有理性および明示計算に関しては，次のような先行研究が知られている．

•多項式¢に対する Zt(c/>;t)の計算(Eremenko-Levin[3]), 1989年．留数定理を用いる

手法．

•一般の有理関数¢に対する Z0(¢;t)の計算 (Hinkkanen[6]), 1994年． d次有理関数

の周期点の個数が重複度込みで（炉＋ 1）個であることを用いる手法．

•多項式の(z) ＝砂＋ c に対する Zt(c/>;t)の計算 (Hatjispyros-Vivaldi[5]), 1995年．解

と係数の関係およびNewtonの恒等式を用いる手法．

•多項式 cf>(z) ＝召＋ c に対する z:;,(¢;t)の計算 (Cvitanovic-Hansen-Rolf-Vattay[2]), 

1998年．留数定理を用いた手法．

これらの手法は巧妙なものであるが，¢が多項式であることや m= lに限定しているこ
とが本質的に用いられるような議論になっており，のが一般の有理関数の場合に拡張する

ことは困難であると思われる．そこで，筆者は合同ゼータ関数に対する議論を参考に，コ

ホモロジーに作用する線形作用素を用いた行列式表示を用いる手法を導入した．このこと

について，次節で議論する．

4 行列式表示

ここでは， z:,.他；t)に対する行列式表示を与える．
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4.1 層のコホモロジーからの準備

X,Yを休K上のスキームとし， f:X→YをK上の射とする， X上の連接層FとY
上の連接層gおよびOx加群の射¢:f*g→Fが与えられているとき，三つの写像

H'(Y,9)→Hi(Y,f．匹）→Hi(X，匹）→Hi(X,F) 

の合成により，齊il:Hi(Y,9)→Hi(X,F)が誘導される． mを非負整数とし， F＝9笈↑K'
g＝噂jKかつ 'P= (df)®m の場合の阿りを D~(f) と書くことにする．このとき， X に対

しHi(X,S1茫）を，射 f:X → Y に対し D~(f): Hi(Y,S1茫）を対応させることで， K上

のスキームの圏から K上のベクトル空間の圏への反変関手が定まる．

以上の記号の下，り EK(z)に対し， Lm(</>;t) E K(t)を次で定義する．

定蒻 4.1.Kを体，¢ E K(z)とする．このとき，

L虚；t)E K(t) = IT det(l -tD~(¢): Hi(lP'k, S1訂））（ーl)i+l
i=O 

と定める．

Lm(</>;t)は定義からアプリオリにtの有理関数である．

Di;,,の関手性を用いることにより， Kの標数が0の場合には，次が成立する．

命題 4.2.

L嘉 t)= expげ認（一1)itr(D;,,（訳）： Hi(lP'k誓））
n=1 t=0)  

注意 4.3.m > 0のとき

dimKげ (lP'k,n知）＝
2m -1 (if i = 1) 

IP'k {。 (ifiナ1)

であるから， Lm(</>;t) = det(l -tD;,.（の））かつ，これは高々 2m-1次の多項式である．

4.2 行列式表示の主張

行列式表示の主張を述べる．そのために，有理関数の完全横断性を定義する．

定義 4.4.Kを代数閉体，の EK(z)を有理関数とする．¢が完全横断的 (completely

transversal)であるとは，任意のnE Z::,:1およびxE Fix（炉）に対し，入x（炉）ヂ 1が成

立することである．

この用語は本稿（および論文 [12]）のみのものである．この条件を幾何学的に言い換え

れば，全ての正の整数nE Z::,:1に対し，加のグラフrq,n C IP'k, X IP'k,と1P'Kの対角集合
△C IP'J< X耽が横断的に交わるということになる．また，四（か） ＞ 1と入式加） ＝1が同
値であったことから，完全横断的な¢に対し， Zm(¢;t) = z:,.位；t）が成立する．
本稿の主定理は，¢に関する完全横断性の仮定の下で， z:,.(¢;t)をLm(¢;t)で表示する

次の等式である．
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定理 4.5(T. [12]). Kを標数0の代数閉体とする．非負整数mEZ：：：：。と完全横断的な

¢ E K(z)に対し，次の等式が成り立つ．

Zm位；t)＝勾(¢;t) = 
Lm(¢; t) 

Lm+1（の；t）. 

特に，完全横断的な¢ E K(z)に対し Zm(¢;t), Z~(¢; t) E K(t)が成立する．

定理4.5の仮定，のが完全横断的であることは，十分一般の¢において成立する条件で

ある．このことについて， K=Cの場合に説明する．

Ratd(q = { cp(z) = 
F(z). Res(F, G) -=J 0かつ

} C IP'2d+1(C) 
G(z). max{degF, degG} = d 

をd次有理関数の空間とする．ここで， Resは終結式である．複素力学系における双曲性

の議論(cf.[8, Section 3.4]）から，｛<pE Ratd(C): <pは完全横断的｝はEuclid位相の意味

での空でない開集合を含み，特に， Ratd(C)のZariski桐密部分集合をなすことが証明で

きる．また，複素力学系における双曲桐密性予想(cf.[8, Conjecture 1.1.］）を仮定すると，

完全横断的有理関数はRatd(C)の中でEuclid位相の意昧でも桐密な部分集合をなすこと

が分かる．このような意味で，十分一般の¢は完全横断的である．

4.3 Woods Hole固定点定理

定理4.5の証明の鍵となるのはWoodsHole固定点定理である．この定理は微分幾何

学における対応物がAtiyahとBottによって示されており， Atiyah-Bottの固定点定理と

呼ばれることもある．代数幾何学における証明についてはSGA5[4, Expose III, Corollaire 

6.12]およびTaelman[ll,Theorem A.4.]において述べられている．

定理 4.6.(Woods Hole Fixed Point Formula, [11, Theorem A.4.]) Xを代数閉体K上の

smooth, properスキームとし， f :X→XをK上の射とする． rは局所自由Ox加群
の層とし，¢ ： f*r→rをOx加群の準同型とする． fのグラフrfe x xxと対角集
合△ cXxXがXxXで横断的に交わるとき，次の等式が成立する．

区（一l)itr（図： Hi(X，刀）＝こ
tr(cp(x): F(x)) 

xEFix(f) det(l -df(x): Dx;K(x)) 

ここで， F(x)はxにおける茎の剰余体への係数変換Fx欧Ox,x(Ox,x!mx)である．

4.4 証明の概略

定理4.5の証明は次のようになされる．
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証明． WoodsHole固定点定理をX＝耽，ア＝噂い f= ¢, i.p = (d¢)如の場合に適用
する．

区
tr(d屈叫x)：唸(x)） 1 

xEFix(<f,) 
det(l -d¢(x)：如 (x))

＝区(-l)itr(D~(¢): Hi（咋噌））
k i=0 

ここで，固定点xに対し， dの(x)が入x位） ＝が(x)倍写像であることが計算により分かり，
これによって，

と叫）m l 

<f,(x)=x 
1 —入x(¢)
＝ど(-lltrD;,,(¢) 
i=O 

が分かる．入ヂ 1 に対する自明な等式入m= 入m/(1- 入）—入m+1/ （ 1 —入）を踏まえると，

1 1 

と以¢忙＝区（一l)itrD:,,(¢)-区（一l)itrDい(¢)
</>(x)=x i=O i=O 

を得る．従って， Zm(¢;t)およびLm他；t）の定義により

Zm他；t)＝な(¢;t) = 
Lm(¢; t) 

Lm+1(¢; t) 

を得る．

5 ゼータ関数の明示計算

口

ここでは，いくつかの¢の族に対する Lm(¢;t)の明示計算を行う．即ち，有理閑数¢ E 

K(z)が誘導する K線形写像Di;,,(¢)の表現行列を具体的に計算する．

具体的な計算は，次のように実行される．

1. H虞誓）の基底として，｛が（門）Rm:Iii< m}をとる．

2. Cechコホモロジーを用いて S(z)= 1/z, Tc(z) = z + c,い（z)=入z,Md(z) = zd 
に対して表現行列を計算する．

3.反変関手性Di;,,(fo g) = Di;,,(g) o Di;,,(f)により， S,Tc,U入，Mdの合成からなる¢に

対してもD;,,(¢)の表現行列を計算する．

この手法により，次の二つの¢の族に対し， Lm(¢;t)の明示計算を行う．

砂＋c,
A砂＋B

C砂＋D' 

ここで， dE Z~2 は 2 以上の整数であり， c,A,B,C,D EKはAD-BC,Cヂ0を満たす．

まず，砂＋cに対する結果を述べる．次の定理は， d=2の場合にはCvitanovicらによっ

て[2]によって留数定理を用いて計算されていた定理である．
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命題 5.1.Kを体とする． 2以上の整数dE Zc'.2とcEKに対し， c/Jc,d(Z)＝砂＋cE K(z) 

と定める．また，正の整数mE Zc'.1に対し， l=l~りとし， l x l行列L=L(m,d,c)=

(li,J)国 JgE Ml(K)を次で定める．

L = (lii)国立l, ltJ = （二1]）(-C)dJ-t 
このとき，次が成立する．

Lm(</Jc,d; t) = (1 -dmt) det(l -dmtL) 

(A砂＋B)/(C砂＋D)に対する計算結果は次の通りである．

命題 5.2.K を体とし， A,B,C,DEKはAD-BCヂ0かつ C# 0を満たすとする．

2以上の整数dE Z翌および正の整数mE互に対し， l＝ [md-1」とする．また，

M = M(m,d,A,B,C,D) = (m叫lil,lil<;lE M21+1(K)を

叫＝ （ー1)m::m (mm□ :_-;） (mm口：二） （亨） k+dj(—喜） K—i(-~)―k

によって定める．このとき， ¢(z)
A砂＋B

ZI = 
C砂＋D

とすると，

に(¢;t) = det(l -d叫M)

が成立する．

注意 5.3. 上記の計算結果から分かることとして特筆すべきことは， D~(¢) の固有値とし

て， 0が高い重複度で存在することであり，その重複度バまq;(z)＝砂＋cの場合には

2m -2 (if C = Q) 

ll = {2m -2ー［m；；1」(ifeヂ0)

であり，の(z)= (A砂＋B)/(C砂＋D)の場合には ll ：：：： 2m ー 2 ― 2 バm — 1)/d」を満たすこ
とが証明できる．これにより特に Zm(¢;t)に対し， Riemann予想の類似は存在しないこ

とが分かる． D~(q;) の固有値に 0 が多く存在することが偶然によるものか，もしくはよ

り深い背景によるものであるのかを明らかにするのは，今後の課題である．

6 有理性に関する考察

主定理4.5においては，完全横断的な有理関数のに対してゼータ関数z:,,他；t）の行列式
表示が与えられ，それによってゼータ関数の有理性が従うのであったが，前節で考察した

二つのいの族に対しては，等式Zぶ(</>;t)= Lm（</>; t)/ Lm+1(</>; t)が成立することが分かる．
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命題 6.1.Kを標数0の代数閉体， dを2以上の整数， c,A,B,C,DEKはC,AD-BC=J 0 
を満たすとする．このとき，¢は次のいずれかであると仮定する．

d z~ + c, 

このとき，次の等式が成立する．

z:,,他；t)= 

A砂＋B

C砂＋D'

に(¢;t) 
Lm+1(¢; t). 

証明． K= C, ¢(z)＝砂＋cの場合を述べる． X＝続， Xct= {c EX:砂＋cは完全横断的｝

と定める． 4.2節で述べたことから， XctはXの中でZariski桐密であり，定理4.5により，

CE Xctに対し，

z:;.位；t)= に(¢;t) 
Lm+l位；t)

が成立する．上式の左辺について，注意3.2(2)で述べたようにc→こ炉(x)=x匹 (cpn)入x（初）m
はX上の正則関数であり (cf.Silverrnan[lO, Theorem 4.50]), Xから鯰へのZariski連続

関数である．従って， z:;,停；t)は， X上の Zariski連続関数を係数に持つtに関する形式
幕級数である．一方， L叫¢;t)/Lm+i（の；t)も， L叫¢;t)の明示計算（命題5.1)により， X
上の Zariski連続関数を係数に持つtに関する形式幕級数であることがわかる． x上の連
続関数を係数に持つ幕級数がXの桐密部分集合で一致するので，これらは全体でも一致

し，等式な(¢;t)= Lm位；t)/Lm+1(¢; t)は¢が完全横断的であるか否かによらず成立す
る ．ロ

この結果を用い，二次有理関数¢に対するゼータ関数Zm(¢;t)の有理性について論じ

る．まず，二次有理関数に対して成立する特殊な性質として，次がある．

命題 6.2(cf. [9]). Kを標数が2でない代数閉体とし，¢ E K(z)を二次有理関数とする．

このとき， A,B,C,DEKであって， AD-BCヂ0なるものが存在し，二次有理関数
A丑＋B

と
C丑＋D

¢は線形共役である．

ゼータ関数は線形共役で不変であったので，命題6.1および命題6.2を組み合わせるこ

とにより，次が分かる．

系 6.3.Kを標数0の代数閉体，¢ E K(z)を2次有理関数とする．このとき，非負整数

mEZ:::,。に対し，次が成立する．

勾(¢;t) = 
に(¢;t) 
Lm+l位；t）． 

が成立する．特に， z:;,(¢;t)およびZm(¢;t)はK(t)の元である．

上記の結果は，¢の次数dによらず常に成立することが期待される．

予想 6.4.K を標数0の代数閉体，の EK(z)を有理関数とする．このとき，非負整数

mEZ:::,。に対し，次が成立する．

z:;.他；t)= Lm(¢; t) 
Lm+l（の；t）. 

が成立する．特に， z:;,（の；t)およびZm(¢;t)はK(t)の元である．
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