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1.導入

Eを有理数体上の楕円曲線とする． EのHasse-WeilL閾数A(s,E)は，関数等式

A(s, E) = cA(2 -s, E) 

を満たす．符号cはEのMardell-Weil階数の偶奇に一致すると予想されている
楕円曲線Eが素数pで通常的である，すなわちp進単数である Hecke固有値 0:Eが存在する
と仮定するこのとき， p進解析関数LP(s,E) (s E ZP)が存在して，関数等式

ら(s,E)=cpら(2-s, E) 

を満たし，補間公式
1,0L(l, E) 

ら(1,E) = (1 -ai1) 
QE 

が成り立つ．ここで， QEはEのNeron周期であり，

6= ｛2(|a司＝⑪）
1 (aE E｛士1})

MazurとTateとTeitelbaumはBSD予想のp進類似を定式化した

Conjecture 1.1 ([MTT86]). Eの導手を N とし， E((Q)の捻れ部分群を E((Q)torと書き， r:= 
ords=lら(s,E)とおく． aE'F1のとき， E((Q)'::::'.Z賃ぅE((Q)torが成り立ち，

lim 
ら(s,E) ~III(E/(Q) 
(s -l)r rnE((Q)tor)2 

・p進レギュレーター
S→1 

. (1-心)/jITCf. 
£IN 

知＝ 1となるのは， Eがpで分裂乗法還元を持つときであり，このとき（例え L(l,E) =J 0 
でも）自動的にら(1,E) = 0となるこのような零点は， Eの例外零点もしくは自明零点と呼
ばれるさらに °'E= 1なら符号変化令＝―eが起こっている． MazurとTateとTeitelbaum
は，これらの現象を発見しパ籾＝ 1の場合のら(s,E)のs=lでのTaylor展開の先頭項を予想
したその特別な場合がGreenbergとStevensにより証明された次の定理である：

Theorem 1.2 ([GS93]).伍＝ 1のとき

L;(l, E) = 2'p(E) 
A(l,E) 
flE. 

この原稿は，当日の発表裟料をほぼそのまま原稿におこしたものです．そのために曖昧な点，説明の不十分な

点が多々あると思いますが，御寛恕くださいますよう御願い致します．筆者の研究は， JSPSGrant-in-Aid for 
Scientific Research (C) 18K03210により支援されています．
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比例因子ダ訊E) は以下のように定義され， E のダ—不変量と呼ばれる．咋＝ 1のとき， Eは
p進一意化E(Qp)'::,:'Q;/q塁を持つ．このp進数qEE ZpはTate周期と呼ばれ， Q上超越的で

あることが知られている ([BSDGP96]).

名(E)= 
log占
=I 0. 

ord凶E

ここで， ordPはQ;の正規加法付値， logPはlogPp= 0を満たすp進対数関数である．

2.捻り三重積p進L関数

Fを実二次体もしくはF=QxQとする． EをQ上の楕円曲線と AをF上の楕P3曲線とす
る．％（E)と％（A)をそれぞれのTate加群とするがを AのFの非自明な自己同型パこよる

捻りとする． Fの絶対Galois群応＝ Gal(Q/F)の表現Vp(A)RVp(AT)は， Qの絶対Galois群

GQ = Gal（豆／Q）の表現に拡張されるこれは浅井表現と呼ばれ， As½,(A) と書くことにする．
次の伍の8次元Galois表現を考える：

v,,A,E := As½,(A)(-1) ⑭怜(E).

実二次体上の楕P3曲線の保型性も証明されており ([FLHS15]),Garrettの積分表示 ([PSR87])
により， Galois表現VPA,EのL関数L(s,MA,E)は解析接続され，閲数等式を満たす．さらに全

ての Dirichlet指標xに対して，中心値の代数性も知られている：

A(o, MA,E R x) 

QA,E 
E Q, StA,E := A(l, A, ad)A(l, E, ad). 

IP C伍を pの恰性群， pをFのpの上にある素点， Ipc Gpをその惰性群とする． v,,A,Eの

Gal（豆／Q砂ー不変な部分空間を次のように定める：

Fil v,,A,E :=½,(A)1P R怜(A予R½,(E) 

+ ½,(A) @ ½,(A予®%（E)わ

＋怜(A)Ip⑧怜(Aり＠怜(E)I匹

L(s,MA,E）のp進類似を考える QooをQのZp拡大とし， Gc:c:'ZPをそのガロア群とする．

Theorem 2.1 (Hsieh-Y.）．以下を仮定する：

{i) p 2: 5. 
{ii) AとEの導手が平方因子を持たない．
{iii) Fの判別式DFが8で割り切れる．
{iv) Eはpで通常的， Aもpの上にある全ての素点で通常的である．

このとき，ら(MA,E)E Zp[G] @Qpが存在して，全ての有限位数の指標x:G→豆）に対して，

次の補間公式を満たす：

A(o, MA,E R x) 
x（柘（M□）＝ら(Fil¼,A,E @ X)（《可）3.

QA,E 

指標の連続族〈x)s= expp(s logP x) (s E Zp)を用いて，次のp進解析関数を考える：

ら(s,MA,E)=〈ら(MA,E)〉s.

Remark 2.2. (1) (iv)以外の仮定は技術的なものである
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(2)定理2.1に現れる因子

1 
ら(Fil½,A,E R x) := 

悩Fil½,A,E R X, 0) ·ら(½,A,E 0 X, 0) 

は修正p因子と呼ばれることもあるここで，分母は素数pの分解群の表現の局所ガン

マ因子と局所L因子の積である．

(3)ら(MA,E)は一変数P3分p進L関数であるが，著者と Ming-LunHsiehは， parallelweight 
の肥田族に関する三変数p進L関数を構成した． parallelでない璽さ変数も含めて関す

る四変数p進L関数を考えることもできるが， parallelでない重さも含めると肥田理論

が遥かに複雑になる

(4)F=(Q)x(Q)のときは，筆者らは四変数p進L関数を構成した ([HY]).

3.例外零点

pがFで分裂せず不分岐であるとする．このとき

ら(Fil°½,A,E) = 0⇔ Eはpで乗法還元を持つ．

Theorem 3.1 (Hsieh-Y.). aEとmをEとAのp進単数Hecke固有値とする． Eがpで乗法
還元を持つとき，次の等式が成り立つ：

c5A(O, MA,E) 
L~(O, MA,E) = 2Jt'p(E)(-aA1p)(l —心叫
P QA,E ・ 

この定理より aA= aEのとき， L的(O,MA,E)= 0となるこの場合の二陛微分値に関して，以

下の予想を定式化した

Conjecture 3.2. aA = aE E｛士1}のとき，

L仰'(0,MA,E) = -pJt'p(A)2 
A(O,MA,E) 

!:lA,E. 

AのTate周期を qAとして， 2p(A)= ~である． Greenberg [Gre94]は，通常的な Galois
ordが1A

表現のダ—不変量を定義しており V~A,E, ・p のダ不変量はーp.2試A)2に一致する．
F=QxQのとき，筆者と Ming-LunHsiehは，以下のより正確な公式を証明している

Theorem 3.3 (Hsieh-Y. [HY]). F = Q x Q, A = E1 x尾とする． E3:= Eとおくと，

ら(s,MA,E)は， E1,E2，品の三重積円分p進L閲数である．

(1) E1, E2，応がpで分裂乗法還元を持つとき，

L;'(O, MA,E) = -6p劣(E図 (E2).2'p(E3) ．
A(O,MA,E) 

S1A,E 

(2)局がpで分裂乗法還元を持ち， E1と昆はpで良い通常還元を持ち，

0:E1 = 0:E2 =: 0: 

が成り立つとき，

L;(o,M□ = 2名(E3戸(-pa-2)(1-a―2) A(O,MA,E) 
QA,E. 
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4.応用

EとE'をQ上の楕円曲線とし，次の 6次元 Galois表現

U戸：＝（Sym国 (E'))(-1)R Vp(E) 
を考える． AがE'の実二次体Fへの基底変換であるとき， Galois表現VPA,Eは可約であり， EF/Q

をFに対応する 2次の Dirichlet指標とすると，

(4.1) i,;,A,E = u:,E' 〶（怜(E) R年／Q）．

この分解に対応して， L関数も分解する：

L(s, MA,E) = L(s, NE,E')L(s + 1, E釦 F/Q)-

Rohrlichの定理 [Roh84]よりら(s,ER年／Q)ば恒等的に 0ではない．複素周期flE,E'を適当に

選んで， u:,E'のp進L関数を p進有理型関数

ら(s,NE,E')= 
ら(s,MA,E) 
ら(s+ 1, E R EFjQ) 

x （複素周期の比）

として定義する．ら(s,NE,E’)がp進解析関数であることは証明できなかったが，ら(s,Nff,E') 

はFの取り方に依らず，全ての臨界点で補間公式を満たすことは証明できるこの際， Fを

L(l, E 0 EF/Q)引0が成り立つように選べることが重要である．
ら(NE,E)が例外零点を持つのは， Eがpで分裂乗法還元を持つときであるこのときのp進
微分値に関して，定理3.1の応用として，次の公式が証明される．

Corollary 4.1 (Hsieh-Y.). Eがpで分裂乗法還元を持つとき，

似0,NE,E') = 2'p(E) （—疇p)(l -aE;) -2 2A(0,NBEI) ・ 
flE,E' 

E'もpで乗法還元を持つとき，％（O,NE,E')= 0である．

Conjecture 4.2. Eがpで分裂乗法還元を持ち， E'もpで乗法遠元を持つとき，

昇(0,NE,E') = -p2p(E')2 
A(O,NE,E') 

釦，E'.

もし L(l,E)-/c 0のとき，この予想は定理3.3と分解 (4.1)から従う．
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