
149

5次DWORK族に付随する法2ガロア表現の保型性とある 5次3項方程式の相互法則について

山内卓也（東北大学）

ABSTRACT.本稿では東北大の都築暢夫氏との共同研究 [37]の内容を紹介する．成果は大きく分け

て2つある．先ず，代数体 K(c豆）上の 5次Dwork族

11"4コXゅ：埒＋xf+xi＋対＋X：-5ゅXoXふ Xふ＝0,心EK,討＃ 1 
の重さ 3のpureモチーフの原始的部分に付随する法 2ガロア表現p心，2:GK:= Gal（豆／K)-----+

GSp4(lF2)の像を 5次 3項多項式

f心(x)= 4x5 -5如企＋ 1,ゆEK

と関係付ける（表題の相互法則）．次に K が総実代数体のとき，瓦，2IGMの保型性を証明する（正確

な主張は該当箇所を参照）．ただし， M/Kは瓦，2から具体的に定まる総実かつ高々2次の拡大．
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1.共同研究のきっかけ

代数体のp進ガロア表現の保型性問題を解決する上で所謂セール予想と呼ばれる法pガロア表現

の保型性は解決しなくてはならない重要な問題である． Wilesが解決したQ上半安定楕円曲線の保型

性[41]やKhare-Wintenbergerが解決した奇既約法pガロア表現p:GQ = Gal（豆／Q)----+GL2（馬）
の保型性の証明 [22]において， Im(p)が可解群である場合（必然的に素数pは小さくなければなら

ない）の保型性が最初に重要なステップであったその保型性はLanglandsの底変換の議論(base

change liftとautomorphicinduction)より従う例えば，代数体K上の楕円曲線Eの3等分点か

ら定まる法 3ガロア表現匠，3: GK ----+ GL2(lF3)はGL2(lF3)が可解群であるので， PE,3は保型的

である．他にもこのような例が多くあるがいずれにせよ，保型性を既存の理論で証明するには法 p

ガロア表現の像がある程度‘‘小さい”ことが要求される．しかし，法pガロア表現の像が小さすぎ

る場合はその保型性をp進ガロア表現にリフトする保型性持ち上げ定理の条件に適合しないため，

例えば，像が自明な場合等小さければよいという訳でもない．

さて，代数多様体（またはモチーフ）から構成されるp進ガロア表現の族(compatiblesystem, cf. 

[36])は付随する Mumford-Tate群［31]（これは簡約代数群となる）の型をみることで，法pガロア

表現の型も，自然密度0の例外を除いて，それを反映したものになっている [30]．また，代数多様体

がモジュライ空間の一般的な点などになっており非自明な変形をもつ場合などはp進ガロア表現

の像，そして法pガロア表現の像は大きくなる傾向にある．整構造をもつ簡約代数群gに有限体lF

を代入して得られる群g(lF)は多くの場合は可解群からほど遠い．以上の考察より，像が“小さく”

かつ“小さすぎない’'法pガロア表現を系統的に与えることはそれほど簡単ではないことが分かる．

著者は2019年の夏頃，自己同型を多く持つ対称性の高い代数多様体（のモチーフ）の族から定ま

る法pガロア表現から期待するものが系統的に構成できるのではないかと考え具体例を模索して

いたそこで，安直に 5次Dwork族の 3次のエタールコホモロジーの原始的部分から定まる法2

表現

瓦，2:GK→ GLパ恥）

を考察することにしたポアンカレ双対性により， p叩，2c GSp4（恥）が分かる．後で述べるように

群GSp4（恥）は6次対称群s6と同型であり， p心，2はS6の部分群と同型である．群s6は現在の技術

では保型性が担保されない“大きい’'群である．著者はDwork族は自己同型を豊富に含むため，そ

の制約により像が小さくなり 5次対称群品程度に収まってくれるのではないか？と根拠に乏しい

予想を立てていた． Dwork族は明示的であり，その有限体上の合同ゼータ関数を具体的に計算する

ことは可能である．具体的に与えた心 EQ¥ {l}に対して， X,pが良還元をもつ素数pに対してフロ
ベニウス固有多項式瓦;,,p(t)= det(/4 -tp心，2(Frobp))E島[t]を計算し，そのリストから何かの法
則を見出そうとしたが， Im（西，ゅ） ＃ S6をどう判定すればよいかその時点ではよくわからなかった．

しばらくして東北大の数学事務室の隣にあるお茶を飲むスペースに都築氏がくつろいでいたの

で上記問題を投げかけてみた．それから何度も議論を重ねていくことになった．きっかけを与えて

くれた数学事務室に感謝である．当初はフロベニウス固有多項式ア,j;,p(t)の決定を行うことが主眼

であったその理由は都築氏が[12]のlocalzeta functionの計算表から考え得るフロベニウス固有

多項式

1 + t4, 1 + t＋枝＋t4,1 +t＋住＋抄＋t4,1 ＋住＋t4
2 
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の内「1＋柱＋t4= (1 + t＋柱）2€恥 [t] は現れない」のではないか？と予想を立てたからである．

もしこれが正しければ，品の型(3,3)の元はIm(P,;.,,2)の元にはなりえないため， Im（恥，2)(/_品が

分かる．そこで，良還元をもつpに対して,|X心（恥）Iのmod2での値の計算を開始した著者はア

フィン部分x心（恥）n{X。=1}に作用する位数4の自己同型に注目し,|X心(lFp)Imod 2の値は難な
く計算できたしかし， X,;.,／恥の合同ゼータ関数と Hえ(Xゅ，豆,Q2)の原始的部分および戸ゅ，p(t)と
を関係付けるには非原始的な部分の処理も必要となる．当初はGoutotによる非原始的な部分の記

述[19]に対応する超幾何代数曲線1の均有理点の個数を調べていた．ここから定まるのはア心，p(t)

のtの係数であり，柱の係数を調べるには，さらに，上記対象の lFP2有理点の個数を mod4で計

算する必要があった乞これらの困難により， 「mod4の計算」を諦め，その代わり IXゅ(lFp)Imod 

2と表題の多項式の間に成り立つある種の相互法則により p心，2の像を決定することができた．こ

れと S6の部分群の構造とを合わせることで， pゅ，2の像はS5の部分群と同型であることが示され

たその後，都築氏が心のミラー多様体Wゅを考えたほうが計算が飛躍的に簡易化されること

に気付いた論文 [37]ではタイトルはDwork族云々と言いながらも実際にはそのミラー多様体を

用いた計算がなされているということになる．多項式 J,;.,(x)= 4x5 -5似社＋ 1との関係は計算

の途中出てくる位数4の自己同型の固定点として関係してくる．実際 Dwork族の定義方程式に

(X。,X1,X2, X3, X4) = (1, x, x, x, X)を代入したものがJ,;.,(x)である．

2.主結果

以下主結果を紹介するための記号の準備をする．整数n21に対して，品を n次対称群， Anを

n次交代群，そして，仇を位数nの巡回群とする． Kを代数体として，有理数体Qの代数閉体豆

への埋め込みを固定するまた， GK:=Gal(Q/K)をK の絶対ガロア群とする．パラメータ心は

Kの元であって，炉＃ 1を満たすものを動くものとする．このとき， XゅしまK上smoothである．

心のミラー多様体Wゅはアフィントーリック超曲面

(2.1) 
1 G;,,っuゅ： x1 ＋四十叩十四＋ ー5心＝ 0.

X1X2X3X4 

から Batyrev[6] ([38]の6章に分かり易い解説がある）によって構成された滑らかなコンパクト化

として与えられる構成から Wゅは自然に 0幻1/5，ゅ，1／（炉ー 1)］上の smoothモデルを持つこと

がわかるまた， Wぃの Hodgeダイアモンドは以下で与えられる (hi=dimicH年(Wゅ((['.)),hP,q = 

峨数曲線 A,i,:炉＝炉(1-x)3(x —炉）叫恥：炉＝丑(1 -x)4(x -炉）などが現れる． B心の方は自己同型

(x,y)→（討／x，炉／（x(l-x)(xー炉）y))を持つ．

2例えば， a,/3,'Y,/jをWeilnumberとして， S;=ぷ十げ十勺＇＋が， iE Z>。とおくとき， P(t)= (1-at)(l-(3t)(l-

叫(1-c5t) の t の係数はーS1 で， t2 の係数は ½(sf-s2)で得られる．よって， P(t)E Z[t], s, E Zのとき， P(t)mod 2 

のt,t2の係数はーs1mod 2, および， ½(sf -s2) mod 2,すなわち， s2mod 4で決まる．

3 



152

dimc即 (W心（C），0んゅ(C)））：

ho= ho,o 1 

が＝ hl,O+ hO,l 

゜゜炉＝ h2,0+ hl,l + h0,2 

゜
101 

゜炉＝屈O+ h2,1 + hl,2 + h0,3 1 1 1 1 
が＝ h4,o+ h2,2 + ho,4 

゜
101 

゜炉＝屈o+ ho,s 

゜゜炉＝ h3,3 1 

したがって，v叩，2：＝ Hえ(W“ぴむ）はむ階数4のQ2[G叫加群となる．またポアンカレ双対性に
より， GK同変Q2双線形写像

〈*，＊〉： Vゅ，2XVゆ，2→糧(Wゅ，百,Q2) c:::'Q2(3) 

であって交代的なものが存在する (Q2(3)はGKの2進円分指標の 3回捻り）．これより， 2進ガロ

ア表現

Pゅ，2:GK→ GL叫 Vゆ，2,〈＊，＊〉） c::cGSp4⑫)  

が構成されるただし， GSp4/まJ=い。82),S = （： ;)から定まる一般化symplecticgroup 
であり，任意の可換環Rに対して，

GSp4(R) :={XE M4(R) I txJX = v(X)J,ヨv(X)ER勺

と定義される．

良く知られているようにVゅ，2のGK不変Z2格子T叩，2であって，〈＊，＊〉が整構造を保つものが存

在する3．これより，整2進ガロア表現

P心，2:GK→ GLz2(Tゅ，2,〈＊，*）） c::cGSp4図）

を得る．さらに，還元射GSp4(Z2)--+ GSp4(Z2/2Z2) = GSp4（恥）により法2ガロア表現

厄2:GK→ GSp4（恥）

を得る．法2ガロア表現瓦，2はT心，2の取り方に依存するが，その半単純化4はT叩，2の取り方に依存

しないさらに，半単純化の像は GSp4（恥）に値を取るように基底を調整できる．
6 

一方， 6次対称群s6はV= { (x1,．．．心6)E lF戸 〉叫＝ 0 に自然に作用する．ベクトル空
i=l 
｝ 

間Vの(1,1, 1, 1, 1, 1)が生成する直線をLとすると，v上の恥双線形写像
6 

〈*，＊〉： VxV→島，（x,y)→Lx;y;
i=l 

3[37]のRem紅 k5.2で脱明されている様に， H嘉(W心，ij,:Z2)はtorsionfreeなので， Tゅ，2＝ HいW心，ij,:Z2)と取れ
る．

4GSp4(lF2)→GL4(lF2)と合成して， GL4(lF2)に値を取る法2ガロア表現とみて半単純化をとる．
4 
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はW=V/Lc:::lF戸上の交代形式〈＊，＊〉wを誘導する．ここで，交代形式であるとは任意の xEW

に対して，〈x,x〉w=Oが成り立つことを意味する．以上により， S6の恥表現

(2.2) s6 → GLJF2(W,〈＊，＊〉w)c:,, GSp4(lF叫

を得る（最後の同型を得るために W のsymplecticbasisを一つ固定する）．この射は同型であるこ

とがわかる ([37]の3.1節参照）．以下，この同型を固定し， S6とGSp4(lF叫とを同一視する．また，

GSp4（恥）の元の型を同型(2.2)を通して得られる S6の元としての型として定義する．群品から S6

への埋め込みは共役の差を除いて2通りあり，ひとつは品(b):= {u E S5 I u(6) = 6}であり，もうひ
(2.2) 

とつ品(a)は{1,2,3,4,5,6}に推移的に作用する ([8]の5節参照）．前者品(b)c S5'-;;'GSp4(1F2) 

の(tautological)表現は指数2の部分群(A5)に制限しても絶対既約であるが，後者品(a)の表現は

数2の部分群に制限すると可約となる互

表題の 3項5次多項式を

(2.3) fゅ(x):= 4x5 -5ゅ豆＋ 1E K[x] 

と定義し， K,;;をんの K上の分解体とする．多項式んの判別式はdisc(!ゅ） ＝28炉（1-炉）で与

えられる．以上の準備の下，最初の主結果を述べる：

Theorem 2.1. ([37]のTheorem6.8, Proposition 3.4, Theorem 7.1をまとめたもの）多項式fゅ(x)

はK上既約であると仮定する．この時，次が成立する：

(1)ら：＝豆Ker(pゅ，2)=K心であり， Im(pゅ，2)は型 (3,3)の元を含まない．特に前半の主張から，

Im(pゅ，2)は品の部分群と同型であり，んの既約性の仮定からその位数は5で割り切れる；

(2) 和2 は応上既約，つまり，瓦，2~ 冗，2 が成り立つ．さらに像が F20=C4 区 C5,A5 または

品のとき，砂2は絶対既約であり，そうでないときは伍または D10= C2区仇と同型で

ある．さらに， p心，2が絶対既約であるとき， Im(pゅ，2)は同一視 (2.2)の下，共役の差を除い

て，品(b)(cS5)の部分群となる；

(3) K = Qのとき，

Im(p心，2)~｛品 心ヂ 0のとき
恥o ゆ＝ 0のとき．

この定理により， J,;;(x)の多項式の modv分解法則を次のように理解することができる． K の

有限素点vf2であって， ordv（ゆ） ：：：： 0かつordv（炉ー 1)= 0を満たすものを考える．このとき， Wゅ

はvで良還元をもつ．素点vの剰余体を凡とし，その位数を qvとおく (lFv= lF伍と表わすことも

ある）．また，

P心，v(t):= det(l4 -tpゅ，2(Frobv))= 1 -aゅ，vt+ bゅ，vt2 — qtaゅ，vt3+ q~t4 E勾t]

を2進ガロア表現のvにおけるフロベニウス固有多項式とする（これはZ上のWeil多項式となる）．

ミラー多様体W“凡の合同ゼータ関数は
(2.4) Z四／lFV(t)＝ 

Pぃ(t)
(1 -t)Qゅ，v(t)Qぃ(qt)(l-q~t) 

5[18]において，この群に関する法 2ガロア表現の保型性を論じている．
5 
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となる． wゅの Hodgeダイアモンドより， Qゅ，v(t)はQゅ，v(t)= 1 +・・・十 q;OltlOlの形を取り，そ
のreciprocalrootsの固有値はいずれも qvとなる．式(2.4)の両辺の対数微分をとって， t=Oとす

れば，

|Wゅ(lFv)I= q~ + Q~,v(O) + qvQ~,v(O) + 1 -aゅ，v

がわかるので,|Wゅ（lF』|三 a'l/;,vmod 2である (qvは奇数であることに注意）．ここで

とおくと，表題の相互法則

(2.5) 

n(fゅ，qv)= l{x E lF』ん(x)= O}I 

a'l/;,v三 n(f'I/;,qv) + l (mod 2) 

が成立する．これは任意の有限次拡大M/KとM の素点wであってWゅが良還元を持つものに対

しても成立していることに注意する (Remark3.2も参照）．定義より (a心，vmod 2) = trpゆ，2(Frobけ

であることに注意

この相互法則はTheorem2.1を証明する上で重要な役割を果たす．この相互法則と Theorem2.1 

から次がわかる（型 (3,3)に対応するフロベニウス固有多項式1＋t2+ t4が現れないことに注意）：

pゆ，v(t)mod 2 n(f心，qv)mod 2 恥，2(Frobけの位数 f瓜x)mod vの既約分解
1 + t4 1 1 1+1+1+1+1 

1 + t4 1 2 2+1+1+1 

1 + t4 1 4 4+1 

l+t＋t3 + t4 

゜
3 3+1+1 

l+t＋校＋t4

゜
6 3+2 

1 + t + t2 + t3 + t4 

゜
5 5 

TABLE 1 

ただし，一番右の列の数字は多項式の分解に現れる既約因子の次数を意味する．この Table1か

ら，フロベニウス固有多項式の情報からん(x)mod vの分解法則が部分的に支配されることが分

かる．逆はもっと強く，多項式の分解法則によって (Theorem2.1と合わせて）， p心，2が決定される．

特に， P如，v(t)mod 2が決定される．これより， Dwork族（またはミラー多様体）と f心の関係（相互
法則）は

叫 (lFq。)|mod2, IW:護q~)I mod 4の情報←⇒Pゅ，v(t)mod2 ~ pゅ，2(Frobv)←⇒f心(x)の且上の分解．

の様になっているただし，←三は右辺の方が左辺よりも強い条件であることを意味する．

次に保型性に関する主張を述べる．以下， Kを総実代数体とする． Kの高々2次の拡大体M を合成
(2.2) 

GK→ GSp誼 2)= S6 翌汀土｝の核に対応するものとする．具体的にはM=K(《面冠五〗） ＝ 
K(V5(lー炉））によって与えられる． Theorem2.1の応用として次を証明することができる：

Theorem 2.2. ([37]のTheorem4.7, Theorem 4.8) K を総実代数体とし，んはK上既約である

とする．任意の Kの埋め込みaに対して， a（ゆ） ＜1と仮定する（この仮定により M は総実代数体
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となる）．さらに， p如，2は絶対既約かつ，［K ：Q]が偶数のときはIm(p,p,2)c::c A5を仮定する．この

とき， GSp4偵M)上のパラレル重さ 3のHecke固有正則 Siegel-Hilbertカスプ形式Fであって，

砂2lcMc::= PF,2 

を満たすものが存在するただし， PF,2はFに付随する 2進ガロア表現PF,2の法2還元である（当

該保型形式に対応するガロア表現については [27]の3節に概要があるので参照せよ）．

Remark 2.3. Theorem 2.2で得られたカスプ形式FのレベルはPゅ，2のArtin導手と関連するこ

とが期待される事実，［10]のConjecture4. 7, 4.9で説明されているような Hilbertモジュラー形

式に付随する法2ガロア表現に対してlevellowering theoremが証明されれば，その主張は正しい．

本稿では次節と 4節でTheorem2.1とTheorem2.2の証明の概略を与えるそして 5節ではよ

り一般の Dwork族のミラーに対して類似の結果が成り立つことを紹介するこの部分は都築氏と

の共同研究の続編の内容である． 6節では多項式の相互法則について纏めた．

最後に，本研究集会の講演の機会を与えてくださいました小林真一先生およびオーガナイザーと

スタッフの皆様に感謝申し上げますまた講演後に貴重なご意見をくださいました大坪氏に感謝

します．

3. p心，2の像の決定

この節ではTheorem2.1の証明の概略を与える．

3.1.相互法則の証明．先ず相互法則 (2.5)の証明を与える．証明には次の事実を用いる．

Lemma 3.1. ([37]の5.2節参照）任意の Kの素点であって， v+2でW,j;は良還元を持つとする．

このとき，

|Wゅ(JFV) I三 |Uゅ(lFv)I+ 1 mod 2 

が成立する．

証明にはBatyrev[6]の明示的構成を用いる ([38]の6章も参照）．これを認めた上で，（2.5)の証

明を行う．変数を一つシフトする U心の自己同型aが生成する群を C4とする．このとき， U試恥）

の口軌道分解を考えれば，

此（lFv)I三 |Fix(a)Imod 2 

となる．ここで，

IFix(a)I = l{(x, x, x, x) E (lF:)4 I 4x + 1/x4 -5心＝ O}I

より，

閏 (lFV) I三 n(fゅ，lFけmod2 

となり，上記Lemma3.1と合わせて (2.5)を得る．

Remark 3.2.ミラー多様体WゅはK上定義されているが，有限次拡大M/Kに対して， Wゅは

M 上定義された代数多様体とも思える．これより， Kの素点のみならず，任意のKの有限次拡大

M の有限素点wであって， Wゅが良還元をもつに対しても，相互法則 (2.5)

|Wゅ(lFw)三 n（f心ぶ） ＋1 mod 2 

が成立する．
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3.2.群論からの補題．次の補題は品の部分群の構造から従う．著者はこれを GAP[17]で確認した

Lemma 3.3.群s6の部分群Hであってその位数が5で割り切れるものを考える．このとき， H
の正規部分群であって，位数が5で割り切れないものは自明な群に限る．

3.3. Theorem 2.1-(1)の証明．まず次を示す：

Lemma 3.4.有限ガロア群Gal(Lゅ応／kゅ）， Gal(L』応／Lゅ）の位数はともに5で割り切れない．

Proof. Kの素点vでWゅが良還元であるとき， vの上の Kゅの素点を wとする．このとき，明らか

にn(fかlFw)= 5三 1mod 2である．相互法則 (2.5)より， aゅ，W 三 0mod 2.これより，フロベニウ

ス多項式の形をみれば，恥，2(Frobw)の位数は 5になりえないことがわかる（位数5の元の固有多

項式は l+t+t2＋t3+t4であった）． Chebotarev密度定理より， Gal(L』K心／kゅ）の任意の元はそ

のような素点wを用いて，p心，2(Frobw)と表わせるので前者の群に対する主張を得る．

後者の群に対して，同様にKの素点vを考えるが， vf 10, ordv（心）:;,-0かつord（炉ー1)= 0を満
たすとする．このとき， vはfゅの判別式を割らない．そのような素点vの上にある Lゅの素点wをと

る．このとき， Lぃの定義より，p心，2(Frobw)は自明である．従って，固有多項式はl+t4である．再び

相互法則 (2.5)により， n(fかlFw)は4以下の偶数であることがわかるこれより， Gal(L』Kゅ／Lゅ）

のvでの分解群(vはfゅの判別式をわらないので惰性群は自明であることに注意）は位数は2幕で

ある．再びChebotarev密度定理を用いた議論から，結論を得る． ロ

Proof. (Theorem 2.1-(1)の証明）以下でLゅ＝ Kゅを示す．まず次の圏式を考える (square部分は

可換）．

(3.1) Gal(K占 /K)二竺→ Gal(Kゅ／K)ニー S5

▽↑ ▽↑ 
Gal(K砂りら）二~ Gal(K心/KゅnLゅ）

縦の射は包含写像であり，それぞれsourceはtargetの正規部分群となっているまた，記号restは

応への制限写像を意味する制限写像は全射なのでLemma3.4より Gal(Kゅ／kゅnL心）の位数は

5で割り切れない．さらにLemma3.3よりこの群は自明となる，特に， KゅCLゅである．これより

瓦，2 （2.2) 
Gal(Lゅ／kゅ）~ Gal(Lゅ／k)→ GSp4(lF2) = S6 

に再びLemma3.4とLemma3.3を適用すると， Gal(L心/Kゅ）は自明となり， Lゅ＝ Kゅを得る．

Im(pぃ）が型(3,3)の元を含まないことは次のようにしてわかる．含んだと仮定すると，ある K

の素点vでWゅが良還元を持つものであって， Pゅ，v(t)三 1＋t2+t4mod 2なるものが存在する．これ

より，p心，2(Frobv)の位数は3または6であることが分かる．一方，相互法則(2.5)より， n（fか凡）は

奇数なので， Gal(Kゅ／k）のvでの分解の他数は2幕となる．ところが， Gal(K心/K)= Gal(Lゅ／K)

なので，先の考察に矛盾． ロ

3.4. Theorem 2.1-(2)の証明．品の部分群であって，位数が5で割り切れるものは

Cs,D10 := C2区 Cs,F20 := C4区 g,A5, S5, A6, S6 

のいずれかである．主張はこれらの群の GSp4（恥）内での実現と， Theorem2.1-(1)の後半の性質

である，像が型 (3,3)の元を持たないことを利用することで証明される．
8 
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3.5. Theorem 2.1-(3)の証明以下，心ヂo,1とする． Theorem2.1-(2)より，像は

C5,D10, F20, A5, S5 

のいずれかである．まず，んの既約性の仮定より，具体的に実根の個数（高々3個）を調べることで，

んは実数でない根を持つことが直接計算で確認できるよって，像は複素共役に対応する元（位数

2)を含むことになるので，伍は除外される．次に，んの場合はfゅの判別式が平方数になるため，

んの判別式28・ 54 ・ 5(1ー炉）に注目すれば，心＃ 1と仮定しているので，アフィン超楕円曲線

釘：戸＝ 5(1-Xり

に(X,Y) = (1, 0)以外の有理数解が存在することになる． D10,F20の場合はRoland-Yui-Zagier

[32]とDummit[16]の結果を用いると，アフィン超楕円曲線

C2: Y2 =炉o+ 11X5 -1 

に有理数解が存在することになる．各i= 1,2に対して， Ci(Q)をci----+『,（X,Y)→Xの分岐
点に注目することで（ciはC，のsmoothコンパクト化）， Coleman-Chabauty法などの高級な道具

を使うことなく初等的に決定できる．そして， C1(Q)= {(1,0)}, C2(Q) = 0が示されることにな

り矛盾を得る．従って，心ヂ 0のときは，像は品と同型．最後に，心＝ 0の場合はfo(x)= 4企＋1

となり，この Q上の分解群のガロア群は明らかに， F20となる．

計算の途中でCIのヤコビアン J(c,）の Mordell-Weil群 J(ci)(Q)の階数を計算するために
Magma[9]を用いたことを付記しておく．証明の詳細は [37]の7節にある．これらの手法を一般化

することは面白い問題であると思われる．

4.保型性の証明

この節ではTheorem2.2の証明の概略を説明する（証明は技術的なので細部に関しては [37]の4

節を参照）．法2ガロア表現恥，2の像がA5または品と同型である場合を考える．仮定より，戸ゅ，2lcM

の像はふと同型である．群ふの GSp4（恥）への絶対既約な埋め込みはただ一つ存在し， pむ，2lcM

の像がまさにそうなっていることがTheorem2.1の結果を使って証明される．指標を比較するこ

とによって，ある totallyoddな表現T:GM----+ GL2（恥）であって

Pゅ，2lcMc:,, Sym3T 

を満たすものが存在することが分かる（具体的に構成する）．ここでtotallyoddであるとは任意

の複素共役CEGMに対して， T(C)は位数2であることを意味する．この事実は心に課した条件

から従う．表現Tの像はんと同型であるので， Sasaki[33]の保型性持ち上げ定理を用いて， Tは

GL2信M)上の重さ 1のHilbertモジュラーカスプ形式（古典形式）からくることが分かる．これを

法2還元して， Hasse不変量Hの幕Hk-l,k ≫ 0をかけることで法2幾何的形式で重さ Kが十分
大きいものであってバこ対応するものが存在する．この法2幾何的Hilbertモジュラーカスプ形式

はSerreの連接層のvanishing定理を用いて，重さ KのHilbertモジュラーカスプ形式（古典形式）

にリフトできる（以下，幾何的リフトと呼ぶ）．ここで，仮定より M は偶数次数であったことを思い

出す（ここが一つのポイント）．これより，得られた形式を Jacquet-Langlands対応(JL対応と以下

略記）により代数的モジュラー形式と対応させることができる．さらに法2還元を行い，合同によ

り重さ 0の法 2代数的形式を得る．ここでJL対応を用いる利点を述べる．一般に，菫さが小さい
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場合法2幾何的形式が古典形式にリフトできるかどうかは難しい問題である（実際にリフトしない

場合がある）．ところが代数的形式はレベル構造をうまく増加させることでこの問題を解消できる．

よって，重さ 0の法2代数的形式は重さ 0の古典代数的形式にリフトし，これを再びJL対応で戻

すことで重さ 2のHilbertモジュラーカスプ形式Fであってその法2表現が Tと同型なものを見

つけることができる：

JL対応

fK ：重さ k≫ Oの古典形式 ｀ 9 ：代数的形式 90 :重さ 0の代数的形式fl ：重さ 1の古典形式

！法2遠元 幾何的リフト 法 2遠元

h 重さ 1の法 2形式亨fK重さ[」0の法 2形式

汰 2還冗↓~ l JL対応
5三蜘：法 2重さ〇へ蘭整 F：重さ 2の古典形式

ただし，古典形式とはC上のHilbertモジュラー形式を指し，代数的形式とはJL対応で対応する，

代数的モジュラー形式のことを指す．重さ 2の古典的Hilbertモジュラー形式はJL対応によって，

軍さ 0の代数的モジュラー形式に対応することに注意．最後はKim-Shahidiのsymmetriccubic 

lift [24]とWeissauerによる genericpacket予想の解決([39],[40])を用いて所望の結果を得る．

Remark 4.1.我々の法2ガロア表現砂2は2進ガロア表現pゅ，2の法2還元である．従って，pゅ，2

に対する保型形式として， GSp4(AK)上の保型形式が候補である．これは2進ガロア表現pゅ，2の保

型性を念頭においた設定である．それとは別に入，2は直交群80(4)（恥）にも値を取る法2ガロア

表現とみなすことができる．この場合，p叫，2に対応する， G0(4)(AK)上の保型形式を構成すること

ができる ([37]の4.4.2節参照）．構成にはnon-paritiousHilbertモジュラー形式に付随するガロア

表現 [14]を用いる．これは，最早， 2進ガロア表現p心，2とは関係ない設定になっているが， P2，心の

G0(4)（紐）に関する保型性はそれ自身興味深い事実であると思われる．

5.進展と課題

5.1.進展．講演の最後にも触れたが，一般のDwork族に対しても以下のことが証明できている（都

築氏との共同研究）．整数n;:::1に対して，次元nのDwork族

JP'n+lつ樗： X戸＋・・ • + x::-t? -(n + 2)鱈 o・・・Xn+l=0,心EK
を考える．そのミラー W閤は次のアフィントーリック超曲面

1 
Gは＋1つUゅ： X1+... + Xn+I + ~ -(n + 2)心＝0.

幻1・・・Xn+1

から， n=3の場合とまったく同様に， Batyrevの手法[6]([38]の6章も参照）によって構成される．

このとき，次を証明することができる： n=pが奇素数のとき， Z/pZ[G幻加群として

鷹 (W贔 Z/pz)ssc:c:'尻(Cゅn豆'Z/pZ)ss

ただし， C¢ はアフィン超楕円曲線炉ー {(n+ 2)如x-n }y + xn+2 = 0のsmoothコンパクト化で
n+l 

ある．ここで， H:(w:_o,Z/pZ)のZ/pZ階数はn+lであり， Cはの種数は である．
心，豆'2

さらにある特殊な条件を満たす奇素数nに対してはH'f!t(W.~ ;;,;, Z/2Z)に付随する法2ガロアet ゅ，Q'
表現の像と多項式f叩p(x)= (n + l)xn+2 -(n + 2)枇xn+1+1がn=3の場合と同様に関係するこ
とが分かっている．

10 
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5.2.課題． Goutetの論文[19]は比較的最近の（そう古くはない）論文である． Dwork族がSato-Tate

予想の証明([5]）に援用されてから注目度は上がったとはいえそれ自身の幾何的数論的性質を調べ

ることは興味深い問題であると思われる例えば，［4]において Barnet-Lambは，任意の素数.eに

対してH嘉(Xゅ，百,Qf)に現れる非原始的成分の潜在的保型性を証明し， H孟(X,;,,iむ0)（〇階数204)
の潜在的保型性を証明しているり隈部氏の論文 [26]ではDwork族の合同ゼータの有限超幾何関数

を用いた分解が論じられており，モチーフレベルでもこの分解が期待される（中）1|氏の論文 [29]も

参照）．

また，代数多様体（またはモチーフ）Xの捻じれ係数のコホモロジーにはもはや重さの概念はな

いので，別の（次元が異なるかもしれない）代数多様体のコホモロジーとの間に（捻じれガロア加群

としての）同型が起こり得る例えば，正則楕円保型形式は常に重さ 2の保型形式と合同である．正

則楕円保型形式に対しては，このような合同の存在は群コホモロジーを用いたり保型性持ち上げ

定理を用いるなど幾つかの方法で証明されるいずれにせよ保型形式に即した議論である．しか

し，我々のように自己同型の作用の固定点に着目した議論で新たにそのような合同が証明できれば，

様々な場合に今回の結果が拡張できると期待する．

6.多項式の相互法則の纏め

代数体 K(cij)上の n次既約多項式を f(x)とし， f(x)のK上の分解体を KJ，ガロア群を

Gt= Gal(KJIK)とする．以下，（f,K)の相互法則といえば， Kt/Kの不分岐素点vに対して， Gf

に属する Frobv（の表現に対応する何らかの対象りと fのmodv分解法則の間に成立する関係のこ

とを意味する（例えば[20]の3章および4章を参照）．また， n2'.3のとき， GJがアーベルな場合は，

n=2の場合と同様に類体論で分解法則が記述できるため，この場合については触れない．

6.1. 2次方程式．この場合はGcC= Z/22::はアーベル群なので，相互法則は類体論によって完全に統

制される．これらは， Gの非自明な指標（ルジャンドル記号やヒルベルト記号等で）記述される．歴

史については [35]のp.419を参照8.

6.2. 3次方程式． GJが非可換な場合は品と同型である．この場合，小池氏による楕円曲線の 2等

分点や重さ 1の保型形式による相互法則が知られている [25],[2].

6.3. 4次方程式 Gf~D4かつK=Qの場合は3次のときと同様な研究が[21],[1], [2], [28]にある．

A4，ふの場合は， 3次既約Artin表現およびそれに対応する保型形式9を用いて，相互法則を記述す

ることは可能である． 2次元Artin表現として実現するにはこれらの中心拡大を求める必要がある

(embedding problem)．これらに関しては [7]やそこで紹介される文献を参照．

6脚注 1の曲線A心，Bゅは心ヂ 0のときは種数4であり， Q（⇔）の作用を持つので， GL2型のガロア表現を誘導す

る．ここから潜在的保型性を証明することは現在の技術では難しくない間題である．実際，［4] では「H品(Xも，e，べ~£)は

Hodge-Tate重さがmultiplicityfreeではないが，ある有限群による廂をとればmultiplicityfreeになること」を証明

することで，（既存の潜在的保型性定理を援用し）主張を得ている．

7例えば，ルジャンドル記号や保型形式のこと．

8文献は広島国際大学の西来路氏からご教示頂きました．

92次元Artin表現のsymmetricsquareとしても実現できる．
11 
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6.4. 5次方程式． Gf~んの場合， Kが総実代数体で対応する Artin表現が odd既約な 2次元表

現からくる場合は相互法則は重さ 1の保型形式の symmetricsquareで記述可能（保型側の記述に

関しては論文[23]があるが，相互法則を論じた文献は著者は知らない）．同様にGf~品の関して，

Calegariの仕事 [11]がある．この場合，品はんを指数 2の部分群として持ち，先に述べたんの

記述を用いる． 2次拡大M/KをS5つんに対応するものとすると，保型形式は Asai-transferで

GL2/Mから直交群G0(4)/Kへ移送されるもので実現される．いずれの場合も相互法則を明示し

た文献を著者は知らない．本稿の結果はある 3項5次方程式の相互法則を与えている．

6.5. n次方程式 (n2: 6). G1はgenericなfに対して“大きな’'群になり，対応する保型形式を見
出して，相互法則を論じることは現在の技術では難しい一方で，都築氏との共同研究の続編で紹

介した n-2次元 Dwork族の法 2表硯はある n次方程式との相互法則を与える (nが素数であり

かつある条件を満たす場合）．

また逆にアーベル多様体の等分点や保型形式に付随する法pガロア表現を与えてそれの像を決

定し (cf.[3], [15]），法pガロア表現が切り取る代数体を実現する多項式が明示的に与えられるので

あれば，その多項式に関する相互法則を法pガロア表現のフロベニウス元の固有多項式で記述する

ことができる (cf.[13]). 
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