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2次元対数的端末特異点の局所エタール基本群

安田健彦＊

2022年 3月31日

本原稿は 2021年 12月 13日から 17日に開催された研究集会「代数的整数論とその

周辺 2021」（京都大学数理解析研究所とオンラインのハイブリッド）の報告集用に執

筆したものです．その主な目的は， JavierCarvajal-Rojas氏と私の共著論文 [4]の内

容を，代数的整数論やその周辺分野の研究者向けに紹介することです．証明等の詳細

は，本原稿には含まれませんので，興味のある方は論文をご覧ください．

1 極小モデル理論と特異点

本原稿を通して，基礎体として代数的閉体 kを固定し，代数多様体やスキームは K

上定義されるものとする．また， Kの標数を pで表す．

極小モデル理論（森理論とも呼ばれる）の発展以降，代数幾何において特異点を持

つ代数多様体を積極的に扱うことが一般的な考え方となった．特異点を持つ代数多様

体が登場したら，単に特異点解消により非特異代数多様体に帰盾するのではなく，特

異点を持つ代数多様体自体を基本的な研究対象とする姿勢だ．（ただし，特異点解消を

全く使わないと言うことではない．）極小モデルプログラムでは，与えられた完備代数

多様体に対し，繰り返し双有理変換を施し，最終的に極小モデル，または，森ファイ

バー空間という，より単純な構造の双有理モデルに到達することを期待する．しかし，

最初に与えられた代数多様体が非特異だったとしても，最終的に得られる代数多様体

や途中に現れる代数多様体は一般には特異点を持つのである．
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2 標準因子で測る分岐と特異点の「悪さ」

極小モデル理論では，特異点の悪さを標準因子を用いて測る．同様の考え方は，有

限被覆の分岐を測るのにも用いられる．後者の方が，整数論研究者によりなじみが深

いだろう． X を非特異代数多様体， Yを正規非特異代数多様体とし，両者は同じ次

元を持つものとする． f:y→X を準有限 (quasi-finite)射で，付随する関数体の拡

大K(Y)/K(X)が分離的であるものを考える．相対標準因子という Y上の有効因子

Ky;xが定まる．この因子の台 (support)はfがエタールとならない点の集合に含

まれる．そして， X とYの標準因子と相対標準因子の間の有理同値

応～「Kx+Ky;x 

が成り立つ． fの分岐の程度を表す Ky;xがX とYの標準因子の差で与えられる式

だと解釈できる．

Xが特異点を持つ場合はどうなるだろうか．まず，標準因子が定義できるように X

は正規特異点のみを持つとする．また， Kxの引き戻し f*Kxが定義できるように，

ある正整数 rに対し rKxが Cartier因子になると仮定する．この条件を満たす代数

多様体は Q-Gorensteinであるという．このとき，

「Kx:= ~f*(rKx) 

として引き戻しがQ因子（係数に有理数を持つ因子）として定義される． Yも正規特

異点のみを持つとすると，相対標準因子という Y上の Q因子が

Ky;x = Ky-「Kx

により定義され，その台は fがエタールとならない点の集合に含まれる．ここで， X

が非特異の場合と異なるのは， ky/xの係数が正になるとは限らないことである．そ

こで， Ky;xの係数の大小により， Xの特異点の「悪さ」を測るというのが基本的な

考え方である．

定義 1.上のような正規代数多様体Xに対し，全ての正規代数多様体からの固有双有

理射 f:y→X に対し，相対標準因子 Ky;xの係数が全て匝のとき， X は端末特異
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点 (terminalsingularities)のみを持つという．また，係数が非負，ー1より大きい，

-1以上のとき，それぞれ，標準特異点 (canonicalsingularities)，対数的端末特異点

Clog terminal singularities)，対数的標準特異点 Clogcanonical singularities)を持つ

という．

これら 4つの特異点のクラスは，極小モデルプログラムの過程で保たれる．例えば，

端末特異点のみを持つ代数多様体からスタートすると，途中で現れる代数多様体も端

末特異点のみを持ち，最終的に得られる極小モデルや森ファイバー空間も端末特異点

のみを持つ．

2次元多様体に限れば，端末特異点は必ず非特異になり，標準特異点は有理二重点

(Du Val特異点， ADE型特異点などとも呼ばれる）になる．標数0では， 2次元対数

的端末特異点は，商特異点に他ならないことが川又 [8,Th. 9.6]により証明されてい

る ([12,Th. 4.6.18], [6, Th. 7.4.11]も参照のこと）．しかし，正標数では，これは正

しくない [1,11|．対数的標準特異点の代表的な例に，単純楕円特異点（最小特異点解

消の例外集合が楕円曲線になる特異点）がある．

3 主結果：局所エタール基本群の有限性

定義 2.同じ次元の整スキームの間の有限射 f:y→Xが準エタール (quasi-etale)

であるとは，余次元 2以上の閉部分集合Wc Yが存在し，制限射JIY¥Wがエタール

となることを言う．

論文 [4]の主結果は以下の定理である．

定理 3([4]). Xを対数的端末特異点のみを持つ代数曲面とし，準エタール有限射の列

X=X。謳 X1?•-·

を考える．各iに対し， K（ふ）／K(X)はガロア拡大であると仮定する．このとき，十

分大きな iに対し， Jiはエタール射である．

この定理は，局所エタール基本群を用いて言い換えることができる．

定義 4.代数曲面X と閉点 xEXに対し， Ox,xを局所環 Ox,xの完備化とし， Uを
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Specむ，X から閉点を取り除いて得られるスキームとする．このとき， X EXの局所

エタール基本群を

平 (X,x)：＝皿Gal(V/U)

で定義する．ここで， VはUの有限エタール・ガロア被覆全体を走るものとする．局

所エタール基本群は，特異点の複雑さを測る不変量の一つとみることができる．実際，

Mumford [13] ([1]も参照のこと）は，標数零の代数曲面 Xについて，点 xEXが非

特異であることと叶oc(X,x)= 1であることが同値であると示したまた，前述の川

又の結果を使うと，標数零においては， 7r陀(X,x)が有限であることと， xEXが対

数的端末特異点であることが同値であることも従う．しかし，これらは正標数におい

ては正しくない．

定理 3は，以下の定理から従う．

定理 5([4]). 2次元対数的端末特異点 xEXの局所エタール基本群叶oc(x,x)は有

限である．

標数 7以上では [2]により既知の結果であり，標数 5では，川又 [9]の結果と Artin

[1]の計算を合わせると示すことができる．標数 2と3の場合が未解決だった．

定理 5は，標数零の任意次元の対数的端末特異点に対して成立することが Xu[14] 

により示されたその後，同様の結果を正標数で得る研究がなされ，対数的端末特異

点と関係の深い F正則特異点や， 3次元の対数的端末特異点に関する研究がなされた

[2, 3, 15, 5]．しかし，局所エタール甚本群の野性部分 (wildpart)をコントロールす

る手法が存在せず，扱われる状況では局所エタール其本群の位数が標数と素になった

り，局所エタール基本群の従順部分 (tamepart)に関する結果などが得られていた．

このように，（次元に対し）低い標数において，野性部分も含めて局所エタール基本

群の有限性を示すことが課題であり，定理 5は2次元において，この課題を解決する．

4 弦モチーフ

定理 1の証明の鍵となるのが，弦モチーフ (stringymotive) という不変量である．

ここで，モチーフと言っているのは，代数多様体の Grothendieck環 Ko(Vark)やそ



178

の変種の元のことを指している． Grothendieckが種々のコホモロジー理論を統一す

るために構想したモチーフ理論のトイ・モデルとみなせるものである．

定義 6.代数多様体の Grothendieck環 Ko(Varりは，代数多様体の同型類 {X}で生

成される自由 Abel群

〶Z•{X}
{X} 

を，

{ X} -{Y} -{ X ¥ Y} (YはX の閉部分多様体）

という形の元全体で生成される部分群で割った商群として定義される．こうして定義

されたアーベル群 Ko(Vark)は，積を

{X}{Y} := {X Xk Y} 

により定めることで，可換環の構造を持つ．

代数多様体の Grothendieck環から，より単純な構造を持つ環への様々な実現写像

(realization map) とよばれる写像がある．その中で，本稿で重要なのは， Poinca悦

多項式実現写像

P: Ko(Vark)→Z[T] 

である．これは，非特異固有代数多様体X の定める元 {X}をXのPoincare多項式

P(X)＝ど（一1)丸(X)Ti
i 

に送る環準同形として特徴付けられる．ここで， bi(X)はBetti数 dimHi(X,Qリを

表す． Ko(Vark)の元 aに対し，多項式 P(a)の次数や係数などを見ることで，数値

的情報を取り出すことができる．また，これらの数値を比べることで， Ko(Vark)の

元の大小を比較することも可能になる．

Ko(Varいの特別な元に Lefschetzモチーフ

lL := {Ak} 

がある．モチーフ積分を用いて弦モチーフを定義するためには， Ko(Varりに以下の

ような操作により環を拡大，修正していく必要がある．



179

1. ILで局所化し， ILを可逆元にする．

2.無限和の収束を議論できるように，あるフィルトレーションを用いて完備化し

位相環にする．

3.必要に応じて，ある正整数 rに対し ILの分数幕 ]Ll/rを添加する．

4.追加の関係式による商をとる．

ヘ

このようにして得られる環 M知~に，上述の Poincare 多項式実現写像 P は拡張し，

写像

P：屈，r→躙T―1/r|：＝｛互江 ftE Z, and ft = 0for i ≫ 0} 

を得る． M＇k,r の元についても， Pによる像の次数や係数を見ることで数値的情報を

得ることができる．また，闊T-1勺に辞書式順序（大きい次数の係数から比べる）を

入れることで，大小を比較することもできる．

対数的端末特異点を持つ代数多様体Xに対し，弦モチーフ Mst(X)が定まる．弦モ

チーフは 2つの異なる表示を持つ． 1つはモチーフ積分を用いて，

Mst(X) = 1--X ILFx μx (1) 
J=X 

と書ける． JooX は弧空間，つまり，弧 Speck[t]→ X のモジュライ空間であり， μx

は凩`＇ に値を取る測度である． Fx:J00X→樗は Xの特異点から標準的に定まk,r 

る関数である．

もう一つは特異点解消を用いた表示である（従って，特異点解消が存在する場合に

しか使えない）． f:y → X を特異点解消とし，相対標準因子を Ky;x ＝区~=1 aiDi 

と書く． Diは素因子， aiは有理数である．さらに， UDiは単純正規交差因子である

とする．各部分集合 IC{1,...,n}に対し， DI:= niEJ Di ¥ uiE{l,…，n}¥I Diとす

る．ただし， I=0のときは， Dふ：＝ y¥ uiE{l,…，n} Diとする．このとき，

lL -1 
Mst(X)＝ど {Df}IIlL←+1-1 (2) 

IC{l,…,n} iE:J 

と書ける．

また， Xが有限群 Gの作用を持つとき，弦モチーフの商 Mst(X)/Gが定まる．
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5 証明の概略

主結果（定理 3と5)の証明の概略を説明する．定理 3の状況で， K(Xi)/K(X)の

ガロア群を Ciとする．このとき，不変量 Mst（ふ）/Ci(i = 0, 1,2,．．．）に関して，以

下の 2つの補題が成り立つことを示すのが鍵となる．

補題 7.Jiがエタールでなければ，

Mst(Xi)/Gi > Mst(XH1)/Gi+l・

補題 8.無限降鎖列

Mst(Xi1)／伍＞ Mst(X叫/Gi2> ・ ・ ・ 

は存在しない．

上の不等式「＞」は，前述の通り Poincare多項式実現をとり，環割T-1/r|の中で

辞書式順序で大小を比較している．補題 7の証明の鍵は「xiの弧で Xi+1に持ち上が

らない，ノンリフタブル (non-liftable)弧が多くある」ということを示すことである．

もう少し正確に言うと，まず自然な写像

<Pi: (Joo Xi+1)/Gi+l→(Jooふ）/Ci

が存在し，ほとんど単射 (almostinjective) となっている．つまり，測度零の部分集

合の外では単射となる．ノンリフタブル (non-liftable)弧が多くあるというのは， <Pi

がほとんど全射ではないということだ．つまり，

((Jooふ）/Ci)¥Im(¢i) 

が正の測度を持つことである．これを示す過程で，我々は Kerz-Schmidt,加藤の結果

[7, 10]を改良し，以下の主張を示すことができた．

定理 9.y→X を正規代数多様体の有限ガロア被覆とし，そのガロア群を Gとする．

Yは非特異だとし， G作用で固定される閉点 yEyが存在するとする．また， E→D

を任意の G被覆とする．このとき，弧D= Spec k[t]→XでDxxYの正規化がE

となるものが存在する．さらに，そのようなアークの集合の測度は 0ではない．
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Xから Yに持ち上がる弧は， DxxYの正規化が Dの自明な G被覆になる．非自

明な E→ Dを誘導する弧 D→ X はYには持ち上がらない． Kerz-Schmidt,加藤

は非自明な G被覆を誘導する弧の存在を示したが，今回，我々は任意の G被覆に対

し，それを誘導する弧が存在することを示した．実は， Kerz-Schmidt,加藤の結果で

も我々の目的には十分だったのだが，結果自体が面白いと思い論文に掲載した．将来，

局所エタール基本群の位数の評価をしたり，高次元化する際に役立つことを期待して

いる．

補題 8を示すには，弦モチーフの特異点解消による表示 (2)と2次元対数的端末特

異点の最小特異点解消の構造に関する結果を用いる．

注意 10. （高次元への一般化に関するコメント） 3次元の場合は，補題 7はガロア群

がp群の場合には正しい． tamepartについては，研究が進んでいるため，この場合

だけで十分であると思われる．しかし，特異点解消を用いるので， 4次元以上への一

般化については，新しいアイデアが必要となるだろう．一方，補題 8の証明では， 2

次元特有の計算を用いたので， 3次元以上で同様のことをするには，新しいアイデア

が必要となりそうである．
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