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Abstract 

A new framework for treating several genericities of deformations of hypersurface singularities is 

proposed. A computation method (CSSg) of comprehensive standard system over a field of rational 

functions is introduced as a key tool. As application to singularity theory, algorithms of computing 
parameter dependency of μ<n-l)(f), local Euler obstruction and 1,,-invariants for parametric cases are 

given. 

1 序

ジェネリックという条件下で定義された孤立特異点の解析的不変量が，特異点変形によりどのように変化

するのかを計算する新しい方法『 CSSg法』 を紹介すると共にその応用として μ(n-1)（f)，局所オイラー

障碍， K-不変量を考える．このとき，鍵となるのは，有理関数体上の包括的スタンダード基底系である．

計算機代数（または数式処理）が大きな威力を発揮する分野の一つがパラメータ付きシステムの解析であ

る．近年の研究成果により，パラメータの状態により対象の性質がどのように変化するのかを計算すること

が可能となっている．本稿では，計算機代数のテクニックの 1つであるパラメータ付きイデアルのスタン

ダード基底を活用し特異点の性質を解析する．

パラメータ付きイデアルのスタンダード基底のことを，包括的スタンダード基底系という．包括的スタ

ンダード基底系の計算法として，著者たちにより紹介されたパラメータ付き代数的局所コホモロジーを用

いた方法 [16,17, 18]や，寺本ー鍋島により包括的グレブナー甚底系計算アルゴリズム [12]を拡張した方法

[25], Hashemi-Kazemiによりスタンダード基底の安定化理論を用いた方法 [8]が知られている． これら包

括的スタンダード基底系の計算法はいずれも，係数を有理関数体まで拡張することができる．有理関数体係

数を用いること自体がジェネリックという性質を考えていることと同等であるので， CSSg法を用いること

で，ジェネリックという条件下で定義された孤立特異点の変形族を扱うことが可能になる．
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2 準備と問題

ここでは，本稿で用いる記号と定義の紹介と共に，特異点の不変量の一つである μ(n-1)(!)を用いて特異

点変形を計算する上での問題点について述べる．

2.1 記号

本稿を通して Nはゼロを含む自然数の集合とし， Cを複素数体とする．また， K を標数 0の体として

K{x}をK上の n変数X:= X1心2,・ ・ ·,Xn の収束幕級数環とする．変数 x における項は呼＝ xf1x~2 ・ ・ -x炉

である (a=(a1心2,・・・,an)E即）．変数xの項の集合を Term(x)で表し，変数xによる項の全順序>と

は， Xa> x(3~ x1xa > x1豆を満たすことである．ただし， X氏x(3，炉 ETerm(x)である．

定義 1([7]) >-を全順序とする．

(1) (0,...,0)でない任意の aE即において，もし項順序>が xa> 1を満たすとき'>を大域項順序

という．

(2) (0,...,0)でない任意の aE Nnにおいて，もし項順序}が 1 >-呼を満たすとき’>を局所項順

序という．

本稿では，主に収束霧級数K{x}= K{x1,...,Xn}上で議論を行うので，局所項順序を使用する．

局所項順序>を固定し， fE K{x}とする．このとき， fの先頭項，先頭係数，先頭単項式を hら(J),

h心 (J),hm,.(J)で表す．ただし， hm,.(J) = he,. (J) ・ ht,. (J)である．また，集合 GC K{x}において，

htパG)= {ht,.(g)lg E G}, h叫 (G)= {hmパg)lgE G}とし， fi,...,j8 E K{x}により，生成されるイ

デアルを〈Ji,...'J.〉で表す．
局所環でのイデアルの性質を解析する際，次のスタンダード基底は強力な威力を発揮する．

定義 2（スタンダード基底）局所項順序を>として， IをK{x}のイデアルで G= {g1,..., g£} C K { x} 

とする．このとき， Gが次を満たすとき， Gは>に関して Iのスタンダード基底 (standardbasis)である．

〈hm,.(g1),hm,.(g2),..., hm,.(g£)〉＝〈hm,.(I)〉

ただし， hm,.(I)= {hm,.(h)lh E J}. 

イデアルICK{x}のスタンダード基底を計算するアルゴリズムは T.Mora [13, 14]により紹介されて

おり，計算機代数システム SINGULARに実装されている [2,3, 7]. 

本稿では， 3種類の変数を使用する． xとは異なる新たな m変数を t= t1,．．．，伍とし， K[t]{x}を多

項式環K[t]に係数を持つ収束幕級数環とする．また， x,tとは異なる£変数を u= u1,...,ucとして表し，

(K(u)[t]){x}を有理関数体 K(u)上の多項式環K(u)[x]に係数を持つ収束幕級数環とする．

今後，これらの変数は

x:主変数， t:パラメータ， u:補助不定元

として割り当てられ，それぞれ違う意味で扱われる．

体Kの代数的閉体を Kとして， fi,...,f£ E K[t]に対して， K上のアフィン多様体を

VK(fぃ．．．，Jc)={t Ek叫fl（り＝ f2（り＝．．．＝ h（り＝ O}

とする．
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2.2 μ(f)と包括的スタンダード基底系

収束幕級数fE C{X1,．．．，％} ＝ C{”}は原点に孤立特異点に持つとする．この特異点のミルナー数を

μ(!)で表す， i.e.

μ(!) = dime (IC{ x}／〈紙，．．．，忍）

である．『孤立特異点を定義する正則関数は，多項式で表すことができる (M.Artin 1969)』ことより，今後，

fは多項式を考える．

局所項順序を>--として， fのヤコビイデアルを Jとする (i.e.J＝渇t,J伍，．．．，羞い）． Macaulayの

次元定理より，

dime (IC{x }/ J) = dime (IC{x} /ht>--(J)) 

が成り立つので，スタンダード基底の定義より，ミルナー数の計算は fのヤコビイデアルのスタンダード

拮底を計算することにより求められることがわかる．

パラメータ付システムの解析に里要となる包括的スタンダード基底系を紹介する．

定義 3局所項順序を固定する． Fc K[t]{x}，釦，．．．，A,C尺m,G1,...,G, C K[t]｛ェ｝とする．ペアの集

合g= ｛（釦，G1)，（知，G2),...,(A,, Gサ｝が次の (1),(2)を満たすとき， gを〈F〉の Ui=l人上の包括的ス

タンダード基底系 (comprehensivestandard system (CBS)）という．

(1)i=Jj,釦 n凡＝ 0.

(9)任意の aE釦， gE G;, hら(g)= ht>-（四(g))かつ四(Gi)は〈aa(F)〉ck｛吋のスタンダード基底で

ある．ただし， 6aはtへaを代人することを意味する．

tをパラメータといい， Xは主変数という．

上の定義での釦，．．．，Arは， E1,...,Er,N1,...,NrC K[t]を用いて， V忍凡）＼Vk(N;)という形でよく

表される (1<:::i<:::r)．また，包括的スタンダード枯底系を計算するアルゴリズムは［8,18, 25]で紹介さ

れており，現在，第一著者のホームページから SINGULAR上に実装されたプログラムを得ることができる．

包括的スタンダード基底系の簡単な例を紹介する．

例 4主変数を x,y,パラメータを tとし， f＝丑＋tx炉＋炉を考える． x>--yとなる局所辞書式項順序に

おいて， fのヤコビイデアル J=〈紐給〉 CC[t]{x,y}の包括的スタンダード基底系は次となる．

{(C¥ Vic(t), {3x2 + ty3, 3txy2 + 5y4, 5xy4 -t2y5, 3s3y5 + 25y6}), (Vic(t), {3x2 + ty3, y4})} 

これは次のように解釈される．

•もし t # 0ならば， Jのスタンダード基底は {3丑＋ty3,3tx炉＋5炉，5x炉ー t2炉，3s3炉＋ 25炉｝，

•もし t=O ならば， J のスタンダード基底は {3丑＋ ty汽炉｝となる．

特異点の定義方程式fにパラメータが介在する場合を考える．このとき，パラメータの値を連続的に変

化させることにより，孤立特異点が消滅したり，特異点の重複度であるミルナー数が変化したりする．パラ

メータの値により，どのようにミルナー数が変化するのかを知りたい場合， fのヤコピイデアルの包括的ス

タンダード基底を計算すればよい．すなわち，

(1) f のヤコビイデアル J= 〈紐，．．．〗芝〉 cC[t]{x,y} の包括的スタンダード基底系 g を計算する．



4

(2) gの各ペア (A,G)で， dimc(C{x}/〈ht,..(G)〉）を計算する．

このことより，ミルナー数のパラメータ依存性が得られる．

例 5主変数を x,y,パラメータを tとし， f＝企＋ t丑炉＋炉＋ x炉を考える． ミルナー数のパラメータ

依存性を包括的スタンダード基底系を用いて計算すると次のようになる．

•パラメータ t が V(t) に属するとき，ミルナー数は 16.

•パラメータ t が V(1331柱＋ 10584) に属するとき，ミルナー数は 16.

•パラメータ t が V(4校＋ 27) に属するとき，ミルナー数は 17.

•パラメータ t が V(2t3 -63)に属するとき， ミルナー数は 16.

•パラメータ t が C\V(-10648t10 + 178866戸＋4359663が＋ 18003384t)に属するとき，ミルナー数は

16. 

以上より， 4秒＋ 27= 0のとき，特異点の構造が他と異なることがわかる．

包括的スタンダード基底系は，スタンダード基底の形によってパラメータ空間を分割している．上の 5つ

のうち 4つはミルナー数が同じであるが，スタンダード基底の形は違うことを注意しておく．

2.3 μ(n-l)(j)の計算

ゼロでないベクトルをP= (P1,P公．．．，四）とし，複素射影空間の点を [p]E匝n-1とする．このとき，

Hp= {x E ICn I P1X1 + P四＋・ • • + PnXn = O}, 

μCn-l)(f) = rnJn 
[p]Eゃn-1

μ(fl Hp) 

とし，

U = {[p] E pn-11μ(!尻） ＝μ(n-l)(f)} 

とすると， Uは opendenseな匝n-1の部分集合であることが知られている．もし，［（Pl,...,P砂lEuな

らば，［（Pl,・・・,Pn)]に付随する超平面P1X1+ P2四十•.. +PnXn = 0をジェネリック (generic)と呼ぶ．

n-1個の不定元をU= U1,..., Un-lと省略形で書き， C（U)をuの有理関数体とする． このとき， μ(n-l)(f)

について以下が成り立つ．

定理 6([19]) f C K[x]として，超曲面 S= {x E IC門f(x)= 0}は原点に孤立特異点を持つとする．

Xn = U1X1 + U2咋＋・・・ + Un-1%-1とおき，

加(x1,...,Xn-1) := f(x1,..., Xn-1, U1X1 + U2砂＋・・・十Un-lXn-1)

とし， Term(x)の局所項順序を>とする．また， Gを>に関しての〈俯「，．．．，』任；〉 C C(U)｛x}のスタ

ンダード基底とする．このとき，

μCn-l)(f) = dimqu) (IC(u){x}／〈ht,_(G)〉）

となる．
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この結果より，μ（n-1)（f)は有理関数体を係数と持つ局所環C(U)｛x}において虐止 立血ー如’.．．， 8%-l〉のスタン

ダード基底を計算することで得られることがわかる．

本稿では， fがパラメータ tを持つ場合を考える．これは，特異点変形を考えていることと同じである．

1問題： fがパラメタ t=｛t1,...，tm}を持つ場合，どのように μ(n-1)（f)を計算するか？ I 

定理 6を用いてこの問題を解決するならば，性質の迎う次の 3種類のシンボル

x:主変数， t:パラメータ， u： C(U)の変数 (genericにとる）

が必要になる．この間題を解く鍵は，有理関数体上の包括的スタンダード基底系である．

3 CSSg法

有理関数体C(U)の代数的閉包を C(U)で表し， aE豆団切とするとき，パラメータ tにaを代入する操

作を前節と同様に aaで表す．定義 3のKをC(U)に置き換えることにより有理関数体上の包括的スタン

ダード基底系が定義され，これが本稿の鍵となる．改めて KをC(U)に書き換えたスタンダード基底系の

定義を以下に述べる．

定義 7（有理関数体上の包括的スタンダード基底系）変数x上の局所項順序を>とし， F c (IC(u)[t]){x}, 

釦，．．．，ArC IC(u)"", G1,..., Gr C (IC(u)[t]){x}とする． このとき，ペアの集合g= ｛（釦，G1),...,(Ar, 

Gr)｝が次を満たすとき， gを〈F〉の釦 LJ...LJA,_r上の包括的スタンダード基底系という．

(1) i =J j, A; n Ai= 0, 

(2)任意の aEA;, g E G;において， ht(g)= ht(aa(g))かつ aa(G;)はC(U)｛x}上で〈aa(F)〉のスタン

ダード基底である．

百上の包括的スタンダード基底系は，論文 [8]で述べられた Cm上の包括的スタンダード基底系計算

アルゴリズムと同様に計算することができ，本研究において，計算機代数システム SINGULARに実装され

ている．

パラメータ付き方程式系を扱う多くの場合は，パラメータの値は実数罠もしくは Cであり，有理関数を

パラメータの値としてとることを考えることはほぼない．そこで，有理関数体上の包括的スタンダード基

底系を応用として用いると場合， Ac回両mをcmに制限することを考える必要がある．すなわち，

『Ancmを如何に表すか？』

が問題である．

包括的スタンダード基底系での，釦，．．．，A,C百匂m はアフィン多様体

VCM(g1,...,g,) = {tE (c[u)r小（り＝．＝砂＝0}(g1,...,g, E C(u)[t]) 

を用いて， E,NC C(u)[t]としたとき， VCM(E)¥ VCM(N)で表す．すなわち，

Vc(E) ＝V国了(E)n cm 

である．このとき，次の命題が成り立つ．
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命題 8 E C IC[ul[t]とし T=｛伍ど c記 EE, Ca E IC[t] } C IC[t]とする (i.e.Eの各項の係数の集

aEN' 

合）．このとき， Vc(E)＝Vc(T)となる．

したがって，命題 8より，包括的スタンダード基底系の計算時と同様に，

『Ancm =J 0もしくは Ancm= 0』

が判定可能であるので，パラメータの値が Cである場合の応用として用いることができる．

アルゴリズム 1は，ジェネリックという条件が付随したパラメータ付きシステムの解析に非常に有効で

ある．

アルゴリズム 1CSSg (CSS for genericity) 

Specification: CSSg(Fふ）

入力： FC (IC(u)[t]){x}.)>-: Term(x)の局所項順序．

出力： S＝ U,｛(A,,s,）｝： V[E A, C C叫 <Tf(S;)は>に関して〈町(F)〉のスタンダード基底．

BEGIN 

S←0; 
m 

g ←Compute a comprehensive standard system of〈F〉onC(U) ； 

while g =J 0 do 

Select (Vq:;;y(E)¥ VC(uj"(N), G) from 9; 

g←鉛{(V亨 (E)¥V叩 (N),G)};

E'←{hq E IC[u][t]IVh EE, q is the 1cm of all denominators of coefficients in IC(u) of h}; 

N'←{hq E IC[u][t]IVh EN, q is the 1cm of all denominators of coefficients in IC(u) of h}; 

TE←{c。I区c記 EE',Ca E IC[t]}; 

TN←{calI:c記 EN', Ca E IC[t]}; 

ifVc(T幻＼託（TN)=J0then I* Vrr;;,(E)¥V C(U) C(u) 

S←SU {(Vc(T叫＼Vc(TN), G)}; 

end-if 

end-while 

return S; 

END 

(1cm最小公倍元 (leastcommon multiple)を意味する．）

(N) is restr].cted by icm *I 

アルゴリズム 1は，第一著者により計算機代数システム SINGULAR上に実装されており，プログラムは

第一著者のホームページよりダウンロード可能である．

本稿では，アルゴリズム 1のことを 『CSSg法』と呼ぶようにする．

4 特異点変形にともなう μ(n-l)(j)と局所 Euler障碍の計算

第 2.3章て提示した問題「特異点変形に伴う μ(n-l)(j)の計算」は，アルゴリズム 1を用いることにより

計算可能となり，アルゴリズム 2は，特異点変形におけるμ伍ーl)(j)をパラメータの‘情報と共に出力する．
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アルゴリズム 2(μ(n-l)(j)) 

入力 ：f E (C[t])[x]: f = 0で定義された超曲面は一般的に原点に孤立特異点を持つとする．このとき，

t1,..., tm E (Cである．乞 Term(x)の局所項順序．

出力： M=U』（心叫｝： 'itEAic(C叫 μ(n-1)伍(!))= μ,. 

BEGIN 

M ←0; hu←f(x1,..., Xn-1, U1X1 + U2X2 + ・ ・ ・ + Un-lXn-1); 
g ←CSSg(｛低，．．．， a:乞｝，>-);

while gヂ0do 

Select (A, G) from Q; 

g←釘{(A,G)}; 

M ←MU{（へdimC(U)(C(U)｛x}／〈加(G)〉））｝;

end-while 

return M; 

END 

第一著者によりアルゴリズム 2は計算機代数システム SINGULARに実装されている．

例 9f ＝丑＋ y3z+ BX切＋ t砂＋ yz4E (C[s,t])[x,y,z]とする．ただし， s,tはC上の値をとるパラメー

タである．このとき，アルゴリズム 2は次を出力する．

•もし sf= 0ならば， μ(2)(!)= 5であり，
•もし s=O ならば， µ(2)(!) = 6となる．

例 10岡睦雄により論文/21)で紹介されたミルナー数一定の変形を考える． fo＝企＋y16+ z16＋企yz3と

すると， lo=oの原点でのミルナー数は 801であり，ミルナー数一定の変形は f= lo +t砂丑で与えられ

る．ただし， tはC上の値をとるパラメータであり， t24+ 186624ヂ0とする．このとき，アルゴリズム 2

は次を出力する．

•もし tf=O であれば，µ（2) （f) ＝55であり，

•もし t=O であれば，µ（2)(f) ＝ 56である．

解析的不変量であるμ伍ー1)（f)は， CSSg法を用いることにより，パラメータ依存性を完璧に計算するこ

とができることがわかった．

1973年，柏原により局所オイラー障碍について次の定理が発表された．

定理 11([10]) fを原点の開近傍で定義されたホロノミック関数で， Cnの原点に孤立特異点を定義すると

する．超曲面 {xEX  I f(x) = 0}の原点での局所オイラー障碍を Euo(f)と表すとすると，このとき

Euo(f) = 1 + (-l)(n-l)μ(n-1)(!) 

となる．

特異点変形における μ(n-1)(!)は計算可能であるので，この定理と組み合わせることにより，特異点変形

における局所オイラー障碍も計算である．
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例 12f =企＋y3z+s呼y+t庄＋yz4E (rc[s,t])[x,y,z]とする．ただし， s,tはC上の値をとるパラメー

タである．このとき，例 9より，

•もし s ヂ 0 ならば， µ(2)(!) = 5. 

•もし s=O ならば， µ(2)(!) = 6. 

であることがわかっているので，原点での局所オイラー障碍は

•もし s ヂ 0 ならば， Euo(f) = 1 + (-1)2 • 5 = 6. 

•もし s=O ならば， Euo(f) = 1 + (-1)2 • 6 = 7 

となる．

5 氏不変量

解析的不変量の一つとして代ー不変量があり，今まで多くの研究者により研究されている [1,4, 5, 9, 22]. 

論文 [9]において， B.IversonとLeDiing Trangは平面曲線の←不変量を研究し，論文 [5]では， G.-M.

Greuelは B.IversonとLeDiing Trangの結果を任意次元に拡張している．また，論文 [24,Chapter 3]で

は， B. Teissierにより代ー不変量の幾何学的性質が研究されている．［23]では，有理関数係数の局所コホモ

ロジーを用いた←不変量の計算法について論じている．

ここでは，まず， G.-M.Greuel [5]の代ー不変量の結果を復習し，次に， K-不変鼠の新たな計算法について

述べる．

f(x1,．．．，叫）を原点の開近傍で定義されたホロノミック関数で， Cnの原点に孤立特異点を定義すると

し， z= (z1,...，％）を次で定義された座標系とする．ただし， P= (P2,...,Pn) E cn-lである．

z1 := X1 -P2X2 -p3X3 -・ ・ ・ -PnXn, z2 := X2, Z3 := X3, ・ ・ ・, Zn := Xn 

このとき，

加：＝ f(z1+ P2砂＋・..+ Pn石，硲，．．．，Zn),

，
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とする． （注意： IPの生成元として嘉；が含まれていない．）

fの原点における代ー不変量とは

k(f) ＝ min (dimc(C{z}／Ip)）． 
pE<Cn-1 

であり， k（f)で表わす．また， dimc(IC{z}/Ip)＝代(f)を渦たすとき，座標系 (z1,...，%）をジェネリック

と呼ぶ [5].

もしジェネリックな座標系が与えられているならば， Ipのスタンダード基底を計算することにより K,(f)

を得ることができる．問題は
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如何にジェネリックな座標系を得るか？

である．このジェネリックな座標系を得ることが←不変量を研究する上での難しさである．

この問題を解消するため，ジェネリックという性質と有理関数体C(U)の関係に着目することでジェネリッ

クな座標系を得ること無しに Kー不変械を計算する方法を本研究で得た．ポイントは，局所環C(U)｛x}でス

タンダード基底計算アルゴリズムを用いることである．

n-1個の補助不定元を U=U2,...,Uれとし， z'=(z~,...,z~) を次で定義された座標系とする

Z~ := X1 -U2四ー U虹 3-. . .—叫咋，吟：＝四，咋：＝ Xふ...,z~ :=％・

ここで，

，

＼

）

 

-Znn 

ヽ
ー
，

,
n
,
n
 

I

n

 ,
'
亭
麟
5〗
”

，
 

z
 

9
 

.

.

.

.

 

I

n

 
•••• 

z
 •••• 

n
 ｀

贔

麟

f
l

「
l

-

9

1

＋
 二

言
和
〗n

＋
 

'

z

l

(

¥

 

t
 

（
 

f

e

 
d
 

＝
 

＝
 

•• 
u

:

 

h

u

 

S
u
 

oh oh oh 
Ju=〈写阿'...'瓦’8u〉cC(u){z'} 

とする．このとき，次が成り立つ．

定理 13Tern心＇）での局所項順序を>--とする． 局所環 C(U)｛z'}での Juのスタンダード基底を Gとす

る．このとき，

k(f) ＝ dimC(U)（C(U){z'｝/〈ht:--(G)〉）

となる．

C(U)は体であるので， C（U)｛z'｝でのスタンダード基底Gは，標準的なスタンダード基底計算アルゴリズムを

用いることにより計算することができる．したがって，ぉ(f)は具体的なジェネリックな座標系無しで得ることが

できる．また， ht:--(G)が不定元uを含まないので， dimC(U)（C(U)｛Z'｝／〈ht:--(S'）〉） ＝dimc(C{z'}／〈ht:--(S'）〉）

が成り立っ．

次は K—不変量を計算するアルゴリズムである．

アルゴリズム 3(k(f)） 

入力： f€C[x]：原点に孤立特異点を定義する. >-: Ter-m(x)の局所項順序．

出力：!£(!).

BEGIN 

hu← f(x1 +u匹＋・・• + U研如四，．．．，％） whereu公
．．  

..., Un are indeterminates; 

6u ←det( 祀h
釦西j)i,j=l,2,...,ni

G ←Compute a standard basis of〈 隼 塾 幽
枷2'8x3'• ・ ・'8xn' 6』w.r.t.>-in C(u){x}; 

return dimc(C{z}／〈ht>-(G)〉）；

END 
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例 14f =企＋ y丑＋ y8+ xz2 E rc[x, y, z]で定義される Q18特異点を考える．

加(x,y, z) := f(x + u1y + u坪，Y,z) 
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である．したがって，

"'(!) = dimc(IC{x,y,z}/〈ht:--(S)))= 27 

となる．

K,—不変量が計算できるので，具体的なジェネリックな座標系も得ることができる．アルゴリズム 3 によ

り，まず， K,-不変量が計算し，その後，その氏一不変景になるようなジェネリックな座標系を探すことで具体

的なジェネリックな座標系を得られる．

次に， fにパラメータ tが含まれる場合を考える．この場合， f=Oは一般的に原点に孤立特異点を持つ

とする．定理 13とCSSg法を用いることにより代ー不変量が如何にパラメータの値により変化するかのかを

完璧に計算することができる．

アルゴリズム 4(1£(!) with parameters) 

入力： fE (IC[t])［叫：上記で説明したパラメータ tを持つ多項式．

乞 Term(x)の局所項順序．

出力： K ＝ U,｛（A,,k,）｝： Vie A, C C叫 K伍(!))= 1£,, 
BEGIN 

k←0; 
加← f(x1+ U2四十・・ •+u詞n' 四，．．．，％） ； 

8u←<let（忍低）i,j=l,2,...,n;

g←CSSg(｛翫...,距ふ｝ふ）；

while gナ0do 

Select (A, G) from Q; Q←S¥{(A,G)}; 

K ←JC U {(A, dimqu) (IC(u){x}／〈加(G)〉））｝；

end-while 

return JC; 

END 

パラメータ t1,．．．，伍は複素数の値であり，有理関数体の元ではないので CSSg法が必要であることを注意

しておく．
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例 15企y+xy4=0はミルナー数 12の特異点を持ち， その特異点の μ-constantな変形（ミルナー数が

一定となる変形） J(x,y)＝砂y+x炉＋t呼炉を考える．このとき， tは変形パラメータで Cの値をとる．

また'>は (x,y)の局所辞書式項順序とする．

加：＝ f(x+uy,y)=企y+3u砂炉＋ 3u2xy3+ t丑炉＋ u3炉＋ 2utxy4+ x炉＋研t炉＋uy5

とし，

8 := <let (t口）＝ー9x4-36u企y-54u2xゲー 36u冒 ＋48x2炉ー 9u4炉＋ 96uxy4

-24t2砂y4+ 48u2炉ー 48ut2x炉ー 24tx炉ー 24u2柱炉ー 24uty6-16y6 

とする．ただし， uは不定元である．このとき，アルゴリズム 1は可可上の（冊，8)の包括的スタンダー

ド基底系として次を出力する．

｛（瓦万＼V字 (60ut+ 77), G1), (V国 )(60ut+ 77)，伍）｝

ただし， G1,G2C (IC(u)[t]){x,y}であり ht>-（G1)= {x汽呼y汽xy見炉｝， ht>-(G2)=｛丑，研y汽厨｝である．

（もしらと伍をすべて表示すると， 20行が必要となるので，ここでは先頭項のみを表示した．）

• (q-0¥ Vq;;y(60ut + 77)) n IC= IC であるので（なぜなら t= —品江），任意の tEC において，

k(f) ＝ dimc (C{x}／〈ht>-(at(S1)))= 16 

となる．

• V叩 (60ut+ 77) n IC=(fJとなるので，この場合は考える必要がない．．

例 16丑＋炉0=0のμ-constantな変形として f＝企＋炉o+ t1xy7 + t2x炉を考える．ただし， t1占 は

変形パラメータで Cの値をとる．このとき，アルゴリズム 4は次を出力する．

•もし t1 # 0ならば， r;,(f)= 23. 

•もし t1 = 0かつ t2# 0ならば， r;,(f)= 24. 

•もし t1 = t2 = 0ならば， r;,(f)= 25. 

次に，アルゴリズム 4を用いることにより得た特異点変形の具体例をいくつか紹介する．

論文 [5,6]において G.-M.Greue]は 0-moda]と1-moda]特異点の←不変量の計算をしている．我々が

知る限り，論文 [5,6]で紹介されている具体的な代ー不変量以外はどの文献にも記されていない． ここでは，

2-modalと3-modal特異点のた不変量がμ-constantな変形にどのようになるのかを具体例でみる．

以下で扱われる特異点は，吉永ー鈴木により論文 [26]で与えられた特異点の一部である．

|2-modal特異点I
ここでは， tいわは変形パラメータを意味する．

• E18: f ＝企＋y10+ t1xy7 + t2xy8 

stratum 氏(f)

び＼Vic(t1) 23 

Vc(t1)¥ Vc(t1, t2) 24 

Vc(t1, t2) 25 
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この表の意味は次となる．

•もし (tいわ）がさ＼Vc(t1) に属したならば， r.(f) = 23. 

•もし (t1 ， t2) が沢(t1)\Vc(t1心）に属したならば， r.(f) = 24. 

•もし (t1必）が史(t1必）に属したならば， r.(f) = 25. 

• E19: f =企＋xy7+ t1y11 + t2xy12 

str三
さ 24

• E20: f =丑＋y11+ t1x炉＋t2xy9

stratum k(f) 

C八Vic(t1) 26 

Vc(t1)¥Vc(t1, t叫 27 

Vc(t1, t2) 28 

• J16: f ＝企＋炉＋t1丑炉＋t2y10 (4tf + 27 # 0) 

c三
Term ordering: negative lex. with (y，叫

CPU time: 0.01 

• W15: f ＝州＋炉＋t1呼炉＋t虻 (tr-4ヂ0)

c□三
ここに紹介したもの以外にも具体例は得られているがその中から 5つを選び上に示した．これらの中で

興味深いのは J16であり， K-不変量は 20から 22にジャンプしている．

|3-modal特異点I
ここでは， t1,t2心は変形パラメータを意味する．

• E24: f =企＋y13+ t1xy9 + t2xy10 + t3xy11 

stratum k(f) 

c3¥Vc(t1) 31 

Vc(t1)¥Vc(t1必） 32 

Vc(t1, t2)¥ Vc(t1, t2, t3) 33 

Vc(t1,t2心） 34 
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• E25: f =砂＋x炉＋t1yl4+ t2yl5 + t3yl6 

strニ
さ 32

• E25: f =企＋y14+ t1xy10 + t2xyll + t3xy12 

stratum k(f) 

C3¥Vc(t1) 34 

Vc(h)＼Vc(t1立） 35 

Vc(t1, t2)¥ Vc(t1, t2必） 36 

Vc(t1,t2ぷ） 37 

• Z23: f =企y+炉＋t1x炉＋t2x炉＋t3xy10

stratum k(f) 

C3¥Vc(t1) 31 

Vc(t1)＼Vc(tいわ） 32 

Vc(tいわ） 33 

• J22: f =企＋ t1叶炉＋炉＋ t2印＋ t3炉（4t~ + 27 c/= 0) 

c三戸ロ
ここに紹介したもの以外にも具体例は得られているがその中から 5つを選び上に示した．興味深いのは

J22であり， K-不変量は 28から 31にジャンプしている．

ジェネリックという性質により定義された不変量が特異点変形により如何に変化するかを考える場合に

は， CSSg法が有効である．
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