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ntrod uction 

本稿では Secondorderの各種 TemporalLogic及び ModalLogic,つまり LTL,CTL, K, K*, Lμ（様相

μ計算）に命題変数の量化を加えた体系（それぞれ QLTL,QCTL, QK, QK*, QLμ)の表現能力の比較を

行う．本稿は大別して LTL,CTLの2体系の話題に分かれる． LTLの表現能力の強さとしては [CD88]で

その特徴づけに関する定理が提示されているが，証明の詳細が省略されており，その結果は有限モデルに対し

てしか適用できない本稿ではこの証明を（無限モデルの場合にも拡張し）詳細に行い，同様の結果を Second

orderの体系においても示したこの系として， LTLのFiniteModel Propertyも簡単に示すことが可能であ

る． CTLに関しては [LM14]で幾つかの考察が成されており，その手法に倣い QK*,QCTL, QLμ の表現

能力を比較し，その強さが全て等しいこと，つまり QK*= QCTL = QLμ 及び QK<QK*を示した特に

QK < QCTLか否かという問題は [BHL18]で未解決の問題の 1つとして挙げられていたが，それを（肯定的

に）解決した結果となる．

本稿で QK,QK*, QLTLと表記した体系は普通， SOPML(SecondOrder Propositional Modal Logic), 

SOPML*, QPTL(Quantified Propositional Temporal Logic)と表記されるが，表記の統一性及び可読性を

考慮しこのように呼ぶことにする．この呼び方は本稿独自のもので一般性がないことに注意されたい．

2 Expressibility of L TL 

本章及び次章では LTL,QLTLそれぞれにおいて，特徴付け定理 Thm2.16, Thm 3.9を示すことが目標で

ある． QLTLにおける Thm3.9の証明のほうが簡潔であり，同様の手法で Thm2.16を示すこともできるが，

ここでは異なる手法で Thm2.16を示したここで敢えて複雑な手法を採用したのは，元論文 [CD88]の手法

に倣うという意図と，証明に使う Lem2.5を用いると，論理式を真に保ったまま与えられたモデルを有限のも

のに変形できるため，系として FiniteModel Propertyを示すことができるという 2つの理由がある．

2.1 Syntax 

今後命題変数の集合を APで表し， 'P,'lj;が文字列として等しいとき¢一心と書き表す．

Definition. 2.1 (syntax of CTL*, LTL} 

CTL* (Computational Tree Logic star)の path-formulaeを以下で定める：

ゃ，心：＝ Pl可つ I'PVゆIXcp I'P国 Arp 
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ただし pはAPの上を走る命題変数を表す． LTL(Linear Temporal Logic)のpath-formulaeをCTL*から

記号 A を除いたものとして定める． A をpathquantifier, X, U を temporalmodalityと呼ぶ propositional

connectives/¥，→，⇔， path quantifier E及びtemporalmodality F, G を以下のように定める：

.'P^ 心：＝ →(可r.pV両）

.'P→ゆ：＝可っ V心

・ゃ⇔ゆ：＝ （¢→い）八（心→ 'P)

• E<p:＝,A古つ

• F<p :=丁U<p

• G<p：＝ゴF亨

x,uが全て A のscope内に現れている path-formulaを特に state-formulaと呼ぶすなわち：

'P,1/J := PI万 'Pl'PVゆIAp (pは path-formula)

という形の formulaeをstate-formulaと呼ぶ

2.2 Semantics 

LTLのmodelとしては linearなものを取ることが多いが，本稿の目的は CTL*との比較なので， LTLは

あくまで CTL*の部分体系として扱い， semanticsもそれに準ずる．

Definition. 2.2 (Kripke model) Kripke model M =〈S,R,V〉を以下のように定める：

• sは状態の集合 (setof state). 

•R は S 上の total な遷移関係 (transition relation).（すなわち 'tsES翠'ESsRs'.) 

• Vは命題変数を状態の集合に割り当てる関数 (valuationfunction) V : AP→ 2亙

Definition. 2.3 (path, finite path) M をKripkemodelとする． Sの要素の無限列 7r= s0s1・・・で任

意の Siについて s;Rs;+iを満たすものを M の pathと呼ぶ．また 1r(i):= sゎず：＝ Sふ＋1・ ・ ・,'lrs,:＝ず

と定める．同様に Sの要素の有限列 X = SQSl ・・・Snで任意の s，について s;Rs;十1を満たすものを M の

finite pathと呼ぶ特に空列を eで表す． x(i):= s;, (i'.';'. nに対して）が：＝ Sふ＋1...Snと定める． 1r(O)= s 

(x(O) = s)なる path(finite path)を特に s-path(finite s-path)と呼ぶ finitepath x = so ・ ・ ・ s;とpath

7r = S;十1S;+2...に対して s;Rs;+1が成り立つとき paths0s1 ・ ・ ・ sふ＋1...を X'lrで表す． Sがpath(finite 

path) 7r (x)の要素であるとき sE 7r (s Ex), path 7rが 7r= X'lr' となっているとき X C 7r と書く．（空でな

い）finitepath y = t。..．hについて t1Rt。のとき t。..．tit。.．．tit。...という pathをy“ で表す．

Definition. 2.4 (semantics of CTL*, LTL) M をKripkemodel, 1rをM のpath,'PをCTL* -formula 

とする．充足関係 M,7rF ({)を以下のように帰納的に定める：

M,1r F p 

M,rr F古？

M,1r F r.pVゆ

M,1r F Xtp 
M,1r F汎J心

M,1r F A'P 

：⇔ 

：⇔ 

：⇔ 

：⇔ 

：⇔ 

：⇔ 

1r(O) E V(p) 

M,1r ~'P 

M,1r r='Pまたは M,1rr=心

M，がヒ¢

ある j2". 0が存在し，任意の 0'.';'.i < jに対して M ，が巨ゃかつ M ，冠巨心

任意の 1r(O)-path aに対して M,a巨P

ゃが state-formulaの場合，始点 sを決めればゃの真偽は定まる．その場合単に M,s巨ゃと書き表す．
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2.3 Lasso Lemma 

Lemma. 2.5 (Lasso Lemma) M をKripkemodel, 7rを M のpathとする．このとき任意の LTL-path

formulaの有限集合①に対してある finitepath xy C 7rが存在し，任意の pE q,に対して， M,7rF p⇔ 

My,XYW F pが成り立つ．ただし， Kripkemodel M =〈S,R,V〉と M のfinitepath y = to ・ ・ ・ t1に対して

My:=〈S,RU {(t1, to)}, V〉・

7 

＼ ＼  
⇒ 

x炉 ／ヘ

＼ ＼  
a: y

 

a: y
 

Proof. r := {p'IヨPE屯 P'は pの部分論理式｝とする． path1r'に対して［が］r:= {p Er I M,1r'F p} 

と定める． rは有限なので，｛［砂］r,［社］r,...}も有限となる．その中で無限回出現する要素を△。,...，△N

とすると， T の十分先では△。,...，△N しか現れず，またいずれこれらの全てが出現する．すなわち 7r= 

So・・・ S炒o・ • ・ tlti+1・・・ で {[7rt。]r,［両,]r,• • •, [1rt』r,［町1+1]r,• • •} =｛に。］r,• • •, [1rt』r}＝ ｛△。，．．．，△砂

かつ加。］r= [1rt,+1]rとなる So,...,Bk, to,..., tz, tz+lが存在する．

{ ［加］r ［町』r [7rti+1]r ... ｝ 

II 

{ ［1rto]r ［疇r } 

so Sk t。,. •...•..••..•...• 
tl tl+1 

= ……………・・・・> [7rt<+,]r 

このとき X:=So... Bk, y :=to.. -tぃxyw=So・・・ S炒8...t?t/i... t渇・・・として：

任意の pEr, s E xyに対して

S = Sn EX⇒ (M,Ksn F P⇔ My,(x炉）SnF p) 

s = tn E y⇒vm :;,-0, (M,Ktれ FP⇔ My,(x炉）t:;'FP)

が示せればよい．（証明すべき補題は上の主張の s= 7r(O)の場合に当たる） rは部分論理式について閉じて

いるので pErの構成に関する帰納法で示す．

• p = pのとき： M ，叩 FP⇔ sE V(p)⇔ My,(x炉）s'FP

• pニゴpのとき： M，応 F·P ⇔ M，叩 ~p ⇔ My, (xyw)s, ~ p (by IH)⇔ My, (xyw)s, F •P 

ただし上記の s'は， sExのときは s1= s, s E yのときは s'=t閃を表すとする．

• P=PVTのとき：ゴpと同様

• P=Xp のとき：
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” 
y 

／ ／ 

7r 

5予□
► 

so 

l 
xy w I | | | I l ► 

so 戟 t~ t゚l ti tl 
l 

‘‘-----／ ＼ ＼ 
X y y 

-S = Sn EXのとき： s':=7rn+l(O)とすると s'Exyなので

M,1I"sn r=Xp⇔ M,（7l"Sn)1ヒP

⇔ M,1I"s'FP 

⇔ My, (xyw)s, F P 

⇔ My,((x炉）s)1F P 

⇔ My, (xyw)s F Xp 

(by IH) 

-s=tnEYのとき： 0 ：：：：： n<lの場合は S= Sn EXの場合と同様． n=lの場合は，

M,1!"れ巨 Xp⇔ M,（豆）1戸p

• p=puTのとき：

-s=tnEYのとき：

⇔ M, (7rぃ） FP

⇔ M,（加）戸 p

⇔ My,(x炉）t；；+1FP

⇔ My,(x炉）t『 FXp 

([to]r = [tz+drより）

(by IH) 

M,1r杜ヒpuT⇒う2'.0, 0さvi<j, M, (1rtJi戸pandM,（加）］巨 T

（叩）j= 1ftれ，の場合は IHより直ちに従う．そうでない場合 M,1ftl+1F puTなので M,Tl。←

pVT ([to]r = [t1+drより）．また {[1rto]r,［1ft1]r• • •,} = {[1rt0]r, • • •, [1ft』r}なので，ある tが

が存在し M,1r知 FT.以上より M,1rt"戸p,...,M,1rt,F p,M,1rt。Fp,...,M,1ftn'-1 F 

p,M,1r知 FTなので IHより My,(x炉）埒 F P,...,My, (x炉）坪 F P, My, (xyw)t炉＋1ヒ
p,...,My,(x炉）t=,+:F p, My, (x炉）t=,+1FT.ょって My,(x炉）t;:'FpVT.逆は：

n’-l n’ 

My, (xyw)埒ヒ puT⇒う20, 0 <:'.'ti< j, My, ((xyw応）＇ Fp and My, ((xyw)t;;>)1巨T

（（エ炉）砂＝（す）t悶の場合は IHより直ちに従う． そうでない場合， My,(x炉）埒 r=P, 

..., My,（ゲ）t『 r=P・ かつ，ある m'>m, n'2'. 0が存在し My,(xyw)t『'r=P,..., 

My,(x炉）t=.'. F P, My, (x炉）匹＇ F Tが成り立つ． よって IHより M,1I"tn F P, • • • l 
れ’-1

M,7rt, F p. かつ， M ，町。 FP, • • •, M,7rtn’ ー 1巨 p,M,7rtn, FT. が成り立つ． これより

M,1l"t。巨 puTが分かり， M,1l"t1+1 F pVT ([t。Ilr= ［tl+1Ilrより）．以上より M,7r圧 FP,...,

M,1!"れ巨 p,M,7l"tl+1巨puTが成り立つので M,1l"tn巨puT.
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-S = Sn EXのとき： s=tnEYのときと同様．

ロ

2.4 Single Path Model 

Definition. 2.6 (submode!) Kripke model M =〈S,R,V〉,M'=〈S',R',V'〉がS<;;; S',R <;;; R', V(p) = 

V'(p) n Sを満たすとき M<;;;M'と書く．

Lemma.2.7 M,M'を M こM'なる Kripkemodel, 1rを M のpath,pを LTL-pathformulaとする．

このとき M,1rF p⇔ M',1r F p. 

Proof. pの構成に関する帰納法で示す．

•P=P のとき： M,1r 巨 p ⇔ 1r(O) E V(p)⇔ 1r(O) E V'(p) (1r(O) ESなので） ⇔ M',1rr=p 

• p三ゴpのとき： M,1rFゴ p⇔ M,1r~ P⇔ M',1r折p(by IH)⇔ M',1r F,p 

• P=PVTのとき： P=,pと同様

• p二 Xpのとき： M,1rr=Xp⇔ M,1r1 F p⇔ M'，計 Fp (by IH)⇔ M',1r r=Xp 
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• P= pVTのとき：

M,TヒpuT⇔う 2::0, O ::; "i < j, M ，が ppand M, 1rJ FT 

⇔う 2::0, O ::; "i < j, M'，が ppandM'，形 FT(by IH) 

⇔ M',1r F pVT 

口

Definition. 2.8 (single-path Kripke model) M をKripkemodel, x炉＝ so・・・ sk(sk+l ・ ・ ・ sz)(sk+l ・ ・ ・ sz) ・ ・ ・ 

をM のpathとする．このとき single-pathK ripke model M (x炉） ＝〈Sェyw,Rのyw,Vxyw〉を以下で定める．

なお iヂjであるときには，もし S;= Sjであっても函ナ 5]とする．つまり， so,s1,...,szの中に重複があっ

ても函逗1,.．．，函はそれを区別して展開したものである：

• BxyW := {so,...,函｝

•Rテ：＝ ｛（so，祖），．．．，（5l-1，函），（函， Sk+1)}

• SE Vxyw(p)：⇔ s E V(p) 

M(x炉）の唯一の pathso・・ ．森(sk+l・ ・ ・西）（5K+1・ ・ •西）・..も x炉で表す．

Lemma.2.9 M をKripkemodel, xywをM のpathとする．このとき，任意の i2: 0に対して (xy守＝

zywとなる zが存在し，次が成り立つ：

任意の LTL-pathformula pに対して， M(x炉），（x炉）iFP⇔ M(zyw),zyw F p 

Proof. x = so・・・ sk, y = t。・ ・ ・ tzとする． i:<:: kのときは z:= xi, (x炉）i=tj・・・tz(t。.．．tz)(to・ ・ ・ tz) ・・・の

ときは z:＝ち・・・hとすればよい．このとき M(z炉） C:::M(x炉）なので Lem2.7より証明すべき主張が成

り立つ． 口

Lemma. 2.10 M をKripkemodel, x炉 を M のpathとする．このとき任意の LTL-pathformula pに

対して M,xyw巨p⇔ M(x炉），xywFP 

Proof. pの構成に関する帰納法で示す：

• p = pのとき： M,xyw戸p⇔ (x炉）（0)E V(p)⇔ (x炉）（0)E Vxyw(p)⇔ M(x炉），xywFP 

• p＝ゴpのとき： M,xywp=~p • M,xyw ~p ⇔ M(x炉）， xyw ~ p (by IH)⇔ M(x炉），xywp=~p 

• P=PVTのとき： P=~p の場合と同様

• P=Xpのとき： Lem2.9で i=lとしたときの zをとり，（x炉）l=z炉とする，

M,xyw p=Xp⇔ M,（す）1FP

⇔ M,zy“ 巨p

⇔ M(zyw), zyw F P 

⇔ M(xyw), (x炉）1FP

⇔ M(x炉），xywF Xp 

(by IH) 

(Lem 2.9より）
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• P= pVTのとき： Lem2.9で i=kとしたときの Zkをとり，（xyw)k= ZkYwとする，

M,xyw F pVT⇔う:::>:0, O :<::'Ii < j, M, (x炉）iF p and M,(x炉）jFT 

⇔う 20, 0 :<::'Ii< j, M, z;yw戸pand M,zjyw FT 

⇔う:::>:0, 0 :<::'Ii < j, M(ziyw), ZiYw F p and M(zj炉），ZjYWFT 

(by IH) 

⇔う:::>:0, 0 :<::'Ii< j, M(xyw), (x炉）iF p and M(xyw), (xyw)J FT 

(Lem 2.9より）

⇔ M(x炉），xywヒpuT

口

Corollary. 2.11 (Finite model property) LTLは Finitemodel propertyを持つ．すなわち， LTL-path

formula pに対して，ある Kripkemodel M, M のpath7rが存在して M,7rF pが成り立つならば，状態集

合が有限な Kripkemodel苅，双の path'ifが存在して M,'ifFP・

Proof. My(x炉）が有限モデルであることと Lem2.5, Lem 2.10から従う．

ロ

2.5 Ch aracterization Theorem 

Definition. 2.12 (delete function) CTL*-path formula <pから temporalmodality A を全て削除した

formulaを況で表す．定義から尻は常に LTL-pathformulaである．

Lemma. 2.13 M をKripkemodel, xywをM のpathとする．このとき任意の CTL*-pathformula pに

対して M(x炉），xywFP⇔ M(xyw), xyw F Pd 

Proof. pの構成に閲する帰納法で示す．

• p = p，ゴp,pVTのとき： IHより明らか．

• p三 Xpのとき： Lem2.9で i=lとしたときの zをとり，（x炉）l=z炉とする，

M(xyw),xyw p= Xp⇔ M （す），（す）1FP

⇔ M(zyw), zyw F p 

⇔ M(zyw), zyw F Pd 

⇔ M(x炉），（x炉）1ヒPd

(Lem 2.9より）

(by IH) 

(Lem 2.9より）

⇔ M(x炉），mywヒXpd=Pd 

• p三 pUTのとき： Lem2.9で i=kとしたときの Zkをとり，（xywド＝ZkYWとする，

M(xyw),xyw F pUT 

⇔う 2:0, O ~'Ii < j, M(x炉），（x炉）＇戸 pand M(x炉），（xy“)JF T 

⇔うミ 0,O ~'Ii < j, M(zi炉），ZiYwF p and M(zJ炉），zJyWF T 

⇔う 2:0, 0 ~'Ii < j, M(ziyw), Z;yw F炉andM(zJ炉），るYwF Td 

(Lem 2.9より）

(by IH) 

⇔う~o, o :::;'Ii < j, M(x炉），（x炉）2戸pdand M(x炉），（x炉）］ p=Td (Lem 2.9より）

⇔ M(xyw), xyw F炉u召=pd 
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• P=Apのとき：

M(x炉），xywF Ap⇔ M(x炉），xywFP（すは M(x炉）の唯一の (x炉）（0)-pathなので）

⇔ M(x炉），xywF Pd (by IH) 

⇔ M(xyw),xyw F pd 

口

Corollary. 2.14 M をKripkemodel, x炉を M のpathとする．このとき任意の CTL* -state formula 

ゃに対して M(x炉），（x炉）（o)r= rp⇔ M(x炉），xywF亙

Proof.'Pの構成に関する帰納法で示す． 'P= Apの形のときに Lem2.13を用いる． ロ

Definition. 2.15 (Expressibility) formulae cp，心が任意の Kripkemodel M, state sに対して M,sF 

¢ ⇔ M,sF心を満たすとき，¢ ~心と書く．（この記法は次章以降も同様に用いる） CTL* -state formula <p 

に対して，ある LTL-pathformula pが存在し 'P'::='.Apが成り立つときゃは LTLで表現可能と言う．

Theorem. 2.16 (Characterization theorem) ゃが LTLで表現可能⇔ <p'::='.A翌

Proof. ¢cは明らか． ⇒を示す．ゃが LTLで表現可能とすると，ある LTL-pathformula pが存在し 'P'::='.Ap 

が成り立つ．この pに対し Ap'::='.A足を示す． Kripkemodel M とstatesを任意に取る．

M,s p=Ap⇔ 'ts-path 1r, M, 1r p= p 

⇔ 'ts-path 1r,My,xyw F p 

⇔ 'ts-path 1r, My(xyw), xyw p= p 

⇔ 'ts-path 1r, My(x炉），sp=Ap 

⇔ 'ts-path 1r, My(x炉），sr='P 

⇔ 'ts-path 1r, My(x炉），xy“ ヒ沢

⇔ M,sp=A厨

よって Ap,__,A属

Example. 2.17 AF A Gpは LTLで表現不能．

⑲ := ｛p，沢｝として Lem2.5より）

(Lem 2.10より）

(xywはMy(x炉）の唯一の s-pathなので）

(rp ~ Apより）

(Cor 2.14より）

（同様にして）

口

Proof. M :=〈｛So,S1心｝，｛（so,so), (so, s1), (s1, s2), (s2,砂）｝，｛（P,{so,砂｝）｝とする． このとき M,so~ 

AFAGp ((so)wという pathを取れば良い）だがM,sop A(AFAGp)凸よって AFAGprf. A(AFAGp)d 

なので Thm2.16より AFAGpは LTLで表現不能．

Corollary. 2.18 CTL *の表現能力は LTLよりも真に強い

Proof. Example 2.17より．

3 Expressibility of QL TL 

前章の Thm2.16の QLTL版である Thm3.9を示すことが本章の目標である．

口

口
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3.1 Syntax and Semantics 

Definition. 3.1 (syntax of QCTL*, QLTL) CTL*-path formulaに冷．cpという形の論理式を加えた体

系を QCTL*(Quantified CTLりと呼ぶすなわち QCTL* -path formulaとは以下で定義される論理式で

ある：

¢，心：＝ Pl内 cplcpV心Ivp.cp I Xcp I cpUゆIAcp 

ただし pはAPの上を走る命題変数を表す． LTLのときと同様に QCTL*から A を除いた体系を QLTL

(Quantified LTL)と定める． Vをpropositionalquantifierと呼ぶ/¥,→り， E,F,Gを以前と同様に定め

る． propositionalquantifierヨを "p.cp:='¥/p.可 cpで定める．

Definition. 3.2 (Kripke model) Kripke model M =〈S,R,V,D〉を以下のように定める：

• S, R, Vは今までと同様

• Dは量化領域 (domainof quantification) : DC::: 28 

V の p に対する割当てのみを U に変更したものを VJ, 〈S,R,½り， D〉を Mf; と表す．

Definition. 3.3 (semantics of QCTL *, QLTL) M をKripkemodel, 1rを M のpath,cpを QCTL*-

path formulaとする．充足関係 M,1rF'Pを今までの定義に次を加えて定める：

M,1r戸vp.cp：⇔ vuE D, Mf;, 1r戸¢

Propotision. 3.4 (Finite model property) QLTLはFinitemodel propertyを持たないすなわち，ある

Kripke mode]が存在し，そこでは真になるが，任意の有限Kripkemode]で偽になる論理式が存在する．

Proof. p := GF "p.(p I¥ XG,p) とする． p は充足可能（例えば M= 〈N,<,•,2N〉)． M を任意の有限

Kripke model, 7rを M の任意の pathとし， M,1rFPとする． M は有限なので，十分大きな N を取れ

ば T の N 番目より先は，無限回現れる要素しか含まれないすると任意の i2 0についてある k>。
が存在してが刈i)＝がV(i+k)．仮定より M,(1rN)iFが(pI¥ XGヵ）とすると，ある UEDについて

Mむ（がりiFP八XG,pなので 7rN(i)EUかつ 1rN(i+k) (/_ U.これは矛盾よって M,1r~ p. ロ

3.2 Ch aracterization Theorem 

Kripke model M =〈S,R,V,D〉,M'=〈S',R',V',D'〉が sc:: S',R c:: R', V(p) = V'(p) n s, {U'n 

s I U'ED'}= D を満たすとき MC::M'と書く．

Lemma.3.5 M,M'を Mc::M'なる Kripkemodel, 7rを M のpath,pをQLTL-pathformulaとす

る．このとき M,7rF P⇔ M','lr戸p.

Proof. Lem 2.7と1.sJ様．冷．pの場合のみ示す： u'ns= u とする． M,7rF "p.p⇔ "U ED, Mt,, 7r戸p.

このとき Mf;C::(M'）も(-.・ (V'）む(q)n S = VJ(q)）．よって IHより町「'ED',(M'）む，7rr= P⇔ M','lr F 
v’ 'p.p. ロ

Definition. 3.6 (single-path Kripke model} M をKripkemodel, 7r = (so, s1,..．）を M のpathとする．

M(7r) =〈S,,.,R,,.,V,,.,D,,.〉を以下で定める． Def2.8と同様に，同じ状態も区別して展開することに注意する：

• S" := {so,函，．．．｝．
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• R,,. := {(so, s1), (s1,函），．．．｝．

• v,,.（函） ：＝ V(s;). 

• D,,. :=｛に 1ある UEDが存在し，Un{so, s1,... } = {s;,, s;2,...}かつ広＝ ｛和，s;2,・ ・ ・ }}. 

Lemma.3.7 M を Kripkemodel, 1rを M の path,pを QCTL* -path formulaとする． このとき

M(1r),1r F P⇔ M,1r F pd 

Proof. pの構成に関する帰納法で示す． P=P,•P,PVT のときは IH より明らか．

• P=Xpのとき：

M(1r),1r巨Xp⇔ M(1r），が FP

⇔ M （が），が FP

⇔ M，がヒ Pd

⇔ M,1r F (Xp)d 

• P= pVTのとき： Xpのときと同様

• P=Apのとき：

M(1r),1r F Ap⇔ M(1r），叶＝ P

⇔ M,1r F pd= (Apl 

• p = "p.pのとき：

(Lem 3.5より）

(by IH) 

けは M(1r）の唯一の pathなので）

(by IH) 

M(1r),1r巨"p.p⇔ "UrrE Drr, (M(1r））仇，7rr= P 

⇔ "u E D, (Mf;)(1r), 1r r= P 

⇔ "u E D,Mf;,1r r=炉（byIH) 

⇔ M, 7r F ("p.p)d 

口

Remark. 3.8 QLTLのsemanticsを所謂standardsemantics,つまり常に D= 2Sと定義すると Lem3.7 

は成り立たない． ・:Mをただ 1点のみからなる model,7rを M の唯一のパス， p:= "p.(p→Xp)とすると

M,1r F pdだが M(1r),1r桧p.

Theorem. 3.9 (Characterization theorem) ゃが QLTLで表現可能⇔ <.pc::cA翌

Proof. 1.p"" Apとする． Ap""A尻を示す．

M,s r=Ap⇔ vs-path'Ir, M, 7r戸p= pd 

⇔ vs-path'Ir, M(7r), 7r巨p

⇔ vs-path'Ir, M(7r), so F Ap 

⇔ vs-path 7r,M(7r),so F 1.p 

⇔ vs-path 7r,M(7r),7r F 1.p 

⇔ vs-path'Ir, M, 7r戸沢

⇔ M,sr=A沢

(Lem 3.7より）

けは M(1r)の唯一の pathなので）

('P,__, Apより）

(Lem 3.7より）

ロ
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Corollary. 3.10 QLTLの表現能力は CTL*の表現能力よりも真に強くはならない．

Proof. Thm 3.9より Ex2.17と同様に AFAGpが QLTLで表現不能なことが示せるため． ロ

4 Expressibility of QK, QK* 

本章から QCTL周辺の論理の話題を扱う．まず QK=QK*という関係を示す．尚，本章以降の証明のア

イデアは [LM14]に依っている．

4.1 Syntax 

Definition. 4.1 (synt邸 ofQK, QK*) QK (Quantified K)のformulaeを以下で定める：

¢，心：＝ pI,cp I'P V心 1ロcpI'lp.cp 

ただし pは APの上を走る命題変数を表す． QK-formulaに口＊¢を加えた体系を QK*で表す． temporal

modality◇，◇＊を知：＝王］方'P,◇＊'P:=王］＊万？と定める．

4.2 Semantics 

本章以降， Kripkemodelのtransitionrelationにtotalという条件は課さなくてよい．

Definition. 4.2 (semantics of QK, QK*) M をKripkemodel, s E Sをstate,<pを QK*-formulaとす

る．充足関係 M,sr='Pを以下のように定める：

M,sr=p ：⇔ s EV(p） 

M,sr=内つ ：⇔ M,s ~ cp 

M,sp({JV心 ：⇔ M,sp=ゃまたは M,sp=心

M,sFロ'-P ：⇔ 任意の sRs'に対して，M,s'Fr.p 

M,sp=口＊¢ ：⇔ 任意の sR*s'に対して，M,s'F'P

M,sp=冷．¢ ：⇔ 任意の UE汐に対して，Mfr,1r F'P 

ただし R,＊は Rのreflexivetransitive closure. 

4.3 Fragments of QK, QK* 

本節では QK,QK*を制限した体系 EQK,EQK*定義し，表現能力が変わらないことを示す．

Definition. 4.3 (prenex normal form) QK (resp. QK*)の論理式を， propositionalquantifierの出現が

最外のものに制限した体系を EQK(EQKりで表す．

Lemma.4.4 厨：＝ ◇¢̂Vp.（◇(r.p/¥p)→口倅→p)）と定める．このとき以下が成り立つ：

M,sr=◇心⇔ある sRs'がただ 1つ存在し M,s'r='-P

Proof. 
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（⇒)対偶で示す． M,s'r='Pとなる sRs'が存在しない場合は M,sF◇r.p. ある sRs',sRs"について

M,s'F r.p, M,s"戸中とする． U:= {s’}とすると Mfr,sF◇(r.p I¥ p)だが Mfr,s"F pなので

Mfr,s F'IP.（◇（り^ P）→口('P→ p)).

（-;=) M,s'r=r.pとする． M,sF的は明らか． UE 28を任意にとり Mfr,s戸◇(r.pI¥ p)とする．このとき

S'の一意性より s'EUなので Mfr,sF口(r.p→ P)．ょって M,sF◇平・

口

Theorem. 4.5 (QK = EQK) EQKは QKと同等の表現能力を持つ．すなわち，任意の r.pE QKに対し

て ipEEQKが存在し 'P~ ip. 

Proof. r.pの構成に関する帰納法で示す． QE{ヨ，V}とし，豆をその双対とする． propositionalconnectives 

については ,Qp.r.p~ Qp.古'P,Q1p1•'Pl V Q2p2や2~ Q1p1Q2p2.('P1 V四）なので IHより従う（ただし
ー→

Plは 'P2,P2は 'Plに出現しない）． 口についてはロヤゃ：＝洵（伽q→秒□(q→ r.p))（ただし qは
---―→---¢に現れない命題変数），ロ'lp.r.p:='Ip．口中とすればよい．．．・任意の Kripkemodel M, s E Sについて

M,sFロカゃ⇔ M,sF冴．（釘q→力．口(q→ゃ））のみ示す．

（⇒)対偶を示す． M,sr=所（釘qAVp．◇（qAーr.p))とする．このとき，ある UE汐について M'b,sr= 

◊団＾ V砂(qA →ゃ）．特に M'b,s r=伽qより，ある sRs'について U= {s'}．このとき M,s'r=冷．古¢

が成り立っ，·．• U'€ 2Sを任意に取るとルtq p ''"{s'}u,' s r=◇(qA平）なので Mq p s' {s'}u,' ヒゴr.p.qはゃに

現れないので Mゎ，s'r=古 9．よって M,s'r=冷．方中・

（-;=) sRs'を任意にとる． M,s'F"p.r.pを示す．仮定より M{s'}'SF 7J．口(q→ r.p).よって，ある UE 2S 

が存在し M{s'}~,s F 口(q → r.p) なので M{s'}~ • s' 戸 r.p.'P に q は現れないので Mfr , s'F r.p.よっ

て M,s'r=秒．r.p.

口

Lemma.4.6 叩：＝ ◇＊り^ Vp.（◇＊（炉 Ap）→口＊（ゃ→ P)）と定める．このとき以下が成り立つ：

M,s戸◇氾⇔ある sR*s'がただ 1つ存在し M,s'戸ゃ

Proof. Lem 4.4と同様に示せる． ロ

Theorem. 4.7 (QK* = EQK*) EQK*は QK*と同等の表現能力を持つ．すなわち，任意の r.pE QK* 

に対して拿 EEQK*が存在しゃ竺 ip.

--——•—- --——• 
Proof. Thm 4.5と同様に示せる．口＊については口＊喰'P:='lq. （◊iq →秒．□＊（q → 'P））， □＊'lp.r.p :='Ip．口＊¢

とすればよい 口

4.4 QK  < QK* 

Definition. 4.8 (generated submode!} Kripke model M =〈S,R,V〉,S'こSに対して M 「S':=〈S',Rn

(S'x S'}, v n (AP x s'）〉と定める． n::>: 0, s ESに対して R:".n(s)を sから n-step以下で遷移可能な状態

の集合とし M~:=M 「RSn(s) と定める．

Definition. 4.9 (modal depth} rp E QKの modaldepth md(rp）を以下のように定める．
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• rnd(p) := 0 • md（ロr.p):= md(r.p) + 1 

• rnd（マ） ：＝ rnd(r.p) • md("p.r.p) := md(r.p) 

• rnd(r.p Vゆ）：＝ rnax(rnd(r.p),rnd（心））

Lemma.4.10 
任意の n2':md(r.p）に対して，M,sr= r.p • M~,s r= r.p 

Proof. r.pの構成に関する帰納法で示す．

.'P = pのとき：明らか

.'P三万っ，r.pVゆ，VP・ゃのとき： IHより明らか

.'P =口ゃのとき： n2':md（ロr.p)=md(r.p)+lとする．

M,sr=ロ¢⇔ vsRs',M,s'F<p 

⇔ vsRs', M;,-1, s'F <p 

⇔ vsRs',M;,s'Fゃ

⇔ M;,s戸口'P

(by IH) 

(・: （Mり;,-1= M;戸）

ロ

Theorem. 4.11 (QK < QK*) QK*の表現能力は QKよりも真に強い．すなわち，口＊中~gを満たす

ipE QKは存在しない．

Proof.背理法で示す．口＊p竺ゃとなる <pE QKが存在するとする． M:=〈N,R,V〉とするただし R=

{(n,n+ 1) In EN}, V(p) = N.このとき M,Op=ロ＊p⇔ M,OF'P⇔ M閉d(<p）,0F'P・ M':=〈N,R,V'〉，

V'(p) = {O,..., md（ゃ）｝とすると M閤d(<p）＝M'閤d(<p）なので M,Op=ロ＊p⇔ M'閉d(<p）,or='P⇔ M',Op=

¢⇔ M',O巨口＊p.これは明らかに矛盾． ロ

5 Expressibility of QL11, 

本章では QK*= QLμ を証明することで QK*= QCTL = QLμ を示す．本節及び次節の各主張の証明は

省略して認めることとする．（詳細は [Kas22]を参照）

5.1 Syntax and Semantics 

Definition. 5.1 (synt邸 ofQLμ) QLμ (Quantified modalμ calculus)のformulaeを以下で定める：

ゃ，ゅ：＝ P l 可 'Pl 'P V 心1 ロ'PI μp.1.p I vP・中

ただし μpゃのゃ中の pはpositiveに出現するとする（すなわち pは偶数個の→の下にのみ現れる）． fixpoint

operator vを vp．ゃ：＝平p.可叫P:＝了p]と定める．

Definition. 5.2 (semantics of QLμ) M をKripkemodel, sをstate,'Pを QLμ-formulaとする． sE 
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[rp]Mを以下のように定める：

詞M :=V(p) 

［マ］M :=S¥ MM  

如V心］M := ['P]M U［'l/J]M 

［口ゃ］M :={sESl'isRs',s'E[<p］叫

[μp.cp]M := n{U 1 ［ふ化 c;;;U} 

豹．'P]M := n［出化
UE2S 

M,s r= r.p：⇔ s E ['P]Mと定める． r.pE QKに対して，今までの充足関係の定義と今定めたものは同値になる．

Definition. 5.3 (LFP, GFP) 函数 F:2A→炉に対して F(X)= X を満たす点 X を Fの不動点とい

う．不動点の中でこに関して最小 (resp.最大）のものを（もし存在すれば）最小不動点 (LeastFix Point)（最

大不動点 (GreatestFix Point))といい，それぞれLFP(F),GFP(F)で表す．

Lemma.5.4 

l. [μpゃ］M =LFP（入U．［ふい）

2. [vp．ゃ］M=GFP（入U．［礼叫

5.2 G ame semantics 

任意の QLμ-formulaはそれと同値な否定標準形 (NegativeStandard Form)を持つ．否定標準形とは次の

形の論理式のことをいう：

'P，心：＝ Pl・Pl'PVゆI'P^ゆ Iロ'PI◊'P I μp.<p I vp.<p I vp.<p I 71-'P 

本節では QLμ-formulaは全て否定標準形とする．

Definition. 5.5 (Game) verifierヨと refuterVの2Playerによる Gameを局面の集合 G とruleの組と

定める． ruleは局面から手番の playerを定める函数 player:G→ ｛ヨ，V},playerが指すことのできる手を

定める函数 next:G→炉および playの勝敗定義から成る．ただし playとは局面の有限もしくは無限列

誓 1・・・an・・ ．であって，冷::>:O,a; E next(ai+l)を満たすものをいう．

Definition. 5.6 (Evaluation Game) Kripke model M, QLμ-formulaゃに対してヨ，Vの2Playerによる

Evaluation Game Q(M, <p)を表 1で定義する．ただし nは μ,vのいずれか．勝敗は次のように決める．有限

プレイの場合，リテラルくがその局面で真ならヨ，偽なら Vの勝利．無限プレイの場合，無限回現れる束縛変数

の内，最も外側の変数がµ—変数なら V, vー変数ならヨの勝利．

Theorem. 5.7 (Adequacy theorem) Kripke model M, states, QLμ-formula <pに対して次が成り立つ：

M,s F <p⇔ g(M,'P）において局面 (1.p,s,V)から始まるヨの必勝戦略が存在する

Proof. <pの構成に関する帰納法で示す．ここでは 'P= vp.<pの場合のみ示す．

（⇒）M,s F VP．ゃとする． •••vu E 28,Mf.r,s F <p. IHより局面 ('P,s, v;り）から始まるヨの必勝戦略が存在

する．よって (vp.<p,s, V)において Vがどのような手を指してもヨは必勝．．・.コは (vp.<p,s, V)からの

必勝戦略を持つ．
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表1 g(M,¢)のルール

［局面 □町可能な指し手

（リテラルも•,•)

（や^心， s,V) V {(cp, s, V)，（ゆ， s,V)}

(r.pV心， s,V) ヨ {(<p, s, V),（心， s,V)}

（ロr.p,s, V) V {(<p, t,V) I sRt} 

(◊r.p,s, V) ヨ {(cp, t, V) I sRt} 

('f/x.cp, s, V) {(cp, s, V)} 

（束縛変数 x,s,V) {(ryx.cp, s, V)} 

(vp.cp, s, V) V {(cp, s, V!l) I u E炉｝

（"p.cp, s, V) ヨ {(<p, s, Vf;) I u E呼｝

（<¢cc)ヨは局面 (¥/pゃ， s,V)から始まる必勝戦略を持つとする．．．．任意の UE炉に対して Vが (P,s,vり）と

いう手を指してもヨはそこからの必勝戦略を持つ．よって IHより Ml'.r,s F <p. U E 28は任意だった

ので M,sF vp.<p. 

口

5.3 QK* = QL,, 

Lemma.5.8 M をKripkemodel, sをstateとする． R*(s)を sから有限ステップで遷移可能な状態な集

合とし Ms:=M「氏（s)と定める．このとき任意の QK*-formula, QLμ,-formula <pに対して M,sF'P⇔ 

Ms,S F'P・ 

Proof. QK* -formulaの場合は¢の構成に関する帰納法で簡単に示せる． QLμ,-formulaに関しては Game

semanticsを考えれば明らか．

Theorem. 5.9 QLμ とQK*の表現能力は等しい．

Proof. 

• (QK*::; QLμ) 

口＊'P~ vp.(<p八□p)が成り立つのでよい

• (QLμ::; QK*) 

口

μp.<p ~ 71.(p/¥口＊（P⇔ r.p(p))/¥'lq.（口＊（q⇔ <p(q)）→口＊（P→ q)）)が成り立つ．．•・心：＝ pI¥か＾吟，

叫：＝口＊（Pり <p(p)），和：＝洵（口＊（q++ <p(q)）→口＊（P→ q)）と定める． Lem5.8より M をKripke

model, sをstateとし Ms,SF μp．ゃ⇔ Ms,SF秒．心を示せば十分．

（⇒） 

s E [μp.<p］心＝： U とする． Lem5.4より，

① U = ['P](Ma)iJ 

0 vu,= ['P］⑯）r,,, (UC:: U') 
が成り立つ．以下では (Ms)fr,s F心を示す．

1. (Ms)ij, S F P 

仮定より明らか．
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（-(=) 

2. (Ms)f,,,s F妬

sR*s'とする (Ms)t,,s'戸pり 'P(P)⇔ (s'EU⇔ s'E['P］（ふ）t)だが，これは ① より成

り立つ．

3. (M滉，sr=応

任意の sRs'に対して (Ms)t,&,,s'F q⇔ <p(q)となる U'E炉を取る．（Ms)開I’,SF 

口＊（p→ q)を示せばよいが， ① より UこU'が成り立つことから従う．

(Ms)t,, s r=心とする． sEU, U = LFP（入U.[<p](M,)iJ)すなわち：

① U = ['P](M滉

0 vu,= [<p］凶）も，（U~ U') 

を示せばよい． sEUは (Ms)もsr= Pより明らか．

① u = [<p］（ふ）t
s1 EU⇔ (M.)f,,,s'F p⇔ (M品，s'r=ゃ(p)((M.)f,,, s F切より） ⇔ s1 E [<p］（い）tな

のでよい．

R 好＝［叫ふ）か，（UこU')

U'= ['P](M,)if,, s'E U とする．仮定より (Ms)もi,,sr=ロ＊（q⇔ <p(q)）→口＊（P→ q)なの

で (Ms)［ル，81FP→q.よって s'EU'. :. U ~ U'. 

口

5.4 QK* = QCTL 

Definition. 5.10 (synt邸 andsemantics of QCTL) QCTL(Quantified Computational Tree Logic)の

formulaeを以下で定める：

¥? := PI万¥?I t,?VゆIAX',? I EGt,? I t,?EU心IVP・¥? 

M をtotalなKripkemodel（すなわち vsES表'ES,sRs'), s ESをstate,¥?を QCTL-formulaとする．

充足関係 M,sF ¥?は以下のように定める：

M,s r=AX'-P 

M,s r=EG'-P 

M,s F'-PAU心

：⇔ 任意の sRs'に対して，M,s'pcp

：⇔ ある s-path(s;)iENが存在し，viE N,M,s; F <p 

：⇔ 任意の s-path(s;)iENに対して，ヨJ2 0, O :::; vi < j, M, si F心andM,s; F <p 

Theorem. 5.11 QCTLとQK*の表現能力は等しい．

Proof. EG1.p c::c vp.(1.p I¥◇p), 1.pEV7/J c::c μp.（い V('PI¥◇p))が成り立つことと Thm5.9より． ロ

6 Conclusion & Future work 

本稿で考察した QuantifiedTemporal Logicの表現能力の強さは Car2.18, Cor 3.10, Thm 4.5, Thm 4.7, 

Thm 5.9, Thm 5.11より以下のようにまとめられる．比較のため 1階の場合の関係を併記した：
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QLTL < QCTL* 

LTL < CTL* 

(EQK =) QKく (EQK*=) QK* = QCTL = QLμ 

K<  K* < CTL < Lμ 

今後の課題としては， Rem3.8から分かるように，本稿の Thm3.9の証明をそのまま standardmode]の場

合に変更することはできない，ということが挙げられる．そのため，これを示す場合は異なるアプローチが必要

であると思われるまた，［CD88]には CTLに関する特徴づけ定理も述べられているが，特殊な条件下での特

徴づけであるので，その条件を外した一般的な主張での証明の完成も課題として挙げられる．
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