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概要

Prenex normal form theorem (PNFT)は、古典述語論理に関するメタ定理で

あり、直観主義論理ではうまくいかない。一方、超直観主義論理には PNFTが成

立するものも存在する。「PNFTが成立するか否か」を、その論理における量化子

のふるまいの特性とみなして、超直観主義述語論理の枠組みで考察してみよう、と

いう動機で考察を始めてみた。このような観点から見れば、よく知られた話にも

まだまだ面白い点がある、と思っていただければ嬉しい。

1 ことのおこり

よく知られているように、 prenexnormal form theorem（冠頭標準形定理、以下では

PNFTと略記）は、古典論理に関するメタ定理である。古典述語論理における量化子の

ふるまいを特徴的に表すもので、古典述語論理で成立するが直観主義述語論理では成

立しないメタ定理の典型例でもある。古典論理における量化子と直観主義論理におけ

る量化子のふるまいを区別するもの1と考えて、超直観主義論理の観点から検討するこ

とを試みた。すると、どの教科書に載っている初等的な主題にもかかわらず2、すこし

面白そうな様子が垣間見えてきたように思える。それを紹介させていただきたい。た

だし、たいして新しいことが盛り込まれているわけではない。その点、ご寛恕を願う。

* A note on the prenex normal form theorem in super-intuitionistic predicate logics本研究は JSPS
科研費 JP16K05252,JP20K03716, JP21H00694の助成を受けたものです。本稿は、筆者の現在進行
中の研究の要旨です。 Thiswork was supported by JSPS KAKENHI Grant Numbers JP16K05252, 
JP20K03716, and JP21H00694. This article is an extended abstract of the author's work in progress. 

1これとは対照的に、直観主義述語論理で成立するが占典述語論理で成立しない典型例として、 dis-
junction propertyや existencepropertyがある。直観主義論理の Vとヨの構成性を特徴的に示す性質と
して知られる。超直観主義論理でのこれらの性質については、例えば [8]を参照して欲しい。

2濫腸期より、 prenexnormal formを取り扱うことは数理論理学の基本的手法であった。例えば、 Godel
による占典述語論理の完全性定理の証明［4]は、論理式を prenexnormal formに変換してから始まる。
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上記で「直観主義述語論理では成立しないメタ定理の典型例」と書いた。この点を

閲してみようとすると、やや困惑せざるを得ない。 Wikipedia[12]では、直観主義述語

論理でなぜ古典論理と同じ議論が困難なのか、を線々説明してある。なるほど、古典

述語論理と同じ議論ができないことは了解できた。では、まったく別の議論を経由し

て証明できないのだろうか？ StanfordEncyclopedia of Philosophy[6]では、「すべての

論理式が、直観主義述語論理で同値な prenexnormal form（以下、 PNF)を持つわけで

はない」なる旨が書いてある。しかし、肝心の反例となる論理式、すなわち、いかな

るPNF論理式とも、直観主義述語論理上では同値にならない論理式の具体例は示され

ていない。そこで、直観主義論理のことなら、、、ということで、ファン・ダーレン先

生に頼ろう。彼の有名な教科書 [2,p.185]では、「PNF論理式の直観主述語義論理にお

ける証明可能性は決定可能である」という内容の Exerciseの後に Remarkとして、「直

観主義述語論理の決定不可能性と合わせれば、このことから、すべての論理式がPNF

論理式と論理的同値なわけではない」なる旨を述べている。ここでもやはり具体的な

反例は書かれていない％いったい、反例はどうなっているのか？

反例はある。梅沢 [11]の記述を読むと、 ¥:/xp(x)→ qがそれであることが解る (pは1

変数述語記号、 qは命題変数、→は「ならば」叩。

これが反例になることは解ったが、非古典述語論理やその量化子のふるまいに興味

を持つ身としては、ひとつの「点」が解っただけのように思われ、見通せた気がしな

いのである。梅沢 [11]は、中間述語論理の論文である。中間述語論理とは直観主義述

語論理と古典述語論理の間に広がる論理たちの謂いである。そこで、もう少し大きく、

直観主義述語の拡大であって古典述語論理も含む（そして中間述語論理も含む）超直

観主義述語論理の枠組みにおいて PNFTの様子を考察して、なんとか見通しの良い眺

望を得たいと考えた。この覚書は、そうした希望を胸に山登りを始めてみた、という

お話のささやかな報告である。筆者よりも健脚な方が興味を持たれ、どんどん先に立っ

て登っていただき、逆に道案内していただけると嬉しい凡

本稿は、次のような構成になっている。まず、次の第2節で基本的な定義と既知の結

果を概観する。第 3節で本稿のささやかな結果を示し、第 4節では今後の研究に向け

ての注意を幾つか提示する。

3 —方で、 van Dalen[2]の記述は、直観主義的・構成的に解釈した PNFTが「成立するはずがない」

ことを言っているともとれる。「任意の論理式Aに対して、 PNFである A'が存在して、 A三 A'が直観

主義論理 H＊で証明可能である」＝ 「具体的手続き Pがあって、任意の論理式 Aに対して、 P(A)は
PNFであって、 A=P(A)が直観主義論理H＊で証明可能である」なる主張が正しければ、確かに PNF
論理式の証明可能性が決定可能であることから、直観主義述語論理の決定不可能性と矛盾する。これは、

構成的数学の「弱い反例」 (cf石原 [5])とよく似た議論に見える。第4節の注意4も参照してください。
4中間述語論理の常道に従うなら、「ならば」はつで表すが、本稿では→で表す。
5もし、もっと簡単な反例や、もっと早い文献があれば、教えていただければ幸甚です。
6PNFTの周辺が過疎っているわけではない。例えば、藤原ー倉橋 [3]のような最新の研究でも、 sub-

classica]な算術での PNFTが取り扱われていることを指摘しておく。
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2 準備

まず、考察の舞台となる超直観主義述語論理の定義を準備しよう。簡単のため、 [7,
§1.1]の定義の記述をほぼそのまま引用する。

定義 2.1.言語として purefirst-order language.:£ を用いる。このグは、論理記号

として V(disjunction), /¥ (conjunction)，→ (implication),---, （negation)，そして量化子

としてヨ (existentialquantifier)とV(universal quantifier)を持つ。また、可算個の個

体変数と、各m<wについて m変数 (m-ary)の述語変数 (predicatevariable)を持つ。

ここで、 0変数の述語記号は、命題変数のことである。注意すべきは、ダには個体定

数も関数記号もないし、等号（＝）も持たないことである。

定義 2.2.“ の論理式の集合Lは、以下の 3条件を満たすとき、中間述語論理 (in-

termediate predicate logic)であるという。

(Ql) Lは、直観主義述語論理止で証明可能な論理式をすべて含む。

(Q2) Lに含まれる論理式は、すべて古典述語論理で証明可能である。

(Q3) Lは、以下の 3つの推論規則に関して閉じている：

modus ponens (from A and A→B, infer B), generalization (from A, infer VxA), 

uniform substitution 7 for predicate variable. 

グの論理式の集合 Lが (Ql)と(Q3)を満たすとき、超直観主義的述語論理 (super-

intuitionistic predicate logic)という。

この定義は、論理Lと、 Lで証明可能な論理式の全体{A:L卜A}とを同一視した

ものになっている。そこで今後は、「論理式Aは論理Lで証明可能」「L卜A」などの

表現を特に断らずに使う。また、述語論理Lと論理式A（論理式の集合S)に対して、

Lと{A}(LとS,resp.）を含む最小の超直観主義的述語論理を L+A(L+S, resp.）で

表す。

つづいて、本稿の主題である PNFTにかかわる定義を与える。

定義 2.3.(1)論理式Aがprenexnormal form (PNF)である、あるいはPNF論

理式である、とは、 quantifiersの列Q心iu...,Qnxin (QjはVまたはヨ）と quantifier-

freeのBが存在して、 AがQ1xi,・・・Q研 inBと書けていることとする。本稿では、こ

のnをAの頭の重さと呼ぼう。

(2)超直観主義述語論理Lが論理式AのPNFを与える、とは、 PNF論理式Bが存

在して、 L卜A三 Bとなることとする。このとき、 BはLにおける AのPNF（のひと

つ）である、と言おう。

(3) Lが、 prenex特性を持つとは、任意の論理式Aに対して、 LがAのPNFを与

えること、すなわち、 LでPNFTが成立することである。

7Church [1]の5を参照。
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事実 2.4.古典述語論理は、 prenex特性を持つ。

上記の事実2.4はあまりにもよく知られていることであるが、この後の議論の準備と

して、すこし丁寧に記述しておく。

定義 2.5.(cf．梅沢 [10])pを1変数述語記号、 qを命題変数とする。閉論理式D,EK0,

F,Gを次で定める。いずれも古典述語論理で証明可能である。

D: 如（p(x)V q)→¥/xp(x) V q 

EK0:---,¥/xp(x)→ヨx---,p(x)

F: (Vxp(x)→ q)→ヨx(p(x)→q)

G: (q→ヨxp(x)）→ヨx(q→p(x))

古典述語論理では、任意の論理式に対して、それと同値な PNF論理式が存在する。

もっと直載に、各論理式Aを、古典述語論理における AのPNFとなる PNF論理式B

に書き換える手続きが構築できる。具体的には、上記の定義の論理式などを公理型と

して使って (qにxが自由に出現しない、という公理型とみなして）、量化子が外に出る

ょうに同値変形で書き換えを行い、 PNF論理式に至るまで続ける。そして、 prenex特

性を考えるうえでFとGが重要である。

補題 2.6(cf梅沢 [10]).(1) H. + F卜Dかつ江＋ F卜EK0

(2) Hげ FげG

(3) Hげ GtfDかつ Hげ GげEK゚ （従って、 H*+ G tf F) 

すなわち、 FとGがあれば、古典述語論理と同様の方法で PNFTが示せる。直観主

義述語論理H＊では、定義2.5の論理式はどれも証明不可能である。よって、古典述語

論理と同様な議論はできない。より強く：

命題 2.7.H*は、 prenex特性を持たない。

古典論理のprenex特性を示す際の議論が適用できないことは明らかである。しかし、

いかなる PNF論理式とも H＊で同値にならない論理式を例示して見せることは、私に

は難しかった。いろいろ文献を探したところ、梅沢 [11]において、次の補題2.8(1)が

極めて巧みに証明されており、これを見れば命題2.7が正しいことがわかる。

補題 2.8.(1)（梅沢 [11]）超直観主義述語論理Lが¥/xp(x)→qのPNFを与えるなら

ば、ある n(n = 0, 1, 2,...）が存在して、

L f-(Vxp(x)→ q)→ヨX1・ ・ ・ヨ％（p（叫八・・・八pに） →q) 

(2)任意の n(n = 0, 1, 2,..．)に対して、

H*げ（¥/xp(x)→q)→ヨX1・ ・ ・ヨ％（pい）八・・・八p（叫） →q) 
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補題2.8(2)は、意味論で容易に（次節の結果からも直ちに）得られる。

この後の議論のために、補題2.8(1)をより詳細な形で紹介しよう。

定義 2.9.pを1変数述語記号、 qを命題変数とする。また、 X1,...,Xか．．．を相異な

る個体変数とする。各n(n=0,1,2,．．．)に対して、 F:と尼を次で定める凡

だ：（¥:/xp(x)→ q)→ヨX2・ ・．ョ％（p(x1)/¥．．． /¥p(%）→ q)

匠：（¥:/xp(x)→ q)→ヨX1...ヨ％（p(x1)/¥．．． /¥p(%）→ q)

注意 2.10.(1)特に、 F忍と F犀は、 (¥:/xp(x)→ q)→ qであるから、公理型として見れ

ば、矛盾した論理の公理になる。庁は、定義2.5のFと同じである。 Fnま、具体的に

書くと (¥:/xp(x)→ q)→ (p(x1)→ q)である。これは、公理型としてヨxp(x)→ ¥:/xp(x)

と同等である。（量化子消滅公理と呼ばれることがある。 cf8[8]) 

(2) F: →戸およびFョ→ FV n+l はH＊で証明可能である。

補題 2.11.n (n = 0, 1,2,...）に対して、

(1) H＊トヨX2・・・ニ(p(x1)/¥．．． /¥p(％）→ q)→ (¥:/xp(x)→ q) 

(2) H＊トヨX1・ ・ ・ヨ％（p（x1)/¥．．． /¥p(x砂→ q)→ (¥:/xp(x)→ q) 

よって、 Lf--尻または Lf--F;である Lは、 ¥:/xp(x)→ qのPNFを与える。梅沢

[11]では、この逆を純統語論的に示して補題2.8(1)を完成させた。

定理 2.12（梅沢 [11]）．超直観主義述語論理Lが¥:/xp(x)→ qのPNFを与え、 Lにお

ける ¥:/xp(x)→ qのPNFが頭の重さ mのもの： Q辺1・ ・ ・ QmYmA (A is quantifier-free) 

であるならば、ある nさm (n=0,1,2,．．．）が存在して、 L卜F;またはL卜F:＋1

注意2.10(2)から、 L卜F;であればL卜F:＋1であることに注意しておこう。同様に

して、虎またはF;しま、 prenex特性に次の補題を介して関係することが解る。

補題 2.13（梅沢 [11]).n (n=0,1,2,...)に対して、

(1) Hげ F;卜D

(2) H. + F; f-----,¥:/xp(x)＝ヨX1・ ・ ・ヨXn---,(p(x1)八・ ・ ・ /¥p(xn)) 

従って、 L卜『またはLf--匠であれば、 Lでは DとEK0とを使う PNFTの証明

のステップは、古典論理とほぼ同様に実行できる。

完全な PNFTの成立のためには、 q→ヨxp(x)の取り扱いもしなくてはならない。そ

の為に、 F:,匠の類推で次のように定めよう。

定義 2.14.

閃：（q →ヨxp(x)）→ヨ四・• •ヨ％（q → P（叫 V ・・ •Vp(xn)) 

G；； ：（q →ヨXPにリ→ョX1 ・• ●ョXn(q→p(x1)V●・・ Vp仰叫

8梅沢 [11]では、匠と Fぶ1が、それぞれ凡と Fn＊と書かれているが、この後の記述を簡単にする
ため、本稿ではこうしておく。命題3.3にもう少し見やすい同等な公理型を示してある。
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注意 2.10と同様に、勾と G5は(q→ヨxp(x)）→ -,qであって、矛盾した論理の公理

となり、 GT は量化子消滅公理と同等、 G『は G である。また、 G〗→信と G；； • G>+1

はH＊で証明可能である。次は容易に示すことができる。

命題 2.15.Lを超直観主義述語論理とする。ある n(n = 0, 1, 2,．．．）が存在して

L 卜 G~ orL卜G；；

であれば、 Lはq→ヨxp(x)のPNFを与える。

この命題 2.15 により、 F:，虎のどちらかと G〗, G；のどちらかを H＊に公理として

付加すれば、 prenex特性を持つ超直観主義述語論理が得られる。そこで、やや短絡的

でお手軽ではあるが、次のように定義してみる。

互＝ H＊＋匠＋ G~
L;;=H*＋尻＋ G；；

すると Lぶ立はすべて prenex特性を持つ。また、注意2.10と定義2.14の注意から直

ちに次の相互関係が得られる。

命題 2.16(cf梅沢 [11]).

闊＝ L]2 L『2L『:2q :2 q :2 ・ ・ ・ :2 L~ :2 L;; :2 L~+ 1 :2 L>+1 :2... 

ここで、各論理は、そこで証明可能な論理式全体の集合と同一視して考えている。

従って、 L1;;2 Lバま、「L2で証明可能な論理式はすべて L1で証明可能」を意味する。

L心と Liは矛盾した論理であり、 LTは、 H＊で量化子を無視してしまった体系になる。

3 ちょっとした結果

この節でまず述べる結果は、先の命題2.16の2がすべて properinclusion ;;2である

ことである。

命題 3.1.

L6 =L己;!L! ;! L『;!L~ ;! L昆;!・ ・ ・ ;! L~ ;! L;; ;! L~+ 1 ;! L；；十1;!... 

これが解ると、梅沢 [11]の証明と組み合わせて、実はもう少しマシなことが解る。

系 3.2.H. +F._星＋Gい＋Vx---,---,A(x)→ -,---,VxA(x)はprenex特性を持ち、 Vxp(x)→ q 

の PNFを与えるが、その PNFは ~1 論理式ではない。
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以下、この命題の証明をする。そのため、 F: や G~ たちと公理型として同等で、よ

り扱いやすいものを導入する。

命題 3.3.n = 0, 1,,.．．とする。公理型として、

(1) F:はVx1ヨX2・ ・ ・ヨ％（p(x1)I¥・.. I¥ p(％）→ ¥/yp(y)）と同等

(2) 匠はヨX1ヨ四・・•ヨ％（p(x1) I¥・・・ I¥ p(xn)→ ¥/yp(y)）と同等

(3) G~ は Vx1ヨX2 ・ ・ ・ヨ％（ヨyp(y)→p(x1)V ・ ・ ・ V p(%））と同等

(4)図はヨx直砂・..ヨ％（ヨyp(y)→p(x1)V ・ ・ ・ V p(％））と同等

証明．（1),(2): F:と匠において、 ¥/xp(x)をqに代入すれば、これらが得られる。

一方、 sequentcalculus LJで次が証明可能である：

p(uリf¥..・f¥p(un)--t¥/yp(y), ¥/yp(y)--t q ⇒p(u1) /¥ ・ ・ ・ /¥ p(Un)--t q 

（ここで、 ⇒はLJsequentの真ん中の区切り。）よって、これらの論理式は、それぞ

れ尻と匠を導く。

(3)と（4)も同様に示せる。 ロ

定義 3.4.各n= 1,2...に対して、半順序集合W五＝ （｛0, 1,...,n}，::::;)を以下で定

める。
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図で描くと次の様になる。

1~0/n 

Wn 

Kn = (W n, {1, 2,..., n}) (n = 1, 2,...）および心＝ （Wn,{0,1,2,...,n}) (n = 
0, 1, 2,...)をそれぞれ、定領域{1,...,n}と{O,1, 2,..., n}を持つ Kripkeframesとす

る。直接計算すれば、次のふたつの補題を得る。

補題 3.5.(1)各n= 1,2,..．に対して、野と位は厄バで validである。

(2)各n= 0, l, 2,..．に対して、応と位はKn+1でvalidではない。

証明 (1)：任意の付値巨と任意の iEWnについて、 iF p(l) I\••• /¥p(n)三 ¥/yp(y)

かつ iF p(l) V ・ ・ ・ V p(n)＝ヨyp(y)であることから、明らか。
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(2):臼がKn+lでvalidではないことが、次の付値仁を使えば解る。

i F p(j) if and only if 0ヂi-1-j 

信も同様の議論で示せる。

補題 3.6.(1)各n= 1,2,..．に対して、匠と信はK]で validである。

(2)各n= 1,2,..．に対して、 Fiと位はK;;-で validではない。

証明．（1):直接的にチェックして確かめられる。

(2): G~ が K;;- で valid ではないことが、次の付値 F を使えば解る。

i F p(j) if and only if O -/-i = j 

汀も同様である。

ロ

ロ

系 3.7.n=l,2,..．とする。

(1) H＊十 F~ こ L こ L（心）であるような L は Vxp(x) → q の PNF を与えるが、 L に

おける Vxp(x)→ qのPNFの頭の重さはn以上である。

(2) 且＋ F~+G; こ L こ L（心）であるような L は、 prenex特性を持ち、 L におけ
るVxp(x)→ qのPNFの頭の重さはn以上である。

証明．（1):L卜后ゆえ、 Lが加p(x)→ qのPNFとしてヨX1• ・．ョ％（p（叫 A・・・ 八

p(%）→ q)を与え、その頭の重さはnである。

Lが如p(x)→ qのPNFとして、頭の軍さ m (m < n)のPNF論理式を与えると仮

定する。梅沢の定理 (2.12)より、 k(k:::; m)が存在して、 L卜F:＋1である。 k+lさn

ゆえ、 Lf--匠となるが、補題3.6より L(K;;)げF:ゅえ、不合理である。

(2)は（1)からあきらか。 ロ

系 3.2の証明． L（心） f--Vx--,--,A(x)→ -,--,VxA(x)であることより、上記の証明から

直ちに従う。

4 今後の考察に向けて

この節では、今後の考察に向けて幾つかの注意を述べる。

1. ktでは、 DNS:Vx---,---,A(x)→ -,---,VxA(x)のほかにもいくつかの Omniscience

principlesがvalidになる。例えば、 Markov'sprinciple: Vx(A(x)V---,A)→ -,---,ヨxA(x)→

ヨxA(x)がそうである。系3.2の論理には、こうした Omniscienceprinciplesを加えたも

のを取ることができる。また、 Wnの代わりに次のW；をとることで、 WEM:---,AV---,---,A

や DML:---,(AI¥B)→這いBを止に付加したうえで、前節と同様の議論ができる。
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1/／¥n 
＼／  

w゚; 

2.出来れば、 H*＋尻＋G;.のような異なった添え字n,mのものを付加した論理など

も考えたかったが、今回は手が出なかった。そもそもたいして新しいことが解ったわけ

ではないのに「今回は」というのは、おこがましいが．．．。次の様なことは解っている。

命題 4.1.(1)各n= 1,2.．．に対して、 H*+ F(= H* + F{J)げG;

(2)各n= 1,2.．．に対して、 H*+G(= H* +G『）げF;

具体的な問題を挙げておくと：

Problem 4.2. (1) H.十 F；； +G孟卜 F;_lであるか？

(1)止＋ F；； +G;.f--G孟＿1であるか？

3.直観主義論理H*と命題部分が一致するような超直観主義述語論理を PEI（直観主

義論理の述語拡大， predicateextension of intuitionistic logic)と呼ぶことにしよう。非

可算個無限の PEIが存在することが知られている。「H*と命題部分が一致」という条

件からすれば、 PEIの中には、論理学的観点から見て H＊に類似の性質を持つものが多

いとも考えられるし、当然、異なる性質を持つものもあるであろう。 PEIたちと H*と

の類似性や差異は、量化子のふるまいに顕著に現れるであろうと予想される9ので、非

古典述語論理研究の観点から興味深い。このメモで扱った公理型は、 Fm,F訊， GふG5

を除いて、どれをどれだけH*に付加しても PEIになる。 PNFTは、古典述語論理に特

徴的な量化子に関するメタ定理で H＊では成立しないが、その PNFTが成立する、と

いう占典論理に類似の特性を持つ PEIが無限個存在することが解ったことになる。そ

して、 PNFTが成立する PEILが与えられたとして、各論理式Aに対して “Lが与え

るAのprenexnormal forms"となる PNF論理式は、 Lに依存して変化する。つまり、

ひとくちに「PNFTが成立する」と言っても、いろいろな成立の仕方があることにな

る。こうした観察が研究の進展につながると嬉しい。

4.第2節の次の命題をもう一度見よう。

喩」えば、 PEIの中には、直観主義論理の構成性を表すとされる disjunctionand existence properties 
について、両方を持つもの・一方のみを持つもの・どちらも持たないものが非可算無限個存在すること

が解っている (cfS[9]）。



97

命題2.15.（再掲） Lを超直観主義述語論理とする。ある n(n = 0, 1,2,．．．）が存在して

L卜ば orL卜G；；

であれば、 Lはq→ヨxp(x)のPNFを与える。

もし、この命題2.15の逆が、梅沢の定理（補題2.8)のFi,F；のときのように成立す

るのであれば、次の 2条件は同値である：

(1) LでPNFTが成立する。 (Lはprenex特性を持つ。）

(2)ある m,nについて L卜F孟かつ Lf--G;

そして、 L卜F孟と L卜虚があれば、古典述語論理の場合の真似をして、すべての

論理式をステップ・バイ・ステップで Lにおける PNFに書き換える具体的手続き（仮

にPm,nと呼ぼう）が与えられる。すると、「命題2.15の逆が成立する」ならば：

予想？夢想？ 超直観主義述語論理LでPNFTが成立するならば、ある m,nが存

在して、 Lでの PNFへの具体的な書き換え手続き Pm,nがある。すなわち、超直観主

義述語論理における PNFTは、常に constructiveな方法で与えられる見

ということになる。そうだとすれば、脚注3で示した議論は、本質を捉えたのもであっ

たことになる。さて、真実はどうなのであろうか？
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