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概要

Solomonoffに始まる万能推論の理論は，学習に関していくつかの示唆を与える． しか

し，予測関数が計算不可能であるため，実装可能な予測アルゴリズムについて語ることは

簡単ではない．ここに，汎用性という概念を尊入することで，計算可能な予測関数につい

て語れるようになる．本稿では，この枠組の可能性と展望についてまとめる．

Abstract 

The theory of universal induction initiated by Solomonoff provides some insight 

into learning. However, because of the noncomputability of the prediction function, 

it is not easy to talk about implementable prediction algorithms. We introduce the 

notion of generality to talk about computable prediction functions. This note surveys 

the possibilities and prospects of this framework. 

1 はじめに

データが与えられたときに，そこに含まれる規則を発見・学習し，次に来るデータの予測

をしたい． どういう予測をしたら良いだろうか？予測の良さはどのように測るべきか？

これまで，様々な学習に関する理論が提案され議論されてきた．最初に，いくつかの理論

の特徴を紹介し，比較する．特に独立同分布性や空間の構造を頼りに学習していることを説

明する．その後， Solomonoffに始まる万能推論の理論を紹介する．万能推論の理論では，

記述の複雑さを頼りに学習していることを説明する．最後に汎用性の概念を紹介する． この

概念を使うことにより，万能推論の理論と他の学習理論を比較できるようになる．
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2 学習理論の比較

本節ではいくつかの学習理論を紹介し，その特徴を比較する．

2.1 統計的決定理論

最初に統計学を見てみよう．詳細は例えば竹村 [18,Chapter 5]などを参照せよ．統計的

推測を統一的に論じる枠組みとして， Wald(1950)が導入した統計的決定理論がある． n次

元の確率変数 X = (X1,X互．．，ふ）が独立同分布である確率分布 P。に従うとする．その

確率分布は 0でパラメータ付けられたある確率分布族に含まれていると仮定する．真の値

〇。は未知である．観測できるデータ X に基づき何らかの決定 D= J(X)を行う．その決定

に拮づく損失 L(0,D)を定め，その期待値をリスク関数R(0,5)= E。[L(0,J(X)）］と呼ぶ．

この設定のもとで，リスクの小さい決定関数を求める問題を統計的決定問題という．

統計的決定理論において学習する対象はもとの確率分布 P。であり，それを表現するパラ

メータ 0である．ここでの最も大きな仮定は，想定する確率分布族を仮定することであり，

この仮定により確率論の言菓で議論できるようになる． このような想定が常にできるわけで

はないので，想定する分布族を仮定しないノンパラメトリックな手法の研究も盛んに行われ

てきた．

最近発展してきた分野として高次元の統計学がある．詳細は例えば青嶋・矢田 [3]などを

参照せよ．通常の統計学では，標本の次元 dよりも標本のサイズ nの方が大きいことを仮定

することが多い．最近になって dの方が nよりもずっと大きい場合を考えたいことがでて

きた．縣次元の統計学では，次元が互いに独立である場合の振る舞いを調べることで，通常

の統計学と異なる振る舞いを明らかにし，新たな統計学を構築している．

2.2 PAC学習

次に機械学習の数学的枠組みを見てみよう．詳細は例えば Shalev-Shwartzand 

Ben-David [15]などを参照せよ． ここでは PAC学習を紹介する． Xで入力空間を表し， Y

でラベル空間を表す．単純のため Y= {O, 1}としよう．ある概念 c:X→ Yを学習したい．

cは概念空間と呼ばれる関数族 Cに含まれているとしよう． x上の未知の確率分布 Dに基

づいて入力 S= (x1心2,・ ・ ・,Xm)が与えられ，そのラベル (c(x1),c（巧），．．．，c(xm)）も与えら

れる． ここでの課題は以下の汎化誤差 Rを小さくする仮説 h:X → Yを選択することで
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ある：

Lv,c(h) = Px~v[h(x)-/-c(x)]. 

hは仮説空間と呼ばれる関数族社から選ぶことにする．ある仮説空間社が PAC学習可能

とは，次を満たす関数mH: (0, 1)2→ Nと入力 Sから予測 hsE甘への関数とが存在する

ことをいう：任意の E,6E (0, 1)と， X上の分布D,概念 cECに対して， Lv,c(h)= 0とな

るhE 1i が存在するなら， m社 (€,6) 以上のサンプルサイズ m に対し，

Ps~vm[Lv,c(hs)：：：： €]?: 1 -J. 

つまり，高い確率で（highprobability)良い近似 (approximatelycorrect)が得られるのに必

要な標本サイズが一様に抑えられることをいう．

PAC学習には様々な変種があり， hsに多項式時間計算可能性を要求したり， m社が多項

式で表現できることを要求したりすることもある．

PAC学習において学習する対象は仮説空間 hE 1iである．データのサンプリングとして

確率分布 D が使われるが， D が学習の対象ではない． agnosticな PAC学習ではラベルヘ

の関数 cにもランダム性を入れて，選択する hも完全なラベル付けではなく 1iの中で最良

に近いものを返せば良いとする．この場合も選択する hは決定的な関数である．

PAC学習可能かどうかは想定する仮説空間1iの複雑さに依存する． Xの何個の有限部分

集合に対するラベル付け関数の取りうる値が完全に散らばるか (shatter)により， vc次元

を定義する． このとき適当な可測性の条件のもとでは， PAC学習可能性と vc次元の有限

性が同値になる．

概念空間Cと仮説空間 1iとしてできるだけ広いものをとりたい． Soloveichik(2008) [16] 

は，概念空間Cとして {0,1}＊から {0,1}へのすべての全域計算可能関数，仮説空間 1iとし

て{0,1}＊から {0,1}へのすべての部分計算可能関数をとり，標本サイズ mが概念 cECに

依存して良いことにすれば，学習が可能であることを示した．すべての部分計算可能関数と

いう仮説空間は非常に広く，特に vc次元は無限大である．それにも関わらず学習が可能な

のは，概念空間 Cおよび仮説空間 1iが可算集合に制限されていることが主要因である．ま

た標本サイズ m に一様の上界が存在しないのは，計算時間が非常に長い仮説が存在するか

らという，計算の側面からの帰結であり，統計的な理由ではない．

また， Ben-Davidら[4,6, 5]が ZFCから学習可能性を決定できない問題があることを示

した．これを契機に Agarwalら [2]は PAC学習の計算可能性版としての CPAC学習可能

性の研究を始めた． CPAC学習可能性の文脈では，仮説空間 1iとして全域計算可能関数

全体の族 (DecidableRepresentation, DR)または部分計算可能関数全体の族 (Recursively
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Enumerable Representation, RER)をとる．関連研究として， CPAC学習可能性の特徴付

け [17]や，計算可能解析学の言葉を使った入力空間 Xの連続空間への拡張 [1]などがある．

可能な限り様々な概念を学習する汎用的学習の性質を調べたい場合，計算可能性を導人し

て，計算論的側面を考察する必要があるように思われる．

3 万能推論

3.1 設定

本節では Solomonoffに始まる万能推論の理論 (thetheory of universal induction)を紹介

する．詳細は Hutterのモノグラフ [8]を参照せよ．

考察する空間はアルファベット yの無限列である． ここでは単純のため~ = {O, 1}とし

Cantor空間 {0,1ドとしよう．｛0,l}N上の未知の計算可能なモデル測度μを考える．課題

は，｛0,1}且上の元でμからランダムな列X=ふふ・・・の接頭辞が順番に与えられたとき

に，次の文字の条件付き確率

μ(・|X叫＝
μ(X:<:;n) 

μ(X叫

を予測することである．

ランダムな標本から未知の測度を予測するという点では統計的決定理論に似ている． しか

し，独立同分布性は仮定していない．測度が計算可能であるという点が，この予測を可能に

する（もしくは予測に関する議論を可能にする）要因になっている．

予測測度~: {O, 1}＊→ [O, 1]は条件付き確率として

(（•|X叫＝
~(X:<:;n) 
~(X<n) 

を与える．損失関数として Kullback-Leibler情報量や Hellinger距離が使われることが多い

が，｛0,1}を予測値として出力して正解するかどうかを問うこともできる．また有限接頭辞

での正解率というよりは，極限で収束するかどうかを議論することが多い．

考察する空間として一般の距離空間に拡張することもできる [11]が，より自然な拡張が

あるように思われる．強化学習の設定に拡張した AIXIというモデルの研究もある．

未知の測度の族は，計算可能な測度全体として固定することが多い．具体的な問題を学習

する方法を研究するというより，最も汎用的な学習はどのような性質を持つかを考察して

いる．

最初に確認すべき事実として，計算可能な予測測度では計算可能なモデル測度全体の族を
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学習することはできない．実際，任意の計算可能な予測測度どに対して， ~(lla) が 1 に近け

れば µ(lla) を 0 に近く， ~(lla) が 1 に近くなければ µ(lla) を 1 に近く， となるような計算

可能測度μを作ることができる．すなわち，くの予測はこのμの条件付き確率に収束せず，

(はμを学習できない．

ただし，モデル測度として独立同分布の測度に限定すれば，多項式時間計算可能な万能な

学習アルゴリズムが存在して，収束速度も速いことが分かっている [12].

3.2 最適な測度

独立同分布に制限しない任意の計算可能なモデル測度を学習するため，予測測度として

c.e.半測度を許すように空間を広げる．

実数 X E 民が計算可能とは，計算可能な有理数列 (an)nで， Ian-xi < 2-nかつ

lim砂 n= X となるものが存在することを言う．すなわち実数xを任意の精度で有狸数近似

するアルゴリズムが存在することを意味する．実数 X E 股が左 c.e.(left-c.e.）であるとは，

計算可能な単調増加の有理数列 (an)nで， limnan= X となるものが存在することを言う．

これは実数xよりも小さい有理数の集合 {qE (Q) I q < X}がc.e.(computably enumerable) 

であることを意味する．左 c.e．実数は下側から計算可能に近似可能な列だが，その近似列の

有限項目がxにどれだけ近づいているか分からない．計算可能な実数は左c.e．実数だが，逆

は成り立たない．

関数 f: {O, 1}＊→股が計算可能であるとは， f(a)がaE {O, 1}＊について一様に計算

可能であることをいう． f: {O, 1}＊→恥こ。が下側半計算可能 (lowersemicomputable)と

は， f(a)が aE {0, 1}＊について一様に左 c.e.であることをいう．｛0,l}N J::の測度μが

計算可能であるとは，関数 ar-+ μ(a) = μ([a])が計算可能であることをいう．ここで，

[a] = { X E {O, 1 }N I aさX}で， aを接頭辞に持つ Cantor空間の元の集合のことで，シリ

ンダー集合と呼ばれるものである． Borel測度はその開基での測度から一意に定まることに

注意しておこう．μが {O,l}N上の半測度 (semi-measure)であるとは，

μ(c):::; 1, μ(u) ~ μ(uO) + μ(ul) (1) 

となるものをいう． ここで€は空文字（長さ 0 の文字列）である．半測度µが c.e. であると

は，関数(J,-+μ((J）が下側半計算可能であることをいう．

定義 1.c.e.半測度μが最適 (optimal)であるとは，任意の c.e.半測度 uに対して，ある定

数 CENが存在し，すべての (JE{O, 1}＊に対し，

v((J） ：：：：： C. μ((J） 
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が成り立つことを言う．

予測測度（半測度）は確率の主観主義の立場に立てば，倍念の度合いの分配の仕方を表し

ている．すなわち，（半）測度μは列がoから始まる確率を μ(a)と思っている． aの次に来

るのが0なのか 1なのか，更なる計算の後に信念の度合いを増やす余地を残しているため，

式（1)において等号が成り立たないと解釈するのが良いだろう．予測測度が最適であるとは，

どんな他の測度が与える似念の度合いの分配よりも，定数倍を除いては少なくないことを意

味する．

これらの定義のもとで，計算論における万能 Turing機械の存在の証明と同様の手法によ

り，最適な c.e．半測度が存在することが示せる．最適な計算可能測度は存在しない． このこ

とは，計算可能測度は計算可能に枚挙できないが， c.e.半測度は計算可能に枚挙できること

に対応している．

最適な c.e．半測度は予測測度として以下の意味で良い振る舞いをする．

定理 2(Solornonoff). μを {0,l}N上の計算可能なモデル測度， gを{0,l}N上の最適な半測

度である予測測度とする． このとき， kE {O, 1}に対して，確率 1で，μに従う Xに対し，

lt(klX<n) -μ(klX<n)I→0, n→ OO 

ここで驚くべきなのは，μに関して独立同分布などの仮定はされておらず，任意の計算可

能なモデル測度に対して成り立つことである．最適な予測測度どは， X の接頭辞からμの

情報を取り出して学習している．

最適な学習アルゴリズムが存在するという事実を聞くと， NoFree Lunch定理との関係が

気になるだろう．機械学習の文脈でよく知られているように，あらゆる問題に対して良い予

測を与えるような学習アルゴリズムは存在しない． うまい話にはわけがあり，タダより高い

ものはないとはよく言われる．学習アルゴリズムも，ある間題に対して良い予測をするもの

は，他のある問題に対しては悪い予測になる． この意味で最適な学習アルゴリズムは存在し

ない．

No Free Lunch定理は通常有限情報での学習での話であるのに対し，上記の結果は極限で

の振る舞いの話である．また，定数倍という遊びもある．異なる種類の主張であり，数学的

に矛盾するわけではない．

上記の定理において「確率 1で」の部分を，「μ-Martin-Lofランダムな列に対して」と慨

き換えることはできない [9,10]. μは下側計算可能であるが，μから作られる予測はその条

件付き確率でありその比になる．極限計算可能つまり△gではあるので， 2ランダムな列で

あれば十分ではある． しかし，正確な特徴付けは知られていない．

また，収束速度は最適な測度のとり方に依存し，かなり遅くなりうる [9].
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最適な予測測度の存在は喜ばしいことだが， どの最適な予測測度も計算不可能であり，実

装できない．この計算不可能性が万能推論の理論の応用可能性をかなり狭めているように思

われる．

3.3 圧縮可能性と予測可能性

最適な予測測度の性質を調べることで，良い予測に関する示唆が得られることはある．ア

ルゴリズム的ランダムネスの理論 [7,13]によれば，ランダムであることは，マルチンゲール

による予測不可能性で特徴づけられたり，コルモゴロフ複雑性による圧縮不可能性で特徴づ

けられたりする．それに対応するように，最適な c.e．半測度の構成はすべての c.e．半測度の

線形和としてつくることもできるし， monotonecomplexity Kmからつくることもできる．

通常の Turing機械は入力に対して，出力が存在するなら，唯一つの文字列に定まる．こ

れに対し monotoneTuring機械は，入力に対して順に延長して出力することがありうる．

人力も延長した場合，出力も同様に出力することができる． monotoneTuring機械M と文

字列 aに対して，

KmM(a) = min{p E {O, 1}* : aさM(p)}

を0 のmonotone複雑性という．通常の Turing機械と同様に，万能 monotoneTuring機械

が存在し， K mで表す．

Aを計算可能な列とする．通常の接頭複雑性 (prefix-freecomplexity)Kに対して，

K(A「n)→oo,n→CX) 

となる． A「nを出力するには桁数nの情報が必要なので，プログラムは長くなる必要があ

る．それに対して，

supKm(A「n)< oo 

となる． Aは計算可能なので， 1つのプログラムで任意の nに対して A「nを計算できる．

定義 3.万能 monotone機械 M に対し，

m（び） ＝ 区 2―|Pl

P: M(p)＝ 匹

をSolomonoffの半測度 (Solomonoffsemimeasure)と呼ぶ．

ここで屈は文字列pの長さである．すなわち， m はmonotone複雑性に応じて測度を振

り分けている．複雑な文字列には小さい測度，単純な文字列には大きい測度を与えている．

特に計算可能な列に正の測度を与えていることに注意してほしい．
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万能 monotone機械のとり方により Solomonoffの半測度は複数存在して，いずれも最適

なc.e.半測度になるが，逆は成り立たない [19].

monotone機械にはランダム性の要素はないのだが，その monotone複雑性による半測度

が任意の計算可能測度の予測ができるのが面白い．

ところで古代ギリシャの哲学者 Epicurusの多説明原理によれば，複数の理論が観察と合

致するならすべての理論を保持せよという．一方 Occamの剃刀によれば，必要以上の仮定

を個かず，観察と合致する現象の中で最も単純なものを選べという． Newtonは自然は単純

さを好むと言った． Solomonoffの半測度はその良いところどりをして，観察に合致するプ

ログラムが単純なものに翡い確率を，そのようなプログラムが複雑なものしかなければ低い

確率を与えている． このような Solomonoffの万能推論の理論の歴史および哲学的解説につ

いては [14]に詳しい．

4 汎用的学習

4.1 十分汎用的な予測

万能推論において万能性を導くのは優越性 (domination)の概念である．｛0,l}N上の測度

ふvに関して，とがvより優勢である (dominate)ことを，ある定数CENが存在して，すべ

てのび E{O, 1}＊について

v(a):Sc•[(a) 

が成立することとして定義する．また， これを還元の関係と見て I/'.Sd [で表す． この定義

は半測度にも自然に拡張される．

最適な c.e．半測度とは，すべての c.e.半測度より優勢な c.e.半測度である．計算可能な測

度に対して，この還元からなる次数 (degree)を考えると，最大元は存在しない．では， 2つ

の計算可能な測度について I/'.Sd[が成り立つとき，これらから作られる予測の良さにどん

な関係があるだろうか．最近の筆者が得た結果によれば，計算可能なモデル測度μに対して，

u,（の条件付き予測測度と条件付きモデル測度の KL情報量の和の期待値を考える． I/'.Sd[ 

であることは，任意のμに対してくでのこの値が uでのこの値と定数の和で抑えられるこ

とが同値になる．つまり，誤差の和の期待値に関して， vより（の方が常に定数を除いて小

さい．この意味で（から作られる予測の方が良い予測である． このような議論ができるのは，

想定するモデル測度が計算可能で，その族が可算であるからである．

次に最も良い予測が存在しなかったとしても，「良い」予測であれば必ず成り立つ性質を
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知りたい．十分汎用的な (sufficientlygeneral)計算可能な予測測度くに対しで性質 P(t)が

成り立つということを，ある計算可能な予測測度 v が存在して， v より優勢なすべての計

算可能な予測測度（対して P(t)が成り立つこととして定義する．ちょうど，十分大きな

nENに対して P(n)が成り立つとは，ある mENが存在して，すべての n2".mに対して

P(n)が成立することを意味するのと同様である．汎用的な学習とは 1つのアルゴリズムで

様々な課題を解くことができるときにいう．汎用的な予測測度くは多くのモデル測度μに

対して学習ができるものである．

これらの定義のもとで，次のことが示せる．任意の計算可能なモデル測度μに対して，＋

分汎用的な計算可能予測測度tは，以下を満たす．それぞれの条件付き測度の KL情報量で

測った誤差の和の期待値が有限でルベーグ測度に対する Martin-Lofランダムな左 c.e.実数

になる．このことは条件付き測度の収束の速度が任意の計算可能な列よりも遅いことを意味

する．「＋分汎用的」という概念は学習の極限の振る舞いを考える上で有用な概念のように

思える．

4.2 PAC学習との比較

PAC学習に計算可能性に入れたものと，計算可能な測度に限定した汎用的学習を比較し

てみよう．

考察するモデル測度については， PAC学習では独立同分布の任意の測度であるのに対し，

汎用的学習では独立同分布とは限らない計算可能な測度に制限する．汎用的学習において独

立同分布性を仮定することは可能だが，汎用的であることの意味も変化する．

データの空間は， agnosticな PAC学習では入力空間 X とラベル空間 Yの直積で教師あ

り学習を考えているのに対し，汎用的学習では人力空間がX=｛*}という 1点集合でラベ

ル空間 Yが有限アルファベットを考えている．

このように PAC学習と汎用的学習はそれぞれに一般化の道を進んだ結果，互いに近づい

ているように見える．私個人としては，具体的な問題を学習するアルゴリズムというより，

より汎用的な学習が可能となる条件に興味がある．またそのアルゴリズムが多項式時間計算

可能か，ニューラルネットワークで実装可能かなどを通して，機械学習の指標の一助になる

ことを願っている．
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