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1 問題の背景

BCK-代数 X=< X;*,O>において，定義されている二項演算＊を使って次のように関係；；；を与える．

X*Y = 0 であるとき，このときに限り x；；； Y でぁる

このように与えられた関係；；；は， X において順序関係となり， BCK-代数 X 自身が半順序集合となることが

知られている．

しかし，束のように任意の 2元に対して下限または上限が必ず存在するとは限らない．そこで，どのような条

件を満たせば下限，あるいは上限が存在するかについて研究されている．

まず，下限の存在についてである． 1975年，田中昭太郎先生は命題論理学についての知見より，正しい推論

にとって自然な性質を反映させるようにと，任意の 2元 x,yに対して，次の条件：可換性

XAy = yAXただし X/¥ y = y * (y * x) とする

が成り立つことを仮定した /¥-commutativealgebraを定義したこの新たな代数は， BCK-代数に対してこの

可換性のみを付与したものとなっていることがわかったので (S.Tanaka[14]），現在では可換 BCK-代数と呼

ばれているこの代数に関して次の結果が知られている．

定理 1.1 (S. Tanaka [13]） 可換 BCK-代数 X =< X;*,O>は，二項演算 Aに関して下半束 X=<

X;/¥,0>となる．即ち， X の任意の 2元 x,yに対して，積 xAyはx,yの下限となっている．

この定理を受けて私は， BCK-代数の中の「2元が可換であること」と「2元に対する下限が存在すること」

の間の関係を調べるために下限の存在を拡張した”(I）屯Y-条件’'を定義して，次の結果を得た．

定理 1.2 （熊澤 [10],M. Kumazawa [11]) (I)ー条件を持つ BCK-代数 X=< X;*,O>は，演算＊か

ら定義された二項演算 Xに関して下半束 X=<X;x,O>となる．即ち， X の任怠の 2元 x,yに対して稜

xxyが下限となっている．

また，すべての可換 BCK-代数は (I)—条件を持つ BCK-代数となっている．即ち，可換 BCK-代数において

は，常に xl¥y=xxyが成り立っている．

この (I)—条件を持つ BCK-代数が， BCK-代数全体において，現在知られている中では最大の下半束となって

いるクラスである．
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次に，上限の存在についてである． 1974年，井関清志先生は本格的に BCK-代数の研究を再開した論文 [4]

において， BCK-代数の特別なクラスとして，最大元 l(unit)の存在を仮定した有界BCK-代数を定義した．こ

れはちょうど集合論において補集合の存在を保証することと同じような仮定である．このクラスでは l*Xを

Nxと記すことにしている．この条件に関連して田中先生は次の結果を得た．

定理 1.3(S. Tanaka [13]) 任意の有界かつ可換な BCKー代数 X=<X;*,O,l>は，演算＊より

導かれる二項演算 /¥,Vによって束 X=< X; /¥, V, 0, 1>となる．即ち， X の任意の2元 x,yに対して， xAy

は下限でありかつ xVyは上限となる．ただし， X/¥ y = y * (y * X)とし， xVy= N(Nx /¥ Ny)とする．

この有界可換 BCK-代数 X =< X;/¥,V,N,O,l>は，後に 2つの演算八，Vに関して分配法則を満たすこ

とが示され (T.Traczyk [15]), 3つの演算/¥,V,Nに関してド・モルガン代数となることが知られている (K.

Iseki, S. Tanaka [6]). 

しかし，この代数の上限の存在は直接得られたものではなく，下限の存在より間接的に得られたものである．

従って，他の直接的に上限を得ることができる条件を知りたい．そこで更なる考察が必要となる．

さて， BCK-代数 X に定義された演算＊には以下のような基本的な性質がある．

任意の 2元 x,yに関して X*Y；；； x が成り立つ●

すなわち，任意の元 xは演算＊を行うことによりもとの元より小さくなってしまう．しかし，上限とは少なく

とも xの上界でなければならない．このために井関先生が工夫して考案した概念が ”(S)ー条件”をもつ BCK-

代数である．

2 (S)条件をもつ BCK-代数

最初に，上半束の定義を確認する．

定義 2.1 （上半束： G.Birkhoff [1]） 二項演算 Uを持つ代数 L=< L;U>が上半束であるとは，

Lの任意の 3元 x,y,zに対して，次の 3つの条件UL1., UL 2., UL 3.を満たす代数である．

UL 1. xUx = x, 

UL 2. x Uy = y U x, 

UL3. xU(yUz)=(xUy)Uz. 

この上半束においては，順序関係こは二項演算 Uを使って，次のように定義される．

xUy=yであるとき，そのときに限り X::c; yとする．

次に，改めて BCK-代数の定義を与える．

定義 2.2(BCK—代数： K. Iseki [3]) 二項演算＊と定数 0を持つく 2,0>型の代数 X =< X;*,O>が

BCK-代数であるとは， X の任意の 3元 x,y,zに対して，次の 5つの条件 BCK.1~BCK.5を満たす代数で

ある．

BCK 1. 

BCK 2. 

BCK3. 

((x * y) * (x *Z)) * (Z* y) = O, 

(x * (x * y)) * y = O, 

X *X = 0, 
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BCK4. 

BCK 5. 

Q * X = 0, 

X*Y = 0かつ Y*X= 0ならば x=yである．

このとき，次のように BCK-代数に演算＊を使って関係こを入れる．

X*Y = 0 であるとき，そのときに限りぉ ~y とする．

この関係こは，前に述べたように BCK-代数において順序関係となることが知られている．

ここで，井関先生によって導入された BCK-代数の特別なクラスである (S)ー条件をもつ BCK-代数の

定義を与える．

定義 2.3((S)ー条件をもつ BCKー代数： K.Iseki [7]) BCK-代数 X において， X の2元 x,yに対して，

次の集合

S(x, y) = {z E Xlz * x ~ y} 

を考える．更に Xの任意の 2元x,yに対して，これらの集合が常に次の 2つの条件 (1),(2)を満たすとする．

(1) S(x,y) i= ¢, (2) S(x,y)において，こに関する最大限 zが存在する．

このとき，この BCK-代数 X を (S)—条件をもつというまた x,y に対して S(x,y) の最大限 z は一意的に決

まるので二項演算 0 が定義できる．即ち z= xoyと表すことにする．

この (S)—条件をもつ BCK-代数は，次の性質を持つ．

定理 2.1 (K. Iseki [7]) BCK-代数 X=< X;*,O >が（S）—条件をもつならば， X =< X;o,O>は演算

0 に関して可換半群となる．

（証明） まず，演算 0 は xo y = z E S(x, y) c X なので (S）ー条件をもつ BCK-代数X は閉じている．次に，

演算 0 が可換性を持つことを示す．演算 0 の定義より， X の任意の 2 元 x,y に対して (xoy)*x~y であ

る．更に BCK-代数における基本性質から，この不等式より (xoy)*Y~X が導かれるので xoy~yox とな

る．同様にして yox~xoy も導かれるので可換性は示された次に，演算 o が結合性を持つことを示す．

再び，演算 o の定義より ((xoy)oz)*Z~xoy であり，この式より (((xoy)oz)*Z)*Y~ (xoy)*Y~X 

である．更に (((xoy)oz)*Y)*Z~ ェより ((xoy)oz)*y~xoz であり，ゆえに (x o y) oz~ (x oz) o y 

となる．ここで yとzしま置き換えても成り立つので (xoy)oz=(xoz)oyである．この等式と演算 oの

可換性より (x o y) oz= (yo x) oz= (yo z) ox= x o (yo z) となり結合性が示されたこれで，この代数

が演算 0 に関して可換半群となることが示された．

ここで一つ注意を与えておく．（S）—条件をもつ BCK-代数は演算＊による順序関係は満たしており，当然で

あるが次は成り立つ．

X*Y = 0 であるとき，そのときに限り x~y とする．

しかし，順序関係こは次の関係に関してが成り立つとは限らない．

xoy=y であるとき，そのときに限り x~y とする．

従って，（S）ー条件をもつ BCK-代数は上半束であるとは限らない．
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(S)ー条件をもつ BCK-代数において，次のように演算 0 は；；に関して大小関係を保つ．

定理 2.2 (K. Iseki [7]) (S)ー条件をもつ BCK-代数 X において， Xの2元 x,yがぉ;;yであれば

X の任意の元 zに関して次の大小関係

xoz;Syoz 

が成り立つ．

（証明） X は BCK—代数であり更に (S）ー条件をもつので，仮定 X ;S y と BCK—代数における基本的な性

質より (xoz) * y ;S (x oz) * x が成り立つ．一方，演算 0 の定義より (x oz) * x ;S z であり，よって

(x oz)* y ;S zである．この不等式と再び演算 0 の定義から xoz;Syozが示される．

更に，この定理 2.2から次が成り立つことを注意しておく． （S）—条件をもつ BCK-代数 X において，

a,b,c,d EXのとき

a~ b, c ~ d ならば aoc~bod である．

この (S)—条件をもつ BCK-代数について，次の等式による特徴づけが知られている．井関先生の報告 [9] に

よると，この結果は BCK-代数の多くの特別なクラスが varietyであることを示した湯谷洋先生によって得ら

れたようである．

定理 2.3 （湯谷） BCK-代数 X=< X;*,O>において，次の条件がこの代数 Xが (S)ー条件をもっための

必要十分条件になっている．

条件： x上に新たに二項演算．が定義されて任意の 3元 x,y,zに関して，次の等式

(x * y) * z = x * (y ・ z) 

を満たす．

（証明） はじめに，この条件が必要条件であることを示す．

まず， BCK-代数 X において任意の 3元 x,y,zに対して，次の等式 (x * y) * z = (x * z) * y と不等式

(X*Y)*(Z*y);c::;x*Zが常に成り立っているが，以下の証明においてこの性質を繰り返し用いるまずXの

任怠の 3元x,y,zに対して

(x * ((x * y) * z)) *Z = (x u) * ((x * y) *Z);c::; X * (x * y) ;c::; y 

が成り立つ．ここで今 X は (S)—条件をもつ BCK-代数であるので，この不等式より次の式

x * ((x * y) * z) ;c::; yo z. 

が成り立ち，更にこの不等式より

X *(yo Z);S(X*Y)*Z 

が得られる．一方，演算＊， 0 の定義より

(x * y) * (x *(yo z));S (yoz) *Y ;S z 

が成り立つ．この不等式より

(2.1) 
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(x * y) * z;; x *(yo z). 

が得られ，（2.1),(2.2)より必要条件は示された

次に，十分条件を示す．

(2.2) 

X =< X;*,O>をBCK-代数とする．更に X上に二項演算・が定義されていて，任意の x,y,zEXに対して

(x * y) * z = x * (y ・ z) 

を満たすと仮定する．等式 (2.3)より (x* x) * y = x * (x • y)となり，よって X~ X • y が成り立つ．

同様にして y~ X • y も成り立つ．従って， x・yはXとyの共通の上界となっている．

(2.3) 

また，等式 (2.3)において， xをX.Y, yをx,zをyにそれぞれ置き換えることにより (x• y) * X ~ yが導か

れる．ここで zEX を Z*X~ y を潤たす任意の元であると仮定する．再び，等式（2.3)において xをz,y 

をx,zをyとすると Z ~ X • y が成り立つ．

従って x・y は任意の x,yに対して，不等式 Z*X~ y を満たす zの最大元であることがわかる．

ゆえに X は演算・に関して（S）—条件をもつ BCK-代数となる．

これで，必要条件，十分条件ともに示されたので定理 2.3は証明された

次に，（S）ー条件をもつ BCK-代数に関して最も重要な結果である定理 2.8を述べるために，準備として新た

にいくつかの定義と定理 2.8の証明に必要となる BCK-代数のイデアルに関する性質をあげておく．

定義 2.4(K. Iseki, S. Tanaka [6]) BCK-代数X において， X の任意の 3元 x,y,zに対して，次の等式

(x * z) * (y * z) = (x * y) * z 

が常に成り立つとき， BCK-代数X は positiveimplicativeであるという．

条件 positiveimplicativeを利用しやすくするために，次の定理を用意する．

定理 2.4(K. Iseki, S. Tanaka [6]) BCK-代数X において， Xがpositiveimplicativeであることは，

次の条件と置き換えても同値である．

条件： xの任意の 2元 x,yに対して

(x * y) * y = X * y 

が常に成り立つ．

証明 Xがpositiveimplicative であると仮定すると，任意の 3元 x,y,z に対して不等式 (X*Z)*(Y*Z)~

(X*Y)*Z が成り立つが，ここで y を z で置き換えると X*Z~(X*Z)*Z が成り立つ．他方 (X*Z)*Z~X*Z

は自明であるので，等式 (x* y) * y = X * yは示された．逆に等式 (X*Y)*Y=X*Yを仮定して positive

implicativeであることを示す．まず BCK.1より任意の元uEXに対して ((x*Y)*(X*z))*u~ (Z*Y)*u 

が成り立つが，この不等式において xをX*z, yをY*z, zを(x*Z)*z,uを(X*Y)*Zにそれぞれ置き換え

ると
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(((X * Z) * (y * Z)) * ((X * Z) * ((X * Z) * Z))) * ((X * y) * Z)~ (((x * z) * z) * (y *Z)) * ((X* y) * z) 

~ ((x *Z) * (y * z)) * ((x * y) *Z) 

= ((X * (y * Z)) *Z) * ((X * y) * Z)) 

~ ((x * y) * z) * ((x * y) * z) = 0 

ここで，仮定 (x* z) * z = x * zをこの不等式の左辺に適用すると，右辺は 0なので

((X * Z) * (y * Z)) * ((X * y) * Z) = 0 

が示される他方，逆の不等号 (x* y) * z ~ (x * z) * (y * z)はBCK-代数の基本性質より明らかである．

従って (x* z) * (y * z) = (x * y) * zが成り立つ．これで必要十分条件であることが示された．

今井泰行先生と井関先生は論文 [2]において，命題論理において含意と選言のみから組み立てられた論理の

代数化を意圏して Griss代数 X=< X;V,*,O>を定義したこれを受けて N.Prabhakara Raoは論文 [12]

において， Griss代数の条件式の中の不等式 X*Y~（エ＊ z) V (Z*Y)を等式 (xVy)* z = (x * z) V (y *Z)に

置き換えた代数 (Griss-Rao代数）を新たに定義して重要な性質を導いたこの重要な働きをする等式を次の

ように呼ぶことにする．

定義 2.5 く 2,2,0>型の代数 X=< X;V,*,O>において， X の任意の 3元 x,y,zに対して次の等式

(m v y) ＊ Z = （m * z) V (y * z) 

を常に満たすとき， XはRaoの等式を満たすという

BCK-代数のイデアル (K.Iseki, S. Tanaka [5], K. Iseki [7]) 

定義 2.6 BCK-代数Xの空でない部分集合 Aが，次の 2つの条件 (1),(2)を満たすとき， AをXにおける

（井関の）イデアルという．

(1) 0 EA, (2) x E A, y * x E A ならば y EA である．

定義 2.7 BCK-代数Xの空でない部分集合Aが，次の 2つの条件 (1),(2)を満たすとき， AをXにおける

implicativeイデアルという

(1) 0 EA, (2) (x * y) *Z E A, y *Z E A ならば X*Z EA である．

定義 2.8 BCK-代数X とaEXにおいて，次の部分集合A(a)= {x E Xix~ a}を区間 (section)という．

定理 2.5 BCK-代数 Xにおいて，任意の区間 A(a)がイデアルであるための必要十分条件は，自明なイデア

ル {O}がimplicativeイデアルであることである。

証明 まず {O}がimplicativeイデアルであると仮定し， Y*XE A(a),x E A(a)とすると (Y*X)*a= 0 E {0} 

かつ x*a= 0 E {O}より，今 {O}がimplicativeイデアルなので y*a= 0 E {O} である．更に y~a より

y E A(a)となり， A(a)はイデアルとなる．逆に任意の区間 A(a)がイデアルであると仮定すると， zEXの

時，区間 A(z)もイデアルである．更に (y* x) * z E {O}かつ x* z E {0}と仮定すると，これより y* X ~ Z 

かつ x~z となるので y * x E A(z)かつ xE A(z)である．ここで， A(z)イデアルなので yE A(z)である．

よって y* z = 0 E {O}であるから，｛O}はimplicativeイデアルとなる．これで定理 2.5は証明された．
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定理 2.6 BCK-代数 X において，その代数 Xが positiveimplicativeであるための必要十分条件は， Xの

任意のイデアルが implicativeイデアルとなることである．

証明 まずXがpositiveimplicativeであると仮定し， AをXの任意のイデアルとする．ここで (X*Y)*ZEA 

かつ Y*z EAとすると，今X はpositiveimplicativeであるので ((x* z) * (y * z)) * ((x * y) *Z) = 0 EA 

で，更に (x* y) * z EAなので (x* z) * (y * z) E Aであり，かつ Y*ZEAなので，よって X*z EAとなる．

従って AはXのimplicativeイデアルであることがわかる．逆に Xの任意のイデアルが implicativeイデア

ルであると仮定するこのとき等式 (x* y) * y = X * yが成り立つことを示す．まず (x* y) * y;:;; X * yが成り

立つことは明らかである．一方，仮定より自朗なイデアル {O}もimplicativeイデアルであるので定刑 2.5に

よって任意の区間 A(a)はイデアルとなる．今，区間 l=A((x*Y)*Y)とすると， Iもimplicativeイデアル

であるので (X*Y)*yEIかつ Y*Y=OEIょり X* y E Jである．このことより X*Y;:;;(x*Y)*Yが成り

立つので逆も示された従って定理 2.6は証明された

定義 2.9 (S)ー条件をもつ BCK-代数Xの空でない部分集合 Aが，次の 2つの条件 (1),(2)を満たすとき， A

をX における加法的イデアル (additiveideal)という．

(l) x EA, y;:;; x ならば yEA である， （2) x EA, y EA ならば xoyEA である．

定理 2.7 (S)ー条件をもつ BCK-代数において，任意のイデアルは加法的イデアルとなる．

証明 まず X を (S)ー条件をもつ BCK-代数とし， AをX の任意のイデアルと仮定する．証明すべき条件

(1)は 0EAであることより明らかである条件 (2)を示す．ここで x,yEAとすると，演算 0 の定義より

(xoy)*x;:;;yであり，よって ((xo y) u) * y = 0 EAで，かつ yEAなので (xoy)*xEAである．更に

xEAなので xoyEAである．従って定理 2.7は証明された．

これらの準備のもとで，定理 2.8を述べる．この定理は (S）ー条件をもつ BCK-代数が上半束となる特徴づけ

を与えている．

定理 2.8(K. Iseki [7], [8]) (S)条件をもつ BCK-代数において，次の4つの条件は同値である．

(1) X が positiveimplicativeである，

(2) X の任意の元 xに対して XOX=Xである，

(3) X の2元が x:s;yならば xoy=yである，

(4) X の任意の 3元 x,y,zに対して Raoの等式： （X o y) * Z = (X * Z) o (y * Z) が成り立つ．

（証明） 第一に，（1)と(2)が同値であることを示す．まず（1)を仮定して (2)を導く．演算 oの定義より

X :s; X o X は明らかである．一方，（S）—条件をもつ BCK-代数 X が positive implicativeであると仮定してい

るので，定理 2.5と定理 2.6より X の任意の区間 A(x)はイデアルであり xE A(x) で，更に X は (S)—条件

をもつので定理 2.7より A(x)は加法的イデアルとなるので xoxE A(x)でる．よって XOX:s; Xとなる．

従って (2)が示された逆に (2)を仮定して（1)を導く．任意の xEXに対して XOX=Xであると仮定し，

まず任意の区間 A(a)がイデアルであることを示す． X*Y,yEA(a)とすると X* y :s; aかつ y:s; aであり，

これより X*a:s;y:s;aである．よって， 0 の定義と (2)より x:s;aoa=aであり， xE A(a)となるので

A(a)はイデアルである．次に A(a)は更に implicativeイデアルとなることを示す．（x* y) * z, y * z E A(a) 

とすると (x*y)*Z :s; aかつ Y*Z:s; aであり，ここで X は(S)ー条件をもつので X*Y:s; zoaかつ y:s; zoa 
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である．このとき，上で見たように区間 A(zoa)はイデアルであり，かつ X*Y,YE A(zoa)より xEA(zoa)

が分かる．よって x~ z oaであり，このとき X* Z ~ aを満たす．従って x* z E A(a)となる．区間 A(a)が

implicativeイデアルとなるので，定理 2.6より代数X 自身は positiveimplicativeとなる．

第二に，（2)と (3)が同値であることを示す． まず (2)を仮定すると X ~ yならば定理 2.2より

xoy~yoy=y で，一方 y *X ~ yより演算 0 の定義から y~ xoyである．従って， xoy= yとなる．

逆に，（3) を仮定すると x~x より xox =x であり (2) が示されたこの結果から分かることは，（S）—条件を

もつ BCK—代数においては幕等性 (idempotent) と一貫性 (cosistency) が同値であるということである．

第三に，（1)より（4)を導く．演算 oの定義より (xoy)*X ~ yとなり，更に Xが positiveimplicativeで

あることと BCK-代数の基本性質より ((xo y) * z) * (x *Z)こ((xoy)＊x) ＊Zこy*zがいえ，この不等式と

演算 0 の定義より

(x o y) *Z ;;:; (x u) o (y * z) (2.4) 

一方， X;; X吋， y;;xoyとBCK-代数の基本的性質より X*z;;(xoy)*z,Y*z;;(xoy)*zであり，定

理 2.2と（1)の仮定のもと (2)が成り立つことより

(x * z) o (y * z)~ ((x o y) * z) o ((x o y) * z) = (x o y) * z (2.5) 

(2.4), (2.5)より Raoの等式が示された

第四に，（4)より (2)を導<.Raoの等式において， x=y=zとすると (xox)*X= (x*x)o(x*x) = OoO = 0 

となり Xox;::; Xである．一方， X;::;XOXは明らかであるので，（2)は示された．

これで， 4つの条件が同値であることが示されたので定理 2.8は証明された．

もう証明の必要はないと考えるが，定理 2.1と定理 2.8によって BCK-代数の中での上半束の存在を特徴

づけられる次の定理 2.9が得られる．

定理 2.9 (K. Iseki [7]) (S)—条件をもつ BCK-代数が，演算 o に関して上半束となる必要十分条件は X

が positiveimplicativeを満たすことである．

3 問題： （S）ー条件をもつ BCK-代数の特別なクラスの性質について

ここでは，新たに (S)—条件をもつ BCK-代数の特別なクラスを定義して，より直接的に BCK-代数において

上半束となるクラスを特徴づけることを試みたい． BCK—代数 X において，その 2 元 x,y の下限の存在を

拡張した概念として（I)x,y-条件を定義し，それによって下半束の特徴づけを行ったここで新たに定義する

(Sp）屯Y-条件はこの概念のアナロジーである．

定義 3.1 ((Sp）屯Y-条件） BCK-代数 X の2元 x,yに対して， X の元 zが存在し，以下の (I)~(III)の条

件を満たすとき， zは(Sp)x,y―条件を満たすという．

(I) 

(II) 

(III) 

X ~ z, y ~ z, 

Z * X ~ y * X, 

Z*Y ~ X*Y・ 
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定義 3.2((Sp)ー条件） 次の集合

Sp(x,y) = {z E XIXの2元x,yに対して zが (Sp）叫Y-条件を満たす｝

を考える． X の任意の 2元x,yに対して，これらの集合が次の2つの条件 (1),(2)を満たすものとする．

(1) Sp(x,y)-=/¢, (2) Sp(x,y)において，こに関する最小元 zが存在する．

この条件を満たす BCK-代数 X を (Sp)—条件をもつといい，このとき 2 元 x,y に対して Sp(x,y) の最小元 z

をx+yで表すことにする．

(Sp)x,y条件の定義から分かるが，演算 0 と演算＋の間には x+y;;xoyの関係が成り立つ．ここで，

一つの例をあげてこの関係を見てみる．

例 3.1 (K. Iseki, S. Tanaka [5]） 集合 Z。=｛0, 1,2, ・・・｝において， z。の任意の 2元 m,nに対し

て次のように演算＊を定義する

m*n =｛° (mこn のとき），
m-n (m >nのとき）．

(3.1) 

このとき，代数 Z。=＜ Z。;o,0>は (S）ー条件をもつ BCK-代数であり，また Z。=<Z。;＋,0>は (Sp)ー条件

をもつ BCK-代数となっている

この例において， monとm+nの値を調べてみる．

事実 A. manの値について

今， m~n としても一般性は失われないこのとき 2 元 m,n に対して Z。の任意の元 Z は m,n との大小関

係によって次の 3つの場合に分けられる．

1) 0 :s; z :s; m のとき Z*m=O:s;n となり， m,n に対して z は (S)—条件を満たす．

2) m < z :s; m+nのとき Z*m=z-m:s;n となり， m,nに対して zは(S)ー条件を滴たす．

3) z > m+nのとき Z*m=z-m>n となり， m,nに対して zは(S）ー条件は満たさない

これより， S(m,n) = {0,1,2,・ ・ ・,m+n} である．従って， monは S(m,n)の最大値であるので

mon=m+n となる．

事実 B m+nの値について

ここでも， m~n とするまず条件 (I) より m+n となる z は m,n の共通の上界でなければならないので，

z~m である．次に条件 (II) より Z*m=n*m=O より z;=;m となり，更に条件 (III) より Z*n=m*n

から z-n=m-nとなり z=mがわかる．

従って， Sp(m,n)= {m}より m+n=mとなる．

例 3.1に関して，事実 Aより分かることは，演算 oは非負整数全体からなる集合 Z。の任意 2元 m,nに対

して加算と同じ働きをしていることであり，事実 Bより分かることは，演算＋は数の大小関係からなる全順

序集合である束 Z。の 2元 m,nに対して束演算の和 Uと同じ働きをしていることである．この例からは，上半

束の演算としては 0 より＋の方が適していると考えられる．
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しかし，残念なことに「x,yに対して上限 zが存在するとき zが (Sp）屯Y-条件を満たす．」ということも

まだ示せていないだが，次の問題を今後の課題として取り組んでいきたいと思っている．

問題 (Sp）屯Y-条件を使って， BCK-代数における上半束の存在を (S）ー条件よりも直接的に特徴づけられな

いか？
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