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ABSTRACT. 本記事は， 2022年 1月24日に筆者が講演した内容をもとに執筆したものである．
本記事では正則Hilbertモジュラー形式に付随する対称べき L関数の族の低い位置にある零点
(low-lying zero)の分布を，対称2次L関数の特殊値の重みつき版にして考察するまた，重み
をつけることで密度関数がどう変化するのかを観察する．

1.序章

Fを有限次総実代数体とし， AFをそのアデール環とする． TはGL2(Ap)のコホモロジカル
な既約カスピダル保型表現の中で動くとする．本記事で紹介する事項は2つある．まず1つ目
は以下の主定理である．

Theorem 1.1. ([37], Rough version)対称べき L関数の族{L(s,Symrけ））｝T の低い位置に
ある零点たち (low-lyngzeros)の分布は明示的な密度関数によって記述できて，さらに

L(s,Sym予））

L(l,Sym予））
(1/2 ~ s ~ 1) 

の重みをつけた場合の零点分布も明示的な密度関数によって記述可能である．さらに， r=I 2 
または s=/ 1/2の時はランダム行列理論から自然に生じる密度関数に一致するが， r= 2か
つs= 1/2の時だけランダム行列理論から自然には生じない密度関数が現れ，対称性の破れ
(symmetry breaking)が起きる．

対称性の破れという言葉は密度関数が従来のものから変化するという意味で用いており，物
理的な解釈などは考慮していない．上の定理は後ほど正確に記述する．
本記事で紹介するもう 1つの事項は， L関数のlow-lyingzeroの重みつき密度予想(Weighted
Density Conjecture)を提唱することである．この予想はもともと知られていたKatz,Sarnak 
による密度予想(DensityConjecture)を菫みつき版に発展させた予想である．
本記事は6つの章からなる 2章でランダム行列理論の復習と KatzとSarnakの密度予想に
ついて述べ， 3章では密度予想の具体例についてまとめた 2章と 3章は歴史についてまとめた
ものなので飛ばしても良い．上述のTheorem1.1はTheorems4.2, 4.3として4章にまとめた．
5章で主定理の証明の概略を述べ， 6章でFazzariの重みつき 1レベル密度(weightedone-level 
density)に関する結果，およびAdeIrma Suriajayaと筆者の DirichletL関数の場合の結果に
ついても触れた

2.密度予想

Riemannゼータ関数の非自明零点が直線Re(s)= 1/2上にしかないであろうという Riemann
予想は，素数の分布と深い関わりにあるその神秘さでもって，これまで人々を惹きつけ魅了して
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きた．現在においてもミレニアム懸賞問題の1つとして君臨し，依然として未解決であり，今後も
人々を魅了し続けるだろうこのRiemann予想を解くための 1つのアイデアとして， Riemann
ゼータ関数く(s)はあるHilbert空間上の作用素Aによる行列式表示“く(1/2+it)= det(id-tA)" 
を持つだろうと予想された (Hilbert-P6lya予想り． Riemannゼータ関数の零点はスペクトル
的な解釈があるだろうというこの予想ももちろん未解決であるが， Montgomeryが「Riemann

ゼータ関数の零点同士の間隔（相関関係， paircorrelation)はW(GUE)(x)= 1-(~)戸を1.a: 

密度関数として持つように分布しているだろう」と予想し， Riemann予想の仮定の下で傍証
が与えられた Odlyzkoの数値実験による傍証も得られ，現在はMontgomery-Odlyzkoの法
貯として知られている． W(GUE)(x)はGaussianUnitary Ensemble (GUE)に属するランダ
ムHermite行列の固有値の相関関係 (paircorrelation)を記述する密度関数である．
ここでKatzとSarnakの哲学を紹介しよう． Riemann予想やその一般化はL関数を 1つ止
めてその零点の位置を考察するものであり， Montgomeryの結果も，零点の相関関係を虚部の
大きさを ooに飛ばす極限によって捉えるというものである．これに反して，零点は実数直線に
近いものだけを考えることにすると，有理型関数の零点は有界な範囲で有限個しかないが， L
関数を無数に集めてくることで零点を無数に得ることができる．この零点たちのなす分布がど
うなっているかを考察するとスペクトル的な解釈が可能であろうというのがKatzとSarnak
の哲学である． KatzとSarnakによると， L関数の無限族を 1つ固定するときそのメンバーで
ある L関数の低い位置にある零点 (low-lyingzero)の分布は，何かしらのランダム行列の固有
値の偏角の分布と一致し，ランダム行列から生じる分布は5つの古典コンパクト Lie群による
パターンU,Sp, SO(even), SO(odd), 0で尽きるだろう，とのことである．
KatzとSarnakが用いたランダム行列理論を思い出す． G(N)を5つの古典コンパクト Lie
群U(N),USp(2N), S0(2N), S0(2N + 1), O(N)のいずれかとする． AEU(N)に対して， N
個の固有値はeie;(1 ~ j ~ N)と書ける．ここで

0 ~ 01 ~ 02 ~ ・・'<胚 <21r

となるよう添え字づけておく．すると，羞0jE [O,N)となるまた， AE USp(2N)の時， Aの

2N個の固有値はei0;(1 ~ j ~ N)とそれらの複素共役戸「で表すことができる．ここでは

0 ~ 01 ~ 02 ~... ~ 0N ~ 7r 

と添え字づけておく．この時，ぎ釘 E[O,N]となる．残り 3つの直交群の場合にも同様にし

て固有値の偏角の正規化が可能である．実際， S0(2N)の時は丹化(0~ 01 ~.. ・ ~ 0N ~ 1r) 
を正規化された偏角とし， S0(2N+ 1)の時は 1が必ず固有値であり，それ以外の固有値の偏
角0の正規化は N+1/2o 2N+1 = ~0j (0 ~ 01 ~.. ・ ~ 0N ~ 1r)とする． O(N)の時は羞0J
(0~01~-.. ~0N~7r) を正規化された偏角として扱う．
羞や互による正規化によって， N→ooとすると固有値の偏角が戦;;,oの中にたくさん住ん
でいることが分かる．実はこれがどう分布しているのかを調べることができる．羞や年のよ

うな偏角の正規化因子を沿いと書くことにする（入と gはG(N)の型ごとに値が変わりうる）．
Katz, Sarnakの[17,Theorem AD.2.2]により，ランダム行列の固有値の偏角を平均化して
行列のサイズの Nを無限大に飛ばした極限は収束し，固有値の偏角の分布は以下のように記
述される．

Theorem 2.1 ([17]). ¢:股→ Cは任意の良いテスト関数とする（例えばCc（恥叫の元また
は ~;;,o 上の Schwartz 関数であれば良い）．この時，

1 
N 
N十入 °° 

匠OOfAEG(N)dA fAEG(N) 〗；の (Wej) dA = fo00 cp(x)W(G)(x)dx 

10dlyzkoのホームページにHilbert-P6lya予想に関する経緯が書いてあり，それに関する手紙も掲載されてい
て興味深い．詳細はhttp://www.dtc.umn.edu/―odlyzko/polya/index.htmlをご覧あれ．
2法則と言っているが証明はなされていないので，正確には予想である． theMontgomery-Odlyzko lawの直訳
である．
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ここでdAはG(N)のある Haar測度であり，密度関数W(G)(x)は以下のように記述される．

G=U, 

1-~ 
21rx 

G=Sp, 

W(G)(x) := { 1 + ~ 21rx G = SO(even), 

1-~ 
21rx 
+o。G= SO(odd), 

1十抄o G=O. 

なお，妬は0をサポートに持つDiracデルタ超関数であり，記号GはG(N)に応じて自然に定
める例えばG(N)= U(N)の時はG=Uとしている．

1999年のKatz-Sarnak[18]の経験則 (heuristics)によると， L関数の族{L(s,A)}AEFごと
に上述の 5種類の古典Lie群のうちのいずれかのタイプG=Gぽ）が存在して， L関数の族の
零点分布は密度関数W(G)によって記述できるだろう，とのことである．
Katz, Sarnakは厳密に定式化して述べている訳ではないのでL関数の族という言い方も曖
昧である．彼らの予想を数式を使って述べるために，今回考察の対象とする L関数を adhoc 
ではあるが設定しておく．

Definition 2.2. L関数とは添え字Aを持つ関数L(s,A)であって，以下の性質を満たすもの
とする．

• Euler積表示

L(s凶） ＝IT {Il (1 -ap,jP―s戸｝
P j=l 

を持ち， Re(s)≫ 1で絶対収束するものとする．ここでdは素数pに寄らない正の整数
である．

• 0 > 0が存在して，任意の素数pと任意のjE {1,..., d}に対して， lap,jl< P9が成り
立つ．

• L(s, A)はC上の有理型関数として解析接続され，位数(order)は1である．ここで位
数とは関数の増大度としての位数のことで，

loglogmaxlsl=r IL(s,A)I 
p := limsup 
r→OO logr 

で定義される．位数は任意のE>Oと任意の十分大きなrに対してmaxlsl=rIL(s, A)I ≪e 
erp+,となる最小のpとしても定義できて，上の定義と同値である．

• d個の複素数の組 (μj)J=lE(['.dと絶対値が 1のEAE (['. (i.e.,|口|=1)と正の実

数NA>0が存在して， L(s,A) := {IT1=1丘(s+ μj)}L(s,A)とおくとき関数等式
恥，A)=EANJ.2-s且1-s,A)が成立する．

上の公理はGLn(A<QI)の既約isobaric保型表現のスタンダード保型L関数を含むようにad
hocに設定されたものである例えばSaito-Kurokawaリフトの L関数はRiemannゼータ関
数のシフトを因子に持つので，このL関数の零点は明らかに直線Re(s)= 1/2の上以外に豊富
に存在する．そういった事情を加味すると，上記の公理を満たすL関数のクラスでは広すぎる
かもしれない．現在のところ Selbergクラスや拡張Selbergクラスの L関数などのように， L
関数を解析数論的に扱う適切な設定は設けられているが， low-lying zeroの分布を研究する際
の適切なL関数の族を設定することは難しいと思われる． low-lyingzeroの観点で適切なL関
数の族を設定する試みとしては，最近出版された Sarnak,Shin, Templierの[34]がある．
lwaniec, Sarnakによって導入された解析的導手(analyticconductor)をここでも導入して
おく．以下の定義はIwaniec,Kowalskiの本 [15]の5章を参考にしている．

Definition 2.3. L関数L(s,A)の解析的導手(analyticconductor)を

Qぷ＝ ｛I1(3 + Iμ』)｝ xNA
j=l 
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で定義する．

NAのことを conductorと呼ぶことがあるが，解析的導手と区別するためにNAを代数的導
手(algebraicconductor)と呼ぶことがある文献によっては定義内の定数3は1や2だったり
することもあるし，定数倍ずらしていることもある．
解析的導手の例としては，例えばA=xがmodqの原始的Dirichlet指標ならば， QA=
(3 +|公|）q::cc:: qである． ここで OxE {O, 1}はx(-1)= (-1)8xで定義される． また例え
ばA=fが重さ k,レベルNの楕円カスプ形式であって正規化された新Hecke固有形式で
あるなら， QA=(3 + ~り(3 十丘l)N ::cc::炉N である． L関数の族を {L(s)｝LErではなく
{L(s,A)}AEFと書くようにしているのはL関数がDirichlet指標や保型形式・保型表現で添
え字づけられることを意識しているからである．この観点においては， Dirichlet指標や保型形
式とは「L関数の添え字のことである」と言っていいかもしれない3.
さて， low-lyingzeroの1レベル密度 (one-leveldensity)を導人しよう． S（股）を股上の

Schwartz 空間とし，の ES（尺）の Fourier 変換をぶ（~) := JIRの(x)e-21riexdxで定義しておく．

Definition 2.4. L関数L(s,A)の1レベル密度D(A,¢)は以下のように定義される． supp（ぶ）
がコンパクトであるような任意の <pE S（団）に対して，

D(A, ¢)：=と¢ (lo：竺）．

ここでp=｝＋灼は以s,A)の零点全体を重複度込みで動くものとする．

Remark 2.5. (1) L(s,A)のGRHは仮定していないので， 1は実数とは限らないにも関

わらず，¢の中に 1が入っている． supp(¢)がコンパクトであるような¢ E S（股）は
Fourier反転公式によって C上の整関数に自然に拡張できるので，¢に虚数を代入し
ても意味を持つ．したがって 1レベル密度の定義において GRHは必要としないち
なみにsupp(¢)がコンパクトであるような¢ E S（艮）を C上の整関数に拡張したもの
はPaley-Wiener関数であるので，テスト関数はPaley-Wiener関数であると言っても
良い．
(2) ¢が急減少関数なので， 1レベル密度に寄与する零点は実軸に近い零点だけである．こ
の観点から，低い位置にある零点(low-lyingzero)の密度を導入しているとも考えられ
る．そういった事情により， D(A,¢)はL(s,A)のlow-lyingzeroの1レベル密度と呼
ばれたりする．
(3)ランダム行列理論で考察した固有値の分布の漸近式において，¢の中に羞や凶など
の偏角の正規化因子があったことをここで思い出そう．この正規化因子によって，隣り
合う固有値の偏角の平均間隔(averagespacing)が1に正規化されている実は， L関

数の零点の場合は，当邑4という正規化因子によって，零点の平均間隔が1に正規化さ
れていると思える．これはL(s,A)がIwaniec,Kowalskiの[15,§5]の意味でのL関数
であれば [15,Theorem 5.8]の

N(T,A) :=#{p EC I L(p,A) = 0, 0,;:;; Imp,;:;; T} 

=~い (fer+ log QA} + 0 A (log T) 
という零点の個数の漸近公式から解釈が可能である (GLn(A<QI)のisobaric保型表現の
スタンダード L関数の場合は [35,§4.4]). 

L関数の族とはL関数の添え字の多重集合rのこととし，以下を仮定する：多重集合rは
F=U芦名という分解を持ち，任意のjに対して巧＜ ooであり， limJ→oo巧＝ ooである
（例えば巧＝ ｛AEFI QA::cc::j}のようなもの）． Katz,Barnakの予想は以下の通りである．

3Neukirchの類体論の本 [28]の第IV章§3,p. 283の「部分群の添え字を体と呼ぶことにする」という説明を
初彿とさせる．
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Conjecture 2.6（密度予想 (DensityConjecture for F)). L関数の族rに対して， 5種類の
群のタイプGぽ） E{U, Sp, SO(even), SO(odd), 0}が存在して， supp(¢)がコンパクトである
ような任怠の ¢ES（飛）に対して， 1レベル密度の平均の極限は収束し，

J豆土互3D(A,¢)＝J恥¢(x)W(G(F))(x)dx
となるであろう．

密度予想に登場する G(F)をrの対称タイプ(symmetrytype)と呼ぶ．
Katz, Sarnak [17] は関数体上のゼータ関数 •L 関数を考察し，零点密度と固有値の偏角の
密度の類似性を見つけている (cf.[18, §4]）．例えば， lFq上の超楕円曲線Cの合同ゼータ関数
Zc(T)の族の零点分布を考察すると， qとCの種数g(C)を両方とも ooに飛ばすと， Sp型に
なるまた，関数体lFq(X)上の楕円曲線Eを1つ固定して，モニックでsquare-freeな次数n
の多項式△から定まる 2次指標x△を動かした時のL関数の族{L(T,ERx△)｝△の場合は， q
とnを共に ooに飛ばした時に， SO(even)型やSO(odd)型になる．
Katz, Sarnakは有限体上のゼータ関数の族に対して，零点の分布がランダム行列理論から
生じるものと一致するという結果を与えており，標数0の大域体上のL関数の場合は当時は何
も知られていなかった．標数0の大域体上のL関数のlow-lyingzeroの分布に関して現在知ら
れている結果の一部を，次の章でみていく．

3.密度予想の具体例

早速タイトルを裏切るが， Katz,Sarnakの予想が成り立つ具体例は現段階で 1つも見つかっ

ていない．知られている結果は十分小さい a>Oに対して「supp（¢)c (-a,a)」の条件を満
たす¢に対して与えられるものばかりである． サポートのサイズに関する条件はGRHを仮
定しても完全には外せないのが現状であるもちろん上記のようにa>Oを十分小さく取った
としても 1レベル密度の収束性は非自明であり，サポートの条件が課されているとしても傍証

としては十分であるので，上記のようなa>Oをうまく取ることで得られる傍証をいくつか紹
介する． low-lyingzeroの分布に関する結果はたくさんあり，すべてを列挙するのは大変なの
で，初めて例が与えられた論文と一般的な設定で考察された論文に絞って紹介する． a>Oの
大きさについても省略する．

Dirichlet L関数の場合は以下の 2つが知られている．

Example 3.1. (1) Hughes, Rudnick [14]は素数qに対する modqの非自明Dirichlet指
標に付随する DirichletL関数の族{L(s,x) Ix=/ lq, mod q}qを考察したここで lq
はmodqの自明指標である． low-lyingzeroの密度はW(U)で記述されるので，対称
タイプはUである．

(2) Rubinstein [33]は2次DirichletL関数の族{L(s,xd)I X/2 ~ ldl ~ X}x>1を考察し
たここでXdはmoddの原始的2次指標であり， dは基本判別式を動くものとする．
この時，対称タイプはSpである

次に楕円モジュラー形式に付随するスタンダード保型L関数の場合を紹介する． Skげo(N))new
を重さ k,レベルNの楕円新カスプ形式のなす空間とし，正規化されたHecke固有形式からな
るPetersson内積に関する直交基底を BZ(N)とする．

Example 3.2. (1) GRHの仮定の下でIwaniec,Luo, Sarnak [16]は{L(s,f) If E BZ(N)h,N 
を考察した．ここで Nはsquare-freeな正幣数を動くとし， Kは正の偶数を動くとす
る． k,Nの片方を固定してもよいし両方を動かしても良い．この時，対称タイプは 0
である．

(2)上の L関数の族を関数等式の符号 (rootnumber)によって以下の 2つに分割する．

{L(s,f) If E EZ(N), c(l/2,f) = Eh,N 

（ただしEE{1,-1}）．この時€ ＝ ＋1に対する保型L関数の族は対称タイプがSO(even)
になり，€＝―1 に対する保型 L 関数の族は対称タイプが SO(odd) になる．
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この結果は標数0の大域体上の L関数に関して初めて与えられた例であり，先程紹介した
Dirichlet L関数の場合の結果はIwaniec,Luo, Sarnakの結果よりも後になって出版されてい
る4.

ここまでで 5種類の古典コンパクト Lie群のすべてが出揃った．ちなみに Iwaniec,Luo, 
Sarnak [16]はGRHの仮定の下で，対称2次L関数の族{L(s,Sym2(f)) I f E Bk(N)h,Nも
考察しており，この場合は対称タイプがSpである．
保型L関数の族に関しては他にも色々な結果が知られているが，楕円モジュラー形式の場
合の結果を最も一般的な設定に拡張したものとしては以下の Shin,Templier [35]がある．

Example 3.3. Shin, Templier [35]は代数体F上の連結簡約代数群Gに対して， G（釦？）の保
型表現の L 関数を考察したここでは G(F®<Ql~）が離散系列表現を持つという仮定が必要な
ので仮定しておく．例えばGL2,GSP2n, Sp2n,いくつかのp,qに対する特殊直交群SOp,qはこ
の仮定を満たすが， GLn(n): 3)はこの仮定を満たさない．
ぐを G(FRC)の既約代数的表現で最高ウェイトが正則であるものとし， nをFの非ゼロ整
イデアルとする．保型表現の族としては石，nを扱う．これはG(AF)の既約カスピダル保型表
現 7r= 1foo R 7rfinであって，アルキメデス成分 7rOOがくに付随する Lパケット恥に含まれ，有
限成分 7rfinは心(n)'F0を満たすもの全体とする．ここでK(n)はレベルnの主合同部分群で
ある．
r:LG→GLn(IC)を既約L準同型で， rはGのLanglands双対群LGの単位元の連結成分
G上で非自明とする（つまり r(G)=J 1). rに対する Langlands関手性原理を仮定し， rに対応
するリフティングを同じ記号rで書くことにする． r(1r）の導手に関する条件やくに関する良い
条件も仮定する．

この時保型L関数の族{L(s,1r, r)}1rEhnのlow-lyngzeroの密度はくまたはnを“無限大に

飛ばす’'と，対称タイプがG になる．この GrはFrobenius-Schurindicator s(r) E {O, 1, -1} 
の値がo,1,-1の時にそれぞれユニタリー型，シンプレクティック型，直交型になる．

Remark 3.4. (1) s(r) = 0の時に Gr= U, s(r) = 1の時に Gr=Spとなることは彼ら
の結果から分かるが， s(r)= -1の時に GrがSO(even),SO(odd), 0の3つの直交型

のうちのどれになるかまでは分からないこの問題はテスト関数の Fourier変換⑯の
サポートが[-1,1]より小さいことに起因する．
(2)証明を見ると，実は登場する保型表現 Tはカスピダルでなくても discreteであれば良
いまたいの最高ウェイトは正則である必要はない．いの最高ウェイトが正則であると
いう仮定は，佐武パラメーターの一様分布定理をArthurの跡公式から導く際に必要で
ある．それは，保型表現の数え上げ測度の非負性がないと Stone-Weierstrassの定理を
使って跡公式のテスト関数を多項式環（佐武同型により sphericalHecke環と同一視で
きる環）から連続関数の関数環に拡張できないからである． low-lyingzeroに応用する
際は跡公式のテスト関数が多項式の範疇であっても構わないので，保型表現の数え上

げ測度の重み因子の非負性は必要ない．

Siegel保型形式の場合には以下の 2つの結果が知られている．

Example 3.5. (1) Kim,若槻山内 [21]は重さが(k1,k2)でレベルが主合同部分群r(N)
である GSp4(A<QJ)上のSiegelカスプ形式に対するスタンダード L関数{L(s,f, Std)}J 
とスピノールL関数の族{L(s,f, Spin)}!を考察した {L(s,f, Std)打の対称タイプは
Spであり，｛L(s,f, Spin)打の対称タイプは0である．
(2) Kim,若槻山内 [23]は，重さが正則な (k1,...,kn)でレベルが主合同部分群r(N)であ
るSP2n(A<QJ)上のSiegelカスプ形式に対するスタンダードL関数の族{L(s,f, Std)}Jを
考察した． n=2の時と同様に，この族の対称タイプはSpである． Arthurのendoscopic
classificationを使っているため，現状ではconditionalな結果とも思える互

4しかしながら，当時のプレプリントが公開された正確な順番を筆者は知らない．

5Arthurのいくつかの未発表プレプリントが2022年7月時点でどこにも公開されていないため，筆者はcon-
ditionalだと考える．ひょっとすると進屎があったのかもしれないが，現状ではfolkloreだと思われる．
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Remark 3.6. Shin, Templierの結果でG= GSp4, Sp2nとしても Kim,若槻山内の結果は
得られない．実際 Shin,Templierは保型表現の無限成分を，離散系列表現を含むLパケット
の中で動かしている．一方でKim,若槻山内の場合は，保型表現の無限成分がある固定され
た正則離散系列表現になるよう制限して保型表現を動かしている．

以上の結果はDirichlet指標や楕円モジュラー形式，および楕円モジュラー形式の高次元化
にあたる保型形式の L関数におけるものである次に気になるのはMaass形式（非正則だが
実解析的でラプラシアンの固有関数）の場合であるが，これも色々知られている．

Example 3.7. (1) Poincare上半平面上の関数としての Maassカスプ形式の場合は Al-
poge, Miller [2]が，フルレベルの Maass形式に対して GRHの仮定の下でスタンダー
ドL関数の族をスペクトラルアスペクト（ラプラシアンの固有値を無限大に飛ばす）で
考察している．対称タイプは0である． Alpoge,Amersi, Iyer, Lazarev, Miller, Zhang 
[1]もMaass形式のスタンダード L関数の族を考察しており，ここではレベルNが1
とは限らないsquare-freeの場合も扱っており，極限操作についてもスペクトラルアス
ペクトとレベルアスペクト（レベルを無限大に飛ばす）の両方が考察されている．
(2) Goldfeld, Kontrovich [11]はRamanujanconjectureとGRHの仮定の下， GL3信）上
のMaassカスプ形式の L関数の族{L(s,J,r)}Jをスペクトラルアスペクトで考察し
た．ここでr= Std,Sym汽Adである．対称タイプはそれぞれU,U,Spである．ちなみ
に，テスト関数のFourier変換のサポートを小さくすればRamanujanconjectureの仮
定は外すことができる．
(3) Matz, Templier [27]はGLn(A<Q)上の sphericalカスピダル保型表現の L関数の族

{L(s, 1r, r)},rを考察した．ここでrはStd,Sym汽^汽 Adである． r= Stdの時， n=2
だと先行研究から想定できるように対称タイプは 0 だが， n~3 の時はU である． n=2
の時はSO(even),SO(odd) となるスタンダード L 関数の族も与えられている． n~3
の場合はr= Std, Sym汽八叫Adに対して対称タイプはそれぞれU,U, U,Spとなる．こ
こで，パを考える時 n~3 を課している．もし n=2 だと外積 2 次 L 関数は保型表現
によらずく(s)になり，意味をなさないからである．
証明にあたって，r=Sym生パの時は「L(s,1r, Symりと L(s,1r, /¥2)が極を持つような
鵬カスピダル保型表現Tは族の中では無視できる」ということを示す必要があるが，こ
れを示す際に， Arthurのendoscopicclassificationを使って，分裂特殊直交群や分裂シン
プレクティック群のsphericalな保型表現の数え上げに帰芳させる．この部分はExample
3.5 (2)でも触れたようにconditionalとも思える．
(4) Ramacher,若槻[31]はGLnの内部形式G= GL1(D)の保型表現のスタンダード L関
数の族を考察している．ここでDはQ上の中心的斜体であって，無限素点で分裂し，指
数がn（次元が炉）である（この時G((QJ)¥G(A<Q)はコンパクトである）．対称タイプは
n=2だと直交型 (0,SO(even), SO(odd) のどれか）であり， n~3 の時は U である．

保型L関数の族に対する low-lyingzeroの密度のunconditionalな研究手法は，現在知られ
ている限りではKuznetsov跡公式と Arthur跡公式（不変跡公式）によるものである．
L関数を公理的に導入した際に Riemannゼータ関数のシフトに閲してコメントをしたが，
保型L関数がRiemannゼータ関数のシフトを含む場合， CAP表現に付随していることがあ
り，跡公式のスペクトルサイドに現れる CAP表現は全体の中で少ないという現象が少なくと
もGSp4,Sp2nの場合で観察されている ([21],[23]). CAP表現に付随する L関数が公理的な
L関数の枠組みに含まれていても， CAP表現の L関数の low-lyingzeroは跡公式から生じる
ようなL関数の族の中では一般には無視できるのかもしれない．

4.対称べき L関数に関する主定理

この章で主定理を述べるが，その前に対称べき L関数を導入しておく． qを素数とする．
BZ(q)が品(ro(q))newの正規化された Hecke固有形式からなる直交基底であったことを思い

出しておく． BZ(q)の各要素fのFourier係数｛町(n)}nをf(z)＝L'::=1町(n)e21rinzで定め
る． fに付随するスタンダード L関数はFourier係数のDirichlet級数で定義され，このL関数
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はEuler積を持つ．

00 
L(s, f)：＝ど町(n) = II(1 旦 -s + Iq(p) p-2s)-1 

ns+(k-1)/2 
-p 2 町(p)p-s+ Iq(p) p)― 

n=l 

={Il(l -O!pP―s戸(1-(3pP―S戸｝ X (1-q旱町(q)q―s)―1.
pcjcq 

ここで lqはmodqの自明な Dirichlet指標であり，｛ap,(3p}はfのpにおける佐武パラメー
ターである．この時，対称べき L関数は

L(s, Symr(f)) := {Il det(lr+l -p―ssymr([°'P (-Jp])）―l} X (1 -{qぢk町(q)yq―s)―1 
pヂq

で定義される．ここで lr+lはr+l次単位行列で， Symr:GL2(C)→GLr+1(C)は対称テン
ソル表現である．佐藤テイト予想への解決を動機として， L(s,Symr(f)）はC上の有理型関数
として解析接続されて， sと1-sに関する関数等式を持つことが既に分かっている． k=2
の時がHarris,Shepherd-Barron, Taylor [13], k = 3の時が Gee[9]，一般の k):2の時が
Barnet-Lamb, Geraghty, Harris, Taylor [4], Hilbertモジュラー形式の場合だと Barnet-Lamb,
Gee, Geraghty [3]の研究がある．ブレイクスルーとしては，最近になって Newton,Thorne 
[29], [30]がSymr(f)の保型性を証明したりこれにより， TがGL2(A<Q1)のnon-CMな既約カ
スピダル保型表現で，新Hecke固有形式fE Sk（い（N),w)に対応するものとする．この時
Symr(7r)はGLr+1(AQ)のカスピダル保型表現になる．特に， L(s,Symr(f)）は整関数である．
我々が考察している楕円モジュラー形式はN=q（素数）であり， w= lqなので，保型誘導
(automorphic induction)としては生じ得ない．よって，我々が今後考察する場合は常に楕円モ
ジュラー形式はnon-CMであり，対称べき L関数は整関数である．
Cogdell, Michel [5]にあるように対称べき L関数のArchimedes因子や分岐素点における
局所L因子，関数等式も明示的に記述することができる． fに対応するカスピダル保型表現の
Archimedes成分はPGL2（股）の極小0(2)タイプKの離散系列表現Dkであり，保型表現の分
岐素点は素数qのみである．保型表現の qでの成分は特殊表現St2R Xである．ここで Stnは
GLn心）の Steinberg表現で， xはQXの不分岐指標で x2= 1を満たすものとする． xは2次
指標か自明指標である． x(q)E｛士1}の値でxが定まるので， xは2つの候補しかない．また，
qCl-k)/2町(q)= x(q)q―1/2が成り立つ．

GLn（恥）の局所Langlands対応を用いると GLr+1（政）の表現Symr(Dいは

Sym訊） ＝ ｛鴫;1)／2D(2J+1)（K-1)＋1 (r ：奇数）

sgnr(k-1)/2田（田芦D勾（k-1)+1) (r :偶数）

となる．したがって，

L00(s, Symr(f)) := {g『=］1)／2応(s+2jデm(s+1+2j早），r:奇数，
丘(s+μr)IT;し2心 (s+ (2j + 1)号）丘(s+ 1 + (2j + 1)¥),r:偶数

となるここでμr:= Or/2,odd E {O, 1}はr/2が奇数の時に 1,r/2が偶数の時は0である．
GLn（ふ）に対する局所Langlands対応を用いると，

Symr (St2 R x) = Str+1 R xr 

となる．ここでStr+lはGLr+l（ふ）の Steinberg表現である． Ej,rE{士1}を

(r-1)/2 
勺，r：＝｛ II 炉＋l)(k-1)+1}ふ，odd(-lrx(q(

j=O 

6Thorneはこの研究によって2022年にNewHorizons in Mathematics Prizeを受賞したこの賞は数学ブレ
イクスルー賞と同様に数学ブレイクスルー賞財団から授与されるものである．



9

と定義する．ここでふ，oddはrが奇数の時に1,rが偶数の時に0である． x(q戸＝｛ql-k/2町(q)y2
なので€ はclassicalな保型形式のデータのみで書けることに注意しておく．以上の準備の
左

もとで， L(s,Symr(f)) = L00(s, Sym冗f))L(s,Sym冗f)）とおくと，

L(s, Symr(f)) =勺，r(が）1/2-sf,(1_ s, Symr(f)) 

という関数等式を持つ．ゆえに対称べき L関数の代数的導手はがである．解析的導手も明示
的に書けて， Qsymr(f)::c:::k2[r/2]がとなる．

重みつき密度に関する主定理を述べる前に，まずは主定理と比較するために重みのついてな
い1レベル密度に関する 2011年のRicotta,Royerの結果 [32]をみてみる． k):2を偶数とし，

r(k -1) 
町：＝
(4n:)k-l llf 112 

とおく．分母はfのPeterssonノルムの 2乗である． Wjは調和重み (harmonicweight)と呼ば
れる．

Theorem 4.1 ([32]）．明示的に与えられる j3> 0が存在して， supp（贔） C(-/3,/3)を満たす任
意の峠 S（股）に対して，

lim 1 
区
区叫(Symr(f),¢) = 1 ¢(x)W(Gr)(x)dx 

q→OO fEB附）Wf fEB；；位）股

が成り立つ．ここで，

である．

Gr:=｛゜け：奇数）
Sp (r:偶数）

このレベルアスペクトに関する結果の前に， Giiloglu[12]が2005年に GRHの仮定の下で
レベル 1,重さ K→ooの設定で重さアスペクトを研究していたことも挙げておく．通常の零
点密度を考察するときはWqは邪魔であるが， GRHを仮定すると Wqの重み因子は取り除くこ
とができる ([12]）．よって，上の結果は重みがついていない場合の結果とみなせる
さて，今回得られた対称べき L関数L(s,Symr(f)）の low-lyingzeroの重みつき密度は以下
のように記述できる．

Theorem 4.2 (Weighted one-level density for r -fc 2 [37]). kは偶数で k):6とする． rヂ2
を仮定し， 1/2,(s,(1とするこの時明示的に書ける a>Oが存在して， supp（⑯） c(-a,a) 
を満たす任意の¢ E S（股）に対して，以下が成り立つ．

lim 1 こ以s,Sym2(f)）
q→OO E [(s,Sym2(f)）秋1,Sym2(f)） 

D(Symr(f),¢) 

fE尻(q)L(1,Sy記 (f））にB；；(q)

(-lY 
＝砿(0)-f¢(0) = 1 ¢(x)W(Gr)(x)dx. 

Theorem 4.3 (Weighted one-level density for r = 2 [37]). kは偶数で k):6とする．また，

r=2とする．この時明示的に書ける a>Oが存在して， supp（ぶ） c(-a,a)を満たす任意の
¢ E S（股）に対して，以下が成り立つ．

lim 1 恥，Sym2(f)）
q→00区以s,Sym2(f)） 区
fEB約）政1,Sym2(f)）fEBZ(q) 

恥 Sym2(f))
D(Sym町），¢)

＝ ｛ふ（O）―抄(O)＝ I豆(x)W(Sp)（x)dx (｝ ＜ s< 1)， 
砿(0)-~¢(0) + 2 Ji艮贔(x)lxldx= Ji股の(x)W'(x)dx (s =ら）．
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ここで

W'(x) = 1 + 
sin(27rX) ＿ 2sin2(7rX) 
21rx (7rX)2 ・

r= 2かつ s= 1/2の時に限りランダム行列理論で生じた 5種類の密度関数のどれにも当て
はまらないものが現れることが明らかとなった
最初に述べたように，上述の定理はHilbertモジュラー形式の設定でも成り立つ． Fは有限
次総実代数体で 2E (QlがFの中で完全分解するものとする． k= (kv)vlooしま各似が偶数で
kv ;;,: 6とする． qはFの整数環の 0でない素イデアルとする． ITk(q)を， PGL2(A砂の既約
カスピダル保型表現であって， Tの無限成分が因vlooD似，導手 (conductor)がqであるものと
するここでの導手はCasselmanのlocalnew formの理論によって表現論的に定義されるも
のとする国(q)は重さ k,レベルro(q)の原始的Hilbertカスプ形式に対応する集合であり，
楕円モジュラー形式の場合の Bk(q)のHilbertモジュラー形式版である．この時，以下が成り
立つ．

Theorem 4.4 ([37]）．明示的に与えられる a>Oが存在して， supp(¢)C [-a, a]を満たす任
意の峠 S（股）に対して，

lim [三国と 恥，Sym州））D(Sym万），¢)N(q)→OOこ
1rEII⑲ L(1,Sy記 (7r））託II；；(q)

恥，Sym州））

に関する同様の公式が成り立つ．ただし， L(s,Symr(1r))のr;?: 5の解析的性質は仮定する．

FがQとは限らない一般の代数体の場合のL(s,Symパ1r))の解析的性質はSymrに）の保型
性から従う．保型性は， r= 2の時は Gelbart,Jacquet [10], r = 3の時はKim,Shahidi [20], 
r=4の時はKim[19]によって証明されている． r;?: 5の時は一般のFに対してはまだ証明は
与えられていない．

Remark 4.5.主定理の aは以下のように具体的に書ける． dp= [F: Q]とおくと， aとして

(if minv kv ;?: dp + 4) 
a= 

｝ 
r(rー三＋ら） x｛ minv2りF-3-s (if6<minv似 <dF+3) 

がとれる．この時O<a<lである．

Theorem 4.4でs= 1とすると約分によって重み因子は 1となり， Hilbertモジュラー形式
の場合の通常の 1レベル密度を復元することができる．

Remark 4.6. Hilbertモジュラー形式の場合に知られている結果は以下のとおりである．

(1) Liu, Miller [26]はGRHの仮定の下でスタンダード L関数の族を考察している．彼ら
はFの狭義類数が1という仮定もしており，重さが平行で，レベルはsquare-freeイデ
アルという設定で議論している．
(2) Shin, Templier [35]の一般的な結果を適用すると Hilbertモジュラー形式の場合の結
果も得ることができる． Fを総実代数体， G=PGいとし，レベルをr(q),L準同型を

Symr: SL2(C)→ GLr+1(C)とすると 1レベル密度の極限はぶ(O)-s(Symり¢(0)とな
る． Frobenius-Schurindicatorはs(Symり＝ （ー1Yなので，今回の結果と一致してい
る．ただし Shin,Templierのレベルはr。(q)ではない．

今回の主題である璽みつき 1レベル密度の研究は，筆者による対称べき L関数以外には以
下が知られている．

Remark 4.7. (1)楕円モジュラー形式の場合に 2019年にKnightly,Reno [24]が考察し
た璽みつき 1レベル密度をみてみよう． xをmodDの自明指標または2次指標として
q→(X)とすると，スタンダード L関数の族{L(s,f)}JEB;(q)のlow-lyingzeroの1レベ
ル密度にL(l/2,f@x)の重みをつけると，xが2次の時に対称タイプが通常と同じく 0
だが，xが自明の時は対称タイプはSpに変化する．また彼らはL(l/2,f)L(l/2, f@ x) 
の重みをつけた分布も扱っていてこの時の対称タイプも通常とは異なり Spになる．
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(2) Siegelモジュラー形式の場合には， 2012年の Kowalski,Saha, Tsirnerrnan [25]によ
る重さアスペクトの場合の研究が知られているまた， 2015年の Dickson[6]による
GRHの仮定の下での重さアスペクトとレベルアスペクトの場合の研究が知られている．
Kowalski, Saha, Tsirnerrnanの結果のみ述べると， fを重さ k,フルレベルのGSp4(AQJ)
上の Siegelカスプ形式とする時，｛L(s,f, Spin)}/のlow-lyingzeroのfのBessel周
期による重みつき分布の対称タイプは Spとなる．彼らは「璽みをつけることで密度
がW(Sp)になっているが，重みをつけなければ密度は W(O)であるはずだ」と [25,
pp.337-338]で述べている．
ここで， fのBessel周期は本質的にL関数の中心値L(l/2,f, Spin)L(l/2, fcX-4, Spin) 
になるだろうという Bocherer予想を思い出すと，上記はL関数の中心値の重みつき分
布とみなせる．むしろ，重みつき 1レベル密度の対称タイプがSpになってしまうこと
がBocherer予想が成り立つ根拠であると [25,pp. 337-338]で主張されているなお
Bocherer予想は最近になって古澤，森本 [8]によって証明が与えられた．
一方，重みのついてない通常の 1レベル密度の対称タイプは0である．これはKirn,
若槻山内の結果［21],[22]によるものである． Siegelモジュラーの場合はむしろ重
みつきのほうが先に研究された． Knightly,Renoはあえて重みをつけて考察したが，
Kowalski, Saha, Tsirnerrnanは重みをつけたというよりも重みが外せなかったので
ある．

Theorems 4.2, 4.3とKnightly,Renoの結果と Kowalski,Saha, Tsirnerrnanの結果を見て，
筆者は（突拍子もない）予想を提唱した以下の通り記しておく．

Conjecture 4.8（重みつき密度予想 (WeightedDensity Conjecture), [37]). FをL関数の添
え字の族とする． W(F)(x)を，｛L(s,II)I II E F}のlow-lyingzerosのone-leveldensityに現
れる密度関数とする：

kl凰文 II互D(II,¢) = l ¢(x)W(F)(x)dx. 
W(F)はW(U),W(Sp), W(SO(even)), W(SO(odd)), W(O)のいずれかになることがしばし
ばである．さて，写像w:F→C;II→WITをweightと呼ぶことにする． weightwに対して，

江IIEFkwrr II~五
~ wrrD(II,¢) = 1 ¢(x)W(F,w)(x)dx 

R 

となる密度関数W(F,w)(x)が存在する時， W(F,w)(x)が通常のlow-lyingzerosの密度で生
じる Wび）（x)と異なるのは， WITが常にL(l/2,II)を含むときに限るだろう．

「WRRがL(l/2,II)を含む」という表現には曖昧さがあるが，色んなweightを考えることで
この予想は精錬されるであろうし，様々な興味深い現象が観察されるだろうまた，予想の傍
証は現状では少ししか知られていないが， L関数の特殊値の中でも中心値の時だけ不思議な
事が起こるのだとすれば，ただでさえRiemann予想やBirch-Swinnerton-Dyer予想や保型形
式の周期の観点で重要視されている中心値は，もっと神秘的な何かを持っているに違いない
だろう．ゆえにこのような予想を期待してもおかしくはないだろう例えば今回の研究では
II= Sy記(f)の場合を扱ったが， WRRとしてL(s,II) (1/2 :(s,(1)を考えた時 s-#1/2の時
はW(F)= W(F,w)だが， s= 1/2の時にW(F)-#W(F,w)となり，rに対応する対称タイ
プがGぴ）であっても， W(F,w)は異なる対称タイプになるか，もしくはKatz,Sarnakが想
起したようなランダム行列理論には出て来ない新しい密度関数になるだろう．
ランダム行列理論での類似物を考察することで，重みつき密度予想がそもそも正しいのかど
うか，正しいとしたらどう精密化できるかといった理解が深まっていくと思われる．

5.証明の概略

簡単のため， F=Qの場合に証明の概略を述べる． rEN, f E Bk(q)に対してII:= Syrnr (f) 

とおくと， Qn::cc:: k2L峙」がである．関数等式の対称性により，¢は偶関数であると仮定してよ
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い（の(-x)=¢(x)）．まずL(s,II)に対する Weilの明示公式“区p:zer。＝区p:prime’'を用意す
る．正確に書くと，

2 

D(Symr(f), ¢) =贔（0)一互と芦(a詞―J忙｝¢(ロニIIP)pm/；olgふII心 (log1QII)
である．ここで佐武パラメーターのベキ和はfのFourier係数を用いて以下のように書ける．

Lemma 5.1. a1(m) := m(l-k)/2町(m)とおくと叶(p)= O:p + /3pであるが，この時
r-1 

こ心席―j= af(Pr)， L(a;(3;-J戸＝（ー1y＋こ（一1)喝(pr-J).
J=O j=O J=O 

したがってあとは

こ
恥，Sym2(f))'

町(pr-1), 0 ~ j ~ r 

fE尻(q)
恥，Sym2(f))

を十分に解析可能な形で表示できれば良いのだが，これは都築と筆者の明示的Jacquet-Zagier
型跡公式の研究 [39],[40]から分かる．

Theorem 5.2（明示的Jacquet-Zagier型跡公式 [39],[40]). k? 6は偶数とし， gcd(n,q) = 1, 
2 -k/2 < Re(s) < k/2 -1.とする．この時

Ak,q(s, n) := L 以s,Sym2(f)）叶(n)=』id(s)＋』unip(s)＋』hyp(s)＋』en(s)
f€均 (q)
恥，Sym2(f))

が成り立つ．ここで右辺の関数たちは幾何的展開から生じる明示的に書ける関数である．

上の公式はnが奇数の時は [39]で証明されており， nが2で割り切れる時は [40]のAppendix
で証明が与えられている． Jacquet-Zagier型跡公式においてs=lとすると Hecke作用素T(n)
のトレースに関する trT(n)=．．．という公式が得られるが，これはEichler-Selberg跡公式と
一致する． Jacquet-Zagier型跡公式の歴史は拙著 [36]に詳しく書いたので参照されたし．
この跡公式により，以下を得る．

Proposition 5.3.明示的に与えられる A>OとJ>Oが存在して，任意の 1/2~ s ~ 1とな
るsと任意の異なる 2つの素数p,qと任意のnENに対して，以下の漸近公式が成り立つ．

〗k；鸞，p1] ＝ふ，evenP―ns/2(1 _；心，1汀。ggp;)+ o (PnAい）
ここでJn,evenしまnが偶数の時に 1,nが奇数の時に 0であり， Js,1/2はKroneckerのデルタで
ある．

s = 1/2の時だけ逗Eの項が現れるがlogq この項こそが 1レベル密度の密度関数に影響を与

えているのである．あとは素数に関する和を処理すれば良いが，それには部分和法 (partial
summation)を用いて¢の積分で書けば良い．部分和法はStieltjes積分による部分積分という
説明もでき，素数定理（総実代数体Fの場合はLandauの素イデアル定理）を使用する．

Lemma 5.4（部分和法 (partialsummation)). supp（⑮） c [-a,a]を仮定する． Qn→(X)の
時以下の漸近公式が成り立つ．

苫心゚ g口） P］。0:：II= ; j艮砿(x)dx+ 0 (~), 

江い゚ g悶）パ。ggPQIIPrAい＝0 （qra(lTOAg+;II2)-6)， 
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こi（ごぶ） p(｛芯ば〗2 = ； jR訊x)lxldx+ 0 (~) 

このLemma5.4の2つ目の漸近式により，誤差項がq→ 00で消えるためにはa:(r(rA+l/2) 
である必要があるこれにより aのサイズが具体的に分かる．また， Lemma5.4の1つ目と 3
つ目の漸近式はr=2かつ s= 1/2の時に用いられる．

6.展望

筆者が本講演の内容に関する [37]をarXivに公開したのは2021年1月のことであり， 2020
年10月以降いくつかの談話会やセミナーなどで講演をおこなったその後， 2021年9月に
Fazzariのプレプリント [7]がarXivに公開され，そこでは筆者とは独立に重みつき 1レベル密
度に関する予想が提唱されていたそれについて述べる．

Fazzariは重みつき 1レベル密度(Weightedone-level density)として， L関数のベキ乗によ
る菫みをつけた密度を考察した． F= UxFxをL関数の（添え字の）族とし，対称タイプが
G = U, Sp, SO(even)のいずれかであると仮定するこの時， V:{L(s,A)}Aa→Cを

V(L(1/2,A)）＝ ｛|L(1/2,A)|2 G=U 
L(l/2,A) G = Sp,SO(even) 

と定める．

Conjecture 6.1 (Fazzari予想）．任意の kENに対して町示的な関数W合(x)が存在して，任
意の良い関数¢：恥→ Cに対して， X→ 00の時，

芯AErxV(L(1/2,A) ）KA苔~V(L(l/2, A)）kD(A,¢)= Im団の(x)W合(x)dx+ 0（ふ）
ここで良い関数とは，偶関数であって|Im(x)I< 2上正則に解析接続できて，の(x)≪ *2 (x E 
R)を満たす股上実数値であるような関数である．

Theorem 6.2 ([7]). GRHとtheRatios Conjectureを仮定すると，以下の族に対してはFazzari
の予想は正しい

(1)｛く(s+ ia)}aElR (k = 1, 2) -v-+ W合(x),
(2) {L(s，⑰）｝界x(k = 1,2,3,4) -v-+ "f'Y:品(x),
(3) {L(s，△＠籾）｝界x(k = 1,2,3,4) -v-+ W&。(even)(x). 
Fazzariは密度関数の明示式も与えている．ユニタリー型の時は，

sin知x)
W8(x) = W(U)(x) = 1, WD(x) = 1-~ = W(GUE)(x), 

(7rx)2 

W合(x)= 1 -
2+cos(27rx), 3sin(27rx), 3(cos(27rx)-1) 

(71"X)2 (71"X)3 + 2(71"X)4 

であるシンプレクティック型の時は，

sin(27rx) 
W晶(x)= W(Sp)(x) = 1 -~'W:品(x) = 1 + 

sin(271"X) ＿ 2sin予x)
27rX 27rX (71"X)2' 

W品(x)= 1 sin(27rx) 24(1 -sin2 (71"X)), 48 sin(27rx) 96 sin2 (71"X) 
27rx (27rx)2 ・ (27rx)3 (27rx)4 

である (W品(x)とW品(x)は式が長いので省略する）．直交型(SO(even)）の時は， WgO(even)(x)= SO(even) 

wg;1(x) (k = 1, 2, 3, 4)である．一般の Kについても W合(x)，Wぶ(x),w&。(even/x)の明示式
が予想されている．
我々の菫みつき密度も r= 2, s = 1/2の時にはFazzariの重みつき 1レベル密度と同じ設定
だが，密度関数を比較すると次のようになる．
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Proposition 6.3 (Coincidence). Theorem 4.3のW'(x)はW品(x)に等しい．

つまり，我々の対称2次L関数の場合の密度関数はFazzariの予想の傍証であり， Fazzariと
違って我々の場合は unconditionalな結果を与えている．
最後に， 2022年1月上旬に arXivに公開した筆者と AdeIrma Suriajaya（九州大学）との共
同研究 [38]について紹介し， Fazzari予想と筆者の重みつき密度予想の新たな例を見つけたこ

とを報告してお <.Hughes,Rudnick [14]の結果によれば，｛L(s,x) Ix# lq, mod q}qの対称
タイプはUであったことを思い出す．

Theorem 6.4 ([38]). 1/2 ~ s < 1とする．この時 supp（ふ） c[-2s/3, 2s/3]を満たすような
任意のc/JES（股）に対して，素数qをq→(X)と動かす時，以下が成り立つ．

Jミcp(x)W(U)(x)dx (1/2 < s < 1), 

麟 1mod q IL(s,x)l2豆 lmod q 
L IL(s,x)l2D(x,¢)→ ｛い(x)W(GUE)（x)dx (s = 1/2)． 

ここで W(GUE)はGUEに属するランダム Hermite行列の固有値の相関関係関数であり，
Montgomery-Odlyzkoの法則に出てきた密度関数でもある．

ここで W(GUE)(x)= W心(x)に注意すると，上の定理は Fazzariの予想と筆者の予想の両
方を支持する unconditionalな傍証になっている．この研究の詳細はどこかの研究集会で述べ
ることにしたい
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