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Inner product formula for Shintani lift 

大阪公立大学数学研究所／源嶋孝太 (Gejima,Kohta) 

概要

Shintaniはあるテータ核を用いた積分として重さ整数のモジュラー形式から重さ

半整数のモジュラー形式へのリフティングを構成した．また， Gross-Kohnen-Zagier

はある正則な核関数を構成し，新谷リフトを重さ整数のモジュラー形式と重さ整数の

ヤコビ形式の間のリフティングとして再定式化した．本稿では新谷リフトをアデール

群上の保型形式の言葉で再定式化し，その応用として Rallisの内積公式を明示的に計

算することで新谷リフトのノルムがある保型L関数の特殊値で表されることを示す．

証明については技術的な計算を避け，概略を述べるに留める．本稿は 2022年 1月24

日に行われた研究集会「保型形式，保型L関数とその周辺」における筆者の講演を基

に作成されたものである．本研究は京都産業大学の村瀬篤氏との共同研究に韮づく．

1 準備

Q上の代数群 G に対して Gv= G(Qv)とおく．りを上半平面とする．すなわち

.fj = { X + iy IX E恥y> O}. 

e(z) = e21rizとおく．が＝｛（X1,…,Xn)lx1,…，XnE Q}, Qn = {t(x1,…，%） | xぃ…，XnE 

Q}とおく．

1.1 ヤコビ群

→ 
G=Sらとおき， N をハイゼンベルグ群とする．すなわち N(Q)= Q2 X (Qの積は

→ 
(u, t) (u', t') = (u + u', t + t'+ u1 u; -u2uD, u = (u1, u2), u'= (u~, 1ら） E(Q)2, t, t'E (Q) 

で与えられるこのとき gE Gは (u,t)ENに (u,t)g=(ug,t)により作用する．半直積群

N~G をびと表し，ヤコビ群と呼ぶ

G;;.,/ま5xCに

((u,v),t)(~ ~)·(T,w)= （:：□ ， W +d 十りこ~ +v) 
で作用する．
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1.2 直交群

守上の二次形式Qを

Q= （-42 -4), 
により定め，（Q尺Q)の直交群を H'=O(Q)とお<.H=Gら(Q)とおき，準同型写像

p:H→H'を

p(（： [）)=ad1 -be (]2c ad:：dbe 2]22d） 
と定めるこのとき kerp=Zである．ここでZはHの中心である．

Q6上の二次形式Q*を

Q* = (2Q 2Q) ・ 

により定め，（Q見Q*)の囲交群を H*= O(Q*)とおく．準同型写像 p*:Hx H→H*を

叫 1，加） ＝~(凸）＋p（加） p（h1) -p（加）
2 p(h1) -p（加） p（柘） ＋ p（加））

により定める．

P* =N*M＊を H*の極大放物型部分群P*のLevi分解とする．ここで N*,M*はそ

れぞれ

N* =｛が((3)＝『 f3)(3EM3,Q(3＋t(3Q= o}, 
M* =｛記(a)=(a Q心 1Q)I a E GL3} 

であるこのとき岩澤分解H*(A)= P*(A)U*が成り立つ．すなわち，任意のが EH*(A) 

は

が＝が(/3(h*))m*(a(h*))u*, (/3(h*), a(h*), u*) E M3(A) x Gら(A)XU* 

と表されるここで U*= TTv u;であり，u:はH*(Qv)の極大コンパクト部分群である．

1.3 保型形式

関数j:Gら（股）十 X,fj→Cを

j ((~ :), T) = (ad -be)―1/2(CT+ d) 
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と定める．任意の上半平面の点 T= X + iy E.¥Jに対して

釦＝（yl/2 x:-~~~2) E SL鵡）
とおく．

正の偶数k>Oに対して次の条件 (1),(2), (3)をみたすGら(A)上のなめらかな関数f

を重さ Kの楕P3カスプ形式と呼ぶ．璽さ Kの楕P3カスプ形式の集合を Skと表す：

(1) f(z"fg) = f(g), ('Y,z,g) E GL2(Q) x Z(A) x GL2(A), 

(2) f (gufu。。)＝j(uoo,itkJ(g), (g,ur,uoo) E GL2(A) x Ur x Uoo, 

(3) fam(T) =j(gr,itf(gr)とおいたとき， fdm(T)は

00 
f<lm(T) = L町(n)e(nT),

n=l 

町(n)E (C 

と展開される．

ここで島＝Gら(Zp)(p < ooは素数）， Uf= np<00的， Uoo= S02（股）である．

関数加：び（股） x （Sj X C)→Cを

如 (((u,v),t)(~ ~), (T,w)) 

= (cT + d)1e (-{t+uv + u2~ + 2u~ -~こ｝）
で定める．

正の偶数l> 0に対して次の条件 (1),(2), (3)をみたすGJ(Q)¥GJ(A)上のなめらかな

関数のを重さ l,指数 1のヤコピカスプ形式という．菫さ l,指数 1のヤコビカスプ形式の

空間を Jeuspと表す：
l,l 

(1) ¢((0,0, t)gkfkoo) = VJ(t)jい(koo,(i,O)t1の(g),
V (t, g, kf, koo)這 xび(A)X Kf X K00・

(2)如m(T,w)= jい(g(T,w),(i,O)）―1</J(g(T,W)）とおくとき，如mは5x C上正則であ
るここでg(T,W)は(T,w)=g(T,w)・(i,O)をみたすような GJ（恥）の要素である．

(3) <Pdmは
如m(T,w) = ど cq,(n,r)e(nT + rw) 

n,reZ,4n-r2>0 

と展開される．

ここでKp=Sら(Zp)(p < ooは素数）， Kr=Tip<oo Kp, Koo= S02（政）である．

1.4 メタプレクティック表現

心＝R仇加を A./Qの非自明な標準加法指標とする．すなわち，料はそれぞれ次のように

定義される：
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・芦(X)= e21rix, X E罠，

•昨(x) = e―21ri尺 XEZ[p―1] (pは素数）．

vをQの素点とする．このとき H'(Qv)X G化Qv) の表現 (wv,S(Q~ x Qv))で次のよ

うなものが存在する：任意の ¢(X,~) E S(Q~ X Qv)に対して

(1) 凸(h,I心(X,~)=¢(h―1x,C) ，

(2) Wv(hd(a))¢(X,~) = (-1,a)』al~¢(aX,a~), aE切，

(3)凸（Iふn(b)）ゆ(X,<)＝ゅ（合(tXQX+ 2召）） q;(X,~), bEQv, 

(4)凸 (hW)¢(X, ~) ='Yv(2)2121~ k各dYJふ心(tXQY+ 2~ry) の(Y,TJ) dry, 
(5) w(h (u, v, t))¢(X,~) =ゆ(2v~+UV+ t)rp(X, ~ + u), u, v, t E Qv-

ここで aE (Ql~, b E (Qlvに対して

d(a) = (a a―1), n(b) = (l ~), w = (_1 l) 
であり， dゅxを(x,y)→叫(xy)に関する自己双対測度とするとき，％（2)は等式

hv f(x)ゅ（丑）心X= "/v(2)121~1/2 hv心(-予）（Jら心(xy)f(y)い）心X
で定義される定数である．

同様に H*（ふ） XGJ(Qv)の表現 (flv,S(Q~ X (Qv X (Qv)）で次のようなものが存在す

る：任意の <I>ES((QりXQv X Qv)に対して

(1)几(h,I2)<I>(X,<心)＝ <I>(h―1x，ふ，＆），

(2) Dv(I6, d(a))<I>(X,6,6) = lal~<I>(aX,a!;i,aむ） aE (Q麿，

(3) 9v(Iかn(b)）<I>(Xふ，む）＝心（合(tXQ* X + 2/;f -21;~))<I>(X, ＆,む)bE (Q恥

(4) Dv(h,w)<I>(Xふ，む）

= |2|！ JQt dYJQv dT/1 J 吋XQ*Y+2如 1-2むT/2)<I>(Y,T/1, T/2) d'f/2, 
Qv 

(5) Dv(I6,(u,v,t))<I>(Xふふ）＝心(2v(6-6))<I>(Xふ＋uふ＋u), u,v,tE(Qv. 

各咋c/>2ES（か XA)に対して，関数i(c/>1,¢2)ES（ば xA.xA.)を

l（の1'(加）（t(X1,X2)，ふ，＆）＝c/>1(X1+ X公6)</>2(X1-X2, 6) 

により定めるこのとき

D(p* (h1, h2), g)i(c/>1, ¢2) = i(w(p(h1), g)¢1), w(p(h2), g)の2), h1, h2 E H(A), 9 E cJ (A) 

が成り立つ．
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2 テータリフト

アデール群上の新谷リフトの定式化を行う．まずは新谷リフトを構成するためのテスト

関数を与える．不分岐素点を除くと，一般にテータリフトのテスト関数の構成は難しい．

我々の結果において本質的に新しい部分はp=2おけるテスト関数の取り方である．無限

素点におけるテスト関数の構成については Shintani[1]に従う．その後，テータ核を構成

し，アデール群上のテータリフトとして新谷リフトを定式化する．

2.1 テスト関数

関数伽＝ R位O,vE S(A.3 X A)を次のように定める：

• (v=oo) 

少O,oo(X, ~) = (x1 -ix2 -xd-1e（合tXRX+ ie), X = ¥x1,x2,x3) E囮翌い;E良．

ここで R= diag(4, 2, 4)である

• (v=p>2)c/>o,pはz;x Zpの特性関数
• (v = 2) 

如，2＝｛びoRびoR（び1-び3)＋び1Rび2Rび1―び3Rび2R叩＋ （び1―四） RびoRびo}Rびo

＋ ｛（び1―四） Rび2Rび2十び1RびoRび1―四RびoR四＋び2Rび2R（び1-四）｝ Rび2・

ここでj= 0, 1, 2, 3に対して d は4-ij+ Z2の特性関数である．

このとき，各如，vについて次が成り立つ．

命題 2.1.1.

(1) (uoo,に） EU00xKooに対して

w(p(U00), koo沖O,oo=j(uoo,i)21-2加 (koo,(i,O) ）―1 のO,oo•

(2)（％も） EUp X Kpに対して w(p(％），島）伽，P= Ep(det% ) c/>o,p• 

ここで ePはガウス数体(Ql(i)/(Qlに対応するか/(Qlxの2次指標 eのQ;への制限であ
る特に素数p>2に対しては叫z;= 1であり， p=2に対しては

叫）＝｛1 （a三1mod叩）
-1 (a三3mod4勾

であることに注意する

我々の結果において本質的に新しい部分はp=2に対するテスト関数の取り方である．

そこでp=2の場合に，命題2.1.1(2)の証明についてもう少し述べたい．
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関数妬，動 ES((Q)})を

叱＝びo181びO181 (0'1 —四）＋び1 Rび21810'1ーび3Rび2⑭四＋ （び1 —四） ⑭びo181びo,

動＝（m-四） Rび2⑭a-2 + a-1⑭uo R01一び3Ruo R四＋02R02 ⑭ （の一四）

と定める．このとき次を確かめればよい．

補題 2.1.2. (1) w(hd(a)）伽，2=¢。,2, a E写．
(2) w(hn(b)）の0,2=ゆ0,2, b E Z2. 

(3) w(hw)¢0,2 =の0,2・
(4) w(h(u,v,t)）伽，2= ¢。,2, (u, v, t) E N(Z2)-
(5)各i= 1, 2について叱(p(u)X)= c(detu)也(X), U E U2. 

ここでは (1),(2)だけ証明する．

Proof. (1) aE写とする．このとき

w2(h d(a)）の0,2= (a, -1 h { iIり(aX)びo(()+ iii2(aX)び2(()}

が成り立つ．したがって也(aX)= (a,-1)2並(X),i=l,2が成り立つことを示せば十分

である．これは次からわかる：

• a三lmod加のとき

叫匹）＝びi(x), i=0,1,2,3. 

• a三3mod叩のとき

ao(ax)＝びo(x), （ア1(ax)＝び3(x), （ア2(ax)= a2(x), （プ•3(ax) = a1(x). 

(2) b E Z2とする．このとき

w2(h n(b)）少0,2=心o(b(-4x1x3 + x各＋くり）¢。，2, X=¥x1,x2,:砂）

が成り立つ．あとはすべての項について

心o(b(-4x1x3 +社＋的）＝ 1 

が成り立つことを確かめればよい．各a,c = 0, 1, 2, 3, b = 0, 1に対して

A(a,b,c) = (4―1a, 2―1b,4―le)＋腐

とおくと，例えば (x1心2心） EA(l,1,1)，＜這2のとき

1 1 1 
-4x心＋叶＋eE -4・ ~ ·—+— +Z2 = Z2 4 4. 22 

なので吹o(b(-4x1x3 + x§＋くり） ＝ 1である．同様に，（X1,X公⑬） EA(l, 1, 2), (E 2―1 +Z2 

のとき

1 2 1 1 
-4X1X3 +叶＋eE -4・ ~ ·—+ - +— +Z2 = Z2 

4 4 22 22 

なので心0(b(-4x戸 3+x~ ＋釘）＝ 1である． 口
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2.2 テータ核

関数0:H(A) x G(A)→Cを

0(h,g) = 0(h,g池o)= L c(det(h))w(p(h),g)伽(X，(), v(h,g) E H(A)xG(A) 
(X，OE守 xQ

と定めるここでcはガウス数体Q(i)/Qに対応する AソQXの2次指標である．

命題 2.2.1.(h,g) E H(A) x G(A)とするこのとき次が成り立つ．

(1)任意の (uoo，附） EU00 X伍と任意の (koo，析） EKoo X Krに対して

0(huoo附，gK00析）＝j(U00,i)21-2 j(k00, i)―10(h,g) 

が成り立つ．

(2)任意の (1',z,1)E H(Q) x Z(A) x G(Q)に対して

0(,'zh,1g) = 0(h,g) 

が成り立つ．

2.3 テータリフト

各fE S21-2に対して

叩）＝［ f(h)0(h,g)dh, g E G(A). 
Z(A)H(IQl)¥H(A) 

とおく．このとき

£]（1gK~析)＝j(k=,i)―l.c｝（g), (,,g, k=＇析） EG(Q) x G(A) x K= x Kr 

が成り立つ．

.c｝のフーリエ展開を述べるためにいくつか記号を導入する． L,L*を

L=か， L*= 4―lz X 2―lz X 4―lz 

と定めるこのとき

L* = LJ A(a,b,c), 
a, c E Z/4Z 
b E Z/2Z 

が成り立つ．各XEA(a,b,c)に対して

A(a,b,c) = (4―1a, 2―1b,4―1c) + L 

(-l)(a-1)/2 (aが奇数かつ b2-ac三O,-lmod4)

€(X) ＝ {(-1)（C-1)／2 (cが奇数かつ b2-ac三0,-1mod4) 

0 （それ以外）
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とおくと，€はじ上の関数€ ： L＊→ {-1,0,1}を定める．心(X)= x§ -4x1祁＞ 0をみ

たすような X= t(x1心2心） E(Q3に対して p(gx)X= t(o,《元て可，0)をみたすように

gx EG（股）をとる．r=Sら(Z)とおく．心(X)> 0かつ心(X)¢ (Qx)2ならばrx/｛士1}

は無限巡回群であり， rx/｛士1}の生成元として gxsxg計＝diag(t0,t計）， 0<to< 1をみ

たすような sxをとることができる．そこで曲線C(X)を次のようにとる：

C(X) =｛奴00から吠0へのり内の測地線 (dx Eは）り
任意のTESjから sxTへの8内の（有限長の）曲線 (dx ¢ (Qx)り

Shintani [1]と同様にして次が示される

定理 2.3.1(G.-Murase('21)）．任意の fE S2l-2に対して£*（f)dm(T,W)はFourier展開

C(f)am(T,w) = L C1(n,r)e(m+rw) 
n,r EZ 
4n-r2 > 0 

を持つ．ここでX= t(xぃX2心） €配に対して，二次形式 X(s,t)を

X(s, t) = x1s2 + x2st + x記

と定めるとき， Ct(n,r)は

1 
叫 r）＝］こ€（X）[ f(T)X(1,-T)l-2dT 

{X} ESら (Z)¥L* 
2 

C(X) 
心(X)=n —牙

で与えられる．

系 2.3.2.任意の fES2l-2に対して £j-E Jfuspが成り立つ．

3 内積公式

ここでは主結果である新谷リフトの内積公式の証明の概略を述べる．

3.1 主結果

正規化された Hecke固有形式fE S21-2に対して

°°町(n)c(n)
L(s,J,c) = L ~ (Re(s) > l) 

n=l 
ns 

とおく．ここで町(n)はfdmのn番目の Fourier係数であるこのとき L(s,f,c)は全s-

平面上の有理型関数に解析接続される特に s= l -1において正則であることが知られて

いる．また， L(s,J,c)はEuler積表示

L(s, f,c) = TIら(s,f,c), 
p：素数
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ら（s,J,c)={il-町(p)c(p)p―s+ p2l-3p―2sい（p＞2) 
1 (p = 2) 

を持つことが知られている

定理 3.1.1(G.-Murase ('21)）．正規化された Hecke固有形式fE S21-2に対して

11£1112 = 2―2z1r1-z(z -2)! ・ 111112. L(l -l, f, x). 

特に£}＃0である必要十分条件はL(l-l,f,x)f 0である．

3.2 Eisenstein級数

叫＝ L（のo，伽） ES（炉 XAX A)とおき， H*(.A)Xび (A)上の関数が(h*,g)を

が (h*,g)＝区 (O(h*,g)動）（Xふ，＆）

により定める．

X EQ6 

ふ，む EQ 

補題 3.2.1.eJ (p* (hぃ加），g)s(<letい）s(det加） ＝0(h1,g)0(h2,g). 

関数¢:H*(A.) X (C→Cを

cp(h*,s) = ldeta(h*）ド（エoD(h*,h)動）（0), (h*,s) E H*(A.) x (C 

で定める．ここでI:S(A.6xA.xA.)→S(A.りは

(IwJ)(X) = 1 ¥JJJ(X,y,y)dy 
A 

によって定義されるこのとき H*(A.)上の Eisenstein級数E(h*,s)を

E(h*,s)= L <p（釈，s) (Re(s) ≫ 0) 
"fEP*(IQl)¥JI*(IQJ) 

により定めるよく知られているように E(h*,s)は全 sー平面上の有理型関数として解析

接続される．特に E(h*,s)はs=Oで正則であることが知られている．

主結果の証明には次の “Siegel-Weilの公式’'が菫要な役割を果たす．

補題 3.2.2.

Proof.関数

G(Q)［（A) [Q)[(A）が（h＊，ng)dn)dg = :E(h* ,S)|s=0• 

H*(A.) X G(A.)→C, (h*,g)→ Jが(h*,ng) dn 
N(IQJ)¥N(A) 
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が簡約対 (03,3,SL2)のテータ関数として表されることを示せば十分であるすると

(03,3,sら）に関する Siegel-Weilの公式によって補題3.2.2が示される (Siegel-Weil公

式については例えば [2]を見よ）． ロ

3.3 主結果の証明

正規化された Hecke固有形式fE S21-2に対してゼータ積分

Z(s, f) ＝ J dhl f e(deth由(deth2)f(h1)f（加）E（が(h1，加），s)dh2 
[PGL2] J[PGL2] 

(Re(s) ≫ 0) 

を考える．ここで記号の簡略化のために [PGL2]= Z(A)H(Q)¥H(A)とおいた． Z(s,f) 

は全 sー平而上の有理型関数として解析接続される．特に s=Oで正則であることが知られ

ている．

このとき，テータリフト£}のノルムは，補題3.2.1と補題3.2.2の公式によって

||£}||2 = J J 2 J 
G頂）＼疋(A)

閲(gJ)l"dg

＝ ］ が[ dhl f 0(p（い）ぷ）0(p（加）ぶ）f(h1)f（加）dh2
G項）＼炉（A)- J[PGら］ ［PGL吋

= J dhl f e(deth)e(det加）f（い）f（加）
[PGら］ ［PGL2] 

T x (Jか (Q)＼GJ(A)が(p*(h心）ぷ）dgJ)dh2 
= ~Z(s, f)ls=O 
6 

と書き換えられる．したがって£}のノルムの計算はゼータ積分Z(s,f)ls=Oの計算に帰着

される．

ゼータ積分 Z(s,f)をunfoldすると

Z(s,f) = J閉 (h)s(deth)</>(p*(h,12), s) dh 
Z(A)¥H(A) 

と表されるここでWJはH(A)上の行列要素であり，具体的には

切 (h)= J f(xh)冗 dx
[PGL叶

で与えられる． JがHecke固有形式であることから Z(s,f)はEuler積表示を持つ．具体

的には

Z(s, f) = IIJll2 TI Zv(s, f), 

Zv(s, f) = 
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JZ(e)¥G号（ふ）叩(h)xv(deth)la(p* (h, I2))I~ (h~ 鯰（｝（加霊盟））dX)dh
と表される．ここでwiはH(Qv)上のなめらかな関数で W収I2)＝ 1をみたす．より具
休的には， v=p<ooに対して W° は帯球関数でありp V = 00 f墨して

. -2l+2 
W~(hoo) = j(hoo, i)―2l+2『OO •i + t) V 

2i 
,'I  h00 E Gら（股）＋

である．

補題 3.3.1.2 < V = p < 00について

為(s,f)= 
ら(s+l-1,f,c:)
(p(2s+2) ・ 

ここでくp(s)はRiemannゼータ関数((s)のp-因子である．したがって

TI Zv(s, f)ls=O = L(s+l-1,f,c:) I 23 J]= Zv(s,f)ls=O = ~ls=O =戸L(l-1,f,E) 

が成り立つことがわかるまた，次も示される．

補題 3.3.2.

(1) Z2(s, f)ls=O = 12 

(2) Z=(s, f)ls=O = 2―2l-47r-l+2(z -2)! 

したがって

がわかる．
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