
74
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本稿は、本研究集会における同名の発表、及びその元となった筆者の論文 [Itoa]の概説である。

1 研究の動機：宮脇リフト

本研究の動機である、宮脇リフトについて説明する。

Fを代数体、 Eをその二次拡大とし、それらの adele環をそれぞれAp,AEと書く。 Fの任意の素点vに

対して Fのvによる完備化を凡と書き、また Ev=Fい幻,Eと定める。任意の E上の非退化エルミート

形式付き空間 Vに対し、その isometrygroupをU(V）と書く。

Vi, ViをE上の非退化エルミート形式付き空間で、 dimEVi= n,dimE Vi= n+2l (n,l E Z2:o)となるも

のとする。 Il＝ 釦几を U(V1EB Vi)(AF)の既約離散的保型表現であり、その standardbase change（例え

ば[KMSW]を見よ） BC(Il)がGL2（恥）の、中心指標X1rを持つ (conjugateself-dua]でparityが (-1r+l

の）既約カスプ表現 7r＝気汀w を用いて

BC(Il) ＝叩詞•|ロュ—t

とisobaricsumで書ける（即ち、 IIのArthurパラメータが T図Sn+l（ふは SL2(C)のi次元既約代数的

表現））ものとする。任意の U(Vリ（AF)の保型形式 fとFEITに対し、 U(Vi)(AF)の保型形式MF(f)を

島 (f)（g)：= J F|(U(V1)XU(V叫）（AF)(h,g)/(h)dh,g Eu(％）（い）
U(V1)（F)＼U(V1)（知）

で（積分が収束する限り）定める。そして、 U（Vi)(AF)の既約離散的保型表現T=R汀vに対し、

Mrr(r) :=〈M:F(f)I f E T, F E II〉c

と定める。この Mrr(r)は、池田氏によって定義された Siegelモジュラー形式のリフティングである宮脇リ

フト [Ike06]の、跡部_Jjヽ 嶋両氏による Hermiteモジュラー形式類似 [AK18]の表現論的一般化と言える。そ

こでこれを、 TのIIによる宮脇リフトと呼ぶ（より詳しいことについては [Itob]を参照せよ）。

Mrr(r)について次の事実が成り立つ。

事実 1.1([Itob, Proposition 3.10]). Mrr(r)が二乗可積分であるとする。このとき、 Mrr(r)の任意の既約

部分表現がについて、

BC(r') =（田;=11rl・はい）田BC(T)̀

が成立（あるいは、同じことだがT'のArthurパラメータがTのArthurパラメータ妬を用いて

バ3Sl田心:ふ

と書ける）。
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つまり Mrr(T)はnearequivalence classが定まっている。

宮脇リフトを理解するにあたり、問題は (thetaリフトなどと同様）大まかに二つに分かれる。

(G) Mnけ）の非消滅性を決定する問題。あるいはもっと詳しく、巧 EMIIけ）のノルムを、 1関数の特

殊値などを用いて記述する問題。

(L) Fの各素点vに対する、 IIvlcu(V,)xU(V2))(F。)の分岐則の問題。典型的には、 U(K)（Fけの既約表現巧

とU(Vi)(Fv)の既約表現T2に対し、 Hom(U(V,)xU(V2)）（い(IIv汀1区乃）#0なる条件を決定する問題。

今回考えるのは後者で、さらに vが E上分裂するような非アルキメデス素点の場合である。このとき、

(U(Vi) x U(V2))(Fv) の、自然な同型U(V1 ①V2)(F』 ~GL加＋21(Fv) による像は diag(GLn(Fv), GLn+21(Fv)) 

と (GL2n+21(Fv)内で）共役であり、また止は Speh表現 Sp(7rw,n+l)（後述）に同型となる (w: vの

上の素点）。ゆえに、結局考えるのは (GL2の表現に関する） Speh表現を対角的な二つの一般線型群の直

積に制限したときの分岐則、ということになる。

2 Speh表現と Shalikaモデル

Speh表現と、そのモデルの一種である Shalikaモデルについて説明する。

以後、 Fは標数0の非アルキメデス的局所体とし、その正規化された絶対値を日と書く。任意のmE Z~o に

対し GL叫F)を単にGLmと書く。巧 (i=l,...,r)をGLm,(m; E Z~o) の表現としたとき、ェ＝ T1 凶..・図巧

をM = diag(GLm,,..., GLmr)の表現とみなし、ェの、 M をLevi部分群に持つブロック上半三角な放物

型部分群に関する正規化された放物誘導表現を T1X • ・ ・ X Trと書く。

Tを中心指標 X1rを持つ GLk(k E Z>o)の既約generic表現とする。このとき、 Tのcuspidalsupportを

｛叫い(multi-setである）とすると、 TはZelevinsky分類 ([BZ77]を見よ）で、 singletonなsegmentのみ

からなる multi-segmentど:=1{P,｝に対応する。そこで、 mEZ>。に対し、 multi-segment

?~ 

L{Pil・|―(m-1)/2,..., Pi I, I (m-1)/2} 

9=1 

に対応する GLkmの既約表現を Sp(1r,m)と書き、 Tのm次の Speh表現と呼ぶ。

Speh表現は次の特徴を持つ。

事実 2.1(cf. [LM20, §3]).心を Fの非自明な加法指標とする。 GLkmの部分群 Uを

U = { (lm * m : 1/） } 
で定め、 Uの指標ゆuを

lm ふ＊ ＊ ＊ 

lm X2 * * 
心u

で定める。このとき以下が成立。

＊ 

lm Xk-l 

1 m 

＝心(tr(X1+ ・ ・ ・ +Xい）） （X; E Matmxm(F)) 
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(1)誘導表現IndgLkm心uはSp(rr,m)と同型な部分表現をただ一つ持つ（以後、これを W贔(Sp(rr,m))と

書く）。

(2) W贔(Sp(rr,m)）の任意の元 Wshは

Wsh(diag(g,...,g)•) = X,r(detg)Wsh ('vg EGL叫

を満たす。

(3) k = 2のとき、 K(Sp(rr,m)):=⑲Wsh I Wsh E W贔(Sp(rr,m)）｝は S(GLm)を部分空間として含む。

但し、 <I>wsh:= Wshldiag(GLm,lm)である。

W贔(Sp(rr,m)）は Sp(rr,m)のShalikaモデルと呼ばれる。

後のため、 approximatelytemperedの概念を導入する。 Tはgeneric表現のため Tをある二乗可精分表

現たちに｝にと実数たちに｝f=lを用いて

7r = 7r1 I. 1r1 X.,. X 叫・ |” 

と書ける。 1r。-r』<1が任意の i,jに対して成り立つとき、 Tはapproximatelytemperedであるという。

特に、 unitary表現は approximatelytemperedである。また、 Tが approximatelytemperedであるとき

Sp(rr,m)はrrl.l(m-1)/2 X... X rrl. 1-(m-1)/2のただ一つの既約商となる ([LM20,Corollary 2.8]）。以上か

ら、 §1の末尾で述べた Ilv~ Sp(rrw, n + l)が正当化される。

3 zeta積分

Shalikaモデルを用いて、 zeta積分を定義する。

以後、心を Fの非自明な加法指標とし、 nE Z>oヽ Tを中心指標 x,,.を持つ approximatelytemperedな

GL2の既約 generic表現とする。また II:=Sp(1r, n)とし、 T=jc0を適当な既約表現の放物誘導表現の部分

表現として実現される GLnの表現とする。そして、任意の WshE W贔(II)、SE C、及びTの行列係数f

に対し、 zeta積分 Z(Wsh,s,f)を

Z(Wsh,s,f) := LLn <l>w8h(g)f(g)ldetgl8-½dg= 1胚 (diag(g,ln))f (g) I <let 91s-½ dg 
GLn 

と定める。このとき、 sの実部が十分大（これは Wsh,fに依らない）で積分が絶対収束することが比較的

容易 ([Itoa]の§2.1の章末を見よ）に分かる。

事実 2.1(2)から、 91,92E GLnに対し

LL_ Wsh(diag(991,92))J(921991)I det9ls-½d9 = I det91逼1s-1/2x.,,.(det9叫Z(Wsh,s,J)
GLn 

であるので、事実 2.1(3)から、この zeta積分はwell-definedな限り、

HomGLnxGLn (II ⑭(?—区］rv),-| ―s+l/2 区ll·ls-l/2x7r(det))'=" HomGLnxGLn(II,rv-|―s+l/2図rl-ls-l/2x71"(det)) 

の非自明な元を与えていることに注意する (diag(GLp,GLq)をしばしばGLpx GLqと書く）。

注意 3.1.一つ里要な事実を指摘をしておく。上記の zeta積分は筆者が自ら考案したものであるが、実は

本研究よりも前に別の文脈で、 Kaplan氏によって既に導人されていた ([CFK,Appendix C]）ことが後に明

らかになった。その事実を指摘してくださった Cai氏に、この場を借りて感謝申し上げます。
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4 主定理

主定狸を述べる。

定理 4.1([Itoa, Theorem 2.1]）．先の zeta積分は次を満たす。

(1) Z(Wsh, s, f)はC全体に有理型接続される。さらに、 P(O)= 1なる多項式 P(X)EIC[X]で、

〈Z(Wsh,s,f)〉c= P(q―s)―1C[q―s,qり

を満たすものが（ただ一つ）存在する（以後 P(q→)-1をL(1r;s, T)と書く）。

(2) T=巧 XT2であるとき

L(1r;s,T) = L(1r;s，町）L(1r;s, T2) 

である。

(3)関数'Y(s)E IC(q”)で、

Z（元~, 1-s, f刈＝ 1(s)Z(Wsh,s, f) 

が任意の Wsh及び fに対し成り立つものが存在する（以後、 1(s)をT(7r;s,T，心）と書く）。但し、

r := f(・-1), %h := x;1(det)Wsh(（情＿L)・(_L10)l(E w贔ー1(ITV)）である。

(4) TがT1X T2の部分表現であるとき、

1(1T;S,T，心）＝ 1(1T;S, Tぃ心）1(1T;S, T2心）

である。

(5) Tが既約 generic表現であるとき、

L(1r; s, T) = L(s, 1r図 T)

である。但し、上式の右辺はJacquet、Piatetski-Shapiro及びShalikaによる局所L因子である ([JPSS83]).

注意 4.2.(1)、（3)及び（4)は既に Kaplan氏によって示されている。一方で、（2)及び (5)は真に新しい

結果と言える。

この結果から、 L(1r;s, T)-1 Z(Wsh, s, f)ls=l/2は

HomGLnXGLn (II，戸図 TX7r(det))

の非自明な元を与えることがわかる。すると、誘導表現に関する素朴な議論によって、一般に次の結果を得

ることができる。

系 4.3.l E Z判に対し、

HomGLnXGLn+21 (Sp(1r, n + l)，が図 TX,,-x Sp(1r,l))-/c 0 

である。
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5 証明の概要

最後に主定剌の証明の概要を述べる。

(1)まずTがgenericな場合を考える。 TのWhittakerモデルを Wゆ（T)と書く。任意の W紐EW贔(II)、

s三、及び WEW心(T)に対し新たな zeta積分 Z(W紐，s,W)を

Z(W紐，s,W) := Lr,_ <I>w~h (g)W(g)I detgl'ー械dg
GLn 

と定める。するとこれは Sの実部が十分大で W蜘，W に依らず絶対収束し、また計算により Z(W紐，s,W)

は五釦の Rankin-serbergzetaの線型結合で書けると分かる。さらに、 Z(Wsh,s,f)はZ(W紐，s,W)たち

の線型結合で書けることが容易に分かるので、この場合に (1)が言える。

一般の場合には [LM20]の、モデルの変形に関する結果から得られる次の補題を用いる。

補題 5.1.任意の WshEW贔(II)と釘＋四＝ nなる m匹 EZ>。に対し、

(J OwSh (（1n1 1 x) ・) dX) E K(Sp(mm)）| ・ |匹/2@K(Sp（□2))1・ 1-n1/2 
Matn1 x n2 (F) 

n2 
diag(GLn1,GLn2) 

（注意：この補題のために、 Tがapproximatelytemperedという条件がついている）

Tはgeneric表現の放物誘導表現の部分表現として実現できるので、補題 5.1を帰納的に用いることで

([GJ72]などと同様の議論で）一般の場合にも (1)が言える。

(2),(4)補題 5.1を使い、 [GJ72]で使われた議論と同様の議論で (2),(4)は容易に示される。

堕 Z(Wsh,1 -s, fりと Z(Wsh,s,f)はいずれも

HomaLn xGLn (II,戸|．|―s+l/2区Tl.1s-1/2知 (det))

の非自明な元を定める。また補題 5.1を使うことで、 Tがsupercuspidalであるとして良いことが分かるの

で、次の補題を示せば良い。

補題 5.2.GLnの任意の既約 supercuspidal表現 6 に対し

dime HomaLn X GLn (II，ぴ図がし(det)):::;1 

である。

この補題は、 Tがsupercuspidalでない場合には IIがx1(detn)X x2(detn)なる形の（ふ： FXの指標）、

退化主系列表現と呼ばれる表現の部分表現になるため、 doubling法の文脈で既に知られている。

Tがsupercuspidalである場合は、詳細は割愛するが、 Speh表現の mirabolic部分群への制限に関する主

張 [Zel80,Theorem 3.5]を帰納的に用いることで、 GL2nの部分群D={(*1い｝に関する IIIDのフィルト

レーション

II|D = J。っ...っ Jt

で、次の二つ

•任意の i = 0,..., t -1に対し、 (J;jJi+i) lctiag(GL叫 n)は真の放物型部分群に関する放物誘導表現に

なっている

•みは IIldiag(GLn,GLn) の部分表現でもあって、 diag(GLn,GLn)の表現として

diag(GLn,GLn) 
ind△GLn 知 (<let)

と同型 (ind: compact誘導表現、△GLn= { diag(g, g) I g E GLn},..., GLn) 
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を満たすものが存在する。するとびが supercuspidalだから自然に

HomcLn xGLn (II, a区Iavx,r(det))→HomcLn xGLn (ind悶悶tLn,GLn)X,r(det)，ぴ区Iavx,r(det)) c:::: (['. 

となり補題が示される（詳細については [Itoa,§3]を見よ）。

(5)ここまでの議論で、

〈Z(Wsh,s,f)〉ICCL(s,1r町）C［q―s'qり

が分かっている。また、（3)は既に示したので、 [JPSS83]で用いられていた関数等式で局所L囚了の極を調

ベ因数を決定する手法の類似、 (2)、及び低次の場合の具体的な計算によって (5)が示される。
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