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1 Introduction 

古くは Poincareや Fuchsなど，群rの作用で不変となる関数及びこれらが満たす線形

常微分方程式について研究が行われていた．［10]において， Kaneko-Zagierによる解空間

が菫さ Kのslash作用で不変となる線形微分方程式，すなわち“モジュラー線形微分方程

式’'を定義・導入されたことにより，近年，モジュラー線形微分方程式は supersingular

j-polynomialや，指標関数で張られる空間とモジュラー線形微分方程式の解空間との対応

関係を用いての頒点作用素代数の分類など，様々な文脈で現れる対象である．

本論文では，モジュラー線形微分方程式に関する条件を決定し，また，任意のモジュラー

線形微分方程式は，モジュラー線形作用素である Kaneko-Koike作用素と Rankin-Cohen

括弧積の和で記述できることを報告する．さらに，新たな微分表現 (modifiedderivative, 

modified higher Serre derivative)及びこれを用いた generalizedRankin-Cohen括弧積を

定義することにより，モジュラー線形微分方程式は統一的な表現として与えられることを

紹介する．

本研究の講演に関して様々なご助言を頭きました，永友消和先生， DonZagier先生，また，

研究集会での講演に関してご助力ご支援いただきましたオーガナイザーの皆様に心より感

謝中し上げます．

＊本研究は科研費（課題番号： JP18K03215,JP21K03138)の助成を受けたものである．
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2 Basic definitions and preliminaries 

kを非負整数， rC SL2（良）を第 1種 Fuchs群とする．このとき，複素上半平面 Sj= 

{TE Cl~(T) > O}およびカスプ＊1（股 U{ioo}の群 rによる既約剰余類）で正則な関数

に対して Jlk[1](T)= j(T)*2 (for vi EI')を満たすとき，関数 fは群 rに関する重さ k

のモジュラー形式であるという．ただし， f|K行］は菫さ Kのslash作用素であり

Jlk[,](T) = (cT + d)-k f ( 
aT+b 

CT+ d) forぢ＝（：り Er 

で定義されるものである．例えば， r= SL2(Z)に対して，（正規化）アイゼンシュタイン

級数

2k 
00 

麟 ）＝ 1- 一と（~dk-l) qn (k ~ 4 :偶数， q= e211"iT) 
Bk = 

n=l'd In 

は重さ Kのモジュラー形式である．（BkはK番Hのベルヌーイ数）

また， 5で正則及びカスプ近傍で多項式増大条件を満たす関数 fn(i= 1,..., r)に対

して

flk 行］）（T) ＝ Lfn(T)(~)n
cT+d 

n=O 

の関係を満たす時， fを群 rに関する童さ k,深さ (depth)rの準モジュラー形式で

あるという．特に， Jo= fである．例えば， r= SL2(Z)に対して，恥(T)= 1 -

24I:':=1（Ldln d) qnは重さ 2, 深さ lの準モジュラー形式であり，

E血［"f](T)＝恥(T)+ 
12 c (a b 
2五 CT+d ァ＝（e d) E SL2(Z) 

を満たす．また，［9]により合同部分群 rc SL2(Z)に関する任意の菫さ k,深さ r準モ

ジュラー形式 fEM[夕)（r)は

9k(T) + gい (T)尼(T)+ 9k-4(T)尼(T戸＋・・・十9k-2r(T)尼（ザ (gm EM叫r))

で与えられる．ここで， M以r)は，群 rに関する煎さ Kのモジュラー形式の空間，

M竺(r)を群 rに関する重さ k,深さ r以下の準モジュラー形式の空間とする．

*1群 rが non-cocomapctな場合にはカスプが存在する． cocomapctな場合には考えない．

＊2一般に Kが非整数の場合， multipliersystemが必要である．
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3 Differenti ifferential operators and Cohen-Kuznetsov series 

さらに，モジュラー形式に関連する微分作用素を与える．ここで， D を D(f)

(2面）ー1農とする．群 rが non-cocompactの場合には，関数の(T)として以下の変換

法則を満たすものを取ることができる：

崎 ](7)= ¢(7) + f 
a b 

2而 CT+ d r゚ ァ＝（e d) E E 

• Rankin-Cohen brackets [, ] 

[!, g]~k,£) ＝ご←1)m 『：□）（n+!-l)か (f)Dn-=(g)'

• Kaneko-Koike operator 8 

ek(f) = Dn(f) -(k + n -1)[¢, fl~巴？，

• the canonical higher Serre derivative (Villegas-Zagier) atl (!) 

外n+1]（f)：＝ 8K+2n（心（f))+n(n+k-1)砂↓~-l](f) (n ~ 1), 

8↓l](f) := 8k(f) = D(f) -k¢f, al0l(f) = f, where'11 = D（の）一の乞

これらは，モジュラー形式に対するモジュラー微分作用素であるが，一般にモジュラー

形式を（例えば Dで）微分するモジュラー不変性は朋れてしまう．これら微分作用素のモ

ジュラー不変性を考察するために， Cohen-Kuznetsov級数を以下で定義する．

00 か (f)
<I>悶(T,X)＝区 X凡

n=O 
n!(k)n 

ただし， Jはり上正則な関数， Kは整数，（a)o= 1, (a)n = a(a+l) ・ ・ ・ (a+n-1) (n > 0). 

このとき， Cohen-Kuznetsov級数は群rに関する変換即を満たす：

(D)(aT+b X 
叫，K(

C X 

cT+d'(cT+d)2 
) = (cT+d/炉＋d戸 <I>(D)

f|Kh]，K,  (T, X) for'Y = (~ !) E r 

Cohen-K uznetsov級数を用いることで

文[f, glしい）Xn= <I>(D)（T, -X)<I>（D) 
(k)虚）nf,k g,£ 

(T, X) 
n=O 
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の関係から，［flkb],gl£[,l] 
(k,£) - r.c ~1(k,£) 
n = ［f, gln |K+t+2土］ （1 E r)がわかる．すなわち，

[']~い） ：Mk(「)XMc(r) -----+ Mk+£+2n(r) 

である．同様に， b,a,eに対する Cohen-K uznetsov級数を

°°か(f) OO [n] 

亨 (T,X)＝区 X叫①悶(T,X)
8 

n!(k)n 
＝区 k(f)Xn 

n!（K)n, 
亨 (T,X)＝文図(f)Xn

n!(k)n n=O n=0 n=O 

（ただし，広＝ D(f)-d X (b) 
_ 4頑 (T)f) とすると叫四(T,X) = e:,;;-元化，/4(T,X) = 

e¢X<p悶 (T,X)，吋悶(T,X)= e這x<I>烈(T,X)（ただし，忍＝¢― 47rい）である．

また， Dに関して，定数関数 1E Mo(r)に対する Cohen-Kuznetsov級数を定義する：

OO Dn-1 
虹o(T,X)= 1 +xい (T,X)= 1＋こ (¢) xn 

n!(n -1)! 
n=l 

このとき，以下の命題を得る．

Proposition 1. (1)釘 o(T,X)は以下の変換即を満たす：

① 
aT+b X 

1,0(CT + d'（CT + d)2) ＝ ecTC+d鯰，o(T,X) for (~ :) Er 

(2)幻＝叩符を幻(T,X) := e―¢X叱，o(T,X)で定義する．このとき，

(T,X)→ (~, fc,T止）で和変．

これにより，砂汀(T,X)= <I>仇(T,X)衝，o(T,-X)が得られる．すなわち，以下の定義

が得られる．

Theorem 1.微分作用素 D,8り，0[に対して，以下の関係式がなりたつ．

心(J)＝とじ）（k+ r)n-r（一の）n-rげ(!)'

釘(J)＝と(:)e+:-l)w砂 Ln-m](J),
m m 

m=O 
） 

ただし， W mは群 rに関する菫さ m のモジュラー形式．

Remark 1. r = SL2 (Z)の場合， Wmは以下のようなものが対応する：

m IO 1 

W m  I 1 0 

2 

E4 
72 

3 

E6 
144 

4 
ァ

4 

288 

5 

_ 5E4E6 
2592 

6 

_9Ei+16E6 
20736 

7 
35麿E6
41472 
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ここで臼(T,X)＝区:=0翌桐(-X)mを定義すると，以下の図が与えられる．

X 
e―石叩 . e —¢x 

・e―¢X 

呼'(T,-X) 呼(<,-X)

4 Modular linear differential operators and modular linear 

differential equations 

まず，モジュラー線形微分作用素及びモジュラー線形微分方程式の定義を以下で与える．

Definition 1.微分作用素£が群 rに関する type(k, k + K)のモジュラー線形微分作用

素とは，以下の条件を満たすことである：

(1) £は，り上で正則（かつカスプを持つ場合には，カスプ近傍で多項式増大条件を満た

す）係数関数を持つ，有限次数の線形微分作用素である．

(2) £(!|印l)= £(!) lk+Kbl Jo,,. "Y E r 

Definition 2. £(!) = 0を満たすとき，群 rに関する type(k, k + K)のモジュラー線形

微分方程式という．

モジュラー線形微分作用素（方程式）はセール微分や Rankin-Cohen括弧積を用いた表現

がよく知られているが， ここでは群r,次数 n,type (k, k + K)の場合で

n 

£＝ど叫T)Dr (ar(T) : Sj上正則な関数）

r=O 

の形式について扱う．この場合， Theorem1より年(T)は爪さ K-2r,深さ n-r以下の準

モジュラー形式であることがわかる．このことから，£(!)= 0の解空間への Ikhl(1 € r) 

の作用により，以下のことがわかる．

Theorem 2. £(!)が次数 n,type (k,k+K)，群rに関するモジュラー線形微分作用素（
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方程式）であるための必要十分条件は

n-r 

(arlK-2rbl)(T) = L r+s¥1 1 c ¥8 
s=0 (8) （一戸~)sas+r(T) ,=(~:)Er 

(0 <:::'. r <:::'. n)である．

これにより， ar(T)に関する具体的な性質が確認できるが，この ar(T)の準モジュラー性

を用いることにより£に関するシンプルな表現を与えることができる．

Theorem 3. (1) £ =江し。佑(T)げ (K> 2n)が群 r,次数 n,type (k, k + K)のモ

ジュラー線形微分作用素（方程式）である必要十分条件は

加：＝区 (m+s) （K+m)s 

s=O 
s)(K-2m-s-1)8 

D8 (am+s(T)) (0さm:Sn) 

が群 rに関する重さ K-2mのモジュラー形式であることである．さらにこのとき

叩）＝文 (K-:::-1)―1[hm,f]臼ー2m,k)
m 

m=O 

の表現が得られる．

(2),C =か＋Eごt←(T)Dr (K = 2n)が non-cocompact群 r,次数n,type (k, k+K) 

のモジュラー線形微分作用素（方程式）である必要十分条件は， hn= 1, hn-1 = 

an-1 + n(k + n -1)¢, 

加：＝区 (m+s) (K+m)s 
s)  (K -2m -s -l)s 

か (am+s(T))
s=O 

(0 :S m :S n -2) 

が群 rに関する重さ， 0,K-2, K-2mのモジュラー形式であることである．さらに

このとき

£(!)=図（f)+区 (2n-m-1)―1[hm, f]岱n-2m,k)
m 

m=O 

の表現が得られる．

このように，任意のモジュラー線形微分作用素は Kaneko-Koike作用素と Rankin-Cohen

括弧積の線形和で記述できることが確認できた．注意として， Kaneko-Koike作用素が扱

える場合は，重さ 2,深さ 1の準モジュラー形式が存在する場合に限られる．すなわち，群

rがnon-cocompact群である場合に限られる．
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5 Modified derivatives, and extended Rankin-Cohen brackets 

ここでは，微分に関する表現として modifiedderivativeというシンプルな表現方法を定

義し，これらを用いた extendedRankin-Cohen括弧積を与える．

Definition 3. Modified derivative ID)を以下で定義する．

(l) fが煎さ k>Oのモジュラー形式の場合， IDln := IDlk(f) = ~. 
Dn(f) 

(k)n 
(2) f = l, k = 0（すなわち，重さ 0のモジュラー形式）の場合，

叫）：＝『正(¢) (n=0) 

(n -1)! 
(n ~ 1) 

この定義を与えることにより， Cohen-K uznetsov級数叫閃，酎閃は

00 か (f)
州 (T,X)＝こ Xn= 

00 町 (f)L ~ xn = ex]])). f, 
n!(k)n 

n=O n=0 
n! 

叫閃(T,X)= 1＋こOO Dn-1位） °°町(1)

n!(n -1)! 
= L~Xn=ex]])). 1 

n! 
n=1 n=0 

の表現を得る． この modifiedderivativeを用いて extendedRankin-Cohen括弧積を定義

を与える．

Definition 4.関数 f,gに対して， extendedRankin-Cohen括弧積〈f,g〉nを

〈f,g〉n:＝と（一1)mに）]]J)m(j)]]J)n-m(g).

で定義する．

これらは，吟~)(T, X) := <I>悶(T,X)とするとき，

00 

砂~)(T,-X）叫II))）（T,X） ＝区〈f,g〉n
xn 
叫

n=O 

の表現が得られる．このとき，以下の命函が得られる．

Proposition 2. nを非負整数，関数f,gを群rに関する重さ k~ 0,仁::::0のモジュラー

形式とする．この時，以下が成り立つ．
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(1) 〈f,g〉nは群rに関する重さ k+f+ 2nのモジュラー形式である．

(2) k > 0, £ > 0のとき，〈f,g〉n=
n! 

(k)n化）n
[J, g]}; 

(k,£) 

1 
(3) f = 1, k = 0のとき，〈f,g〉n= ri"-8c'(g). 

(f)n 

これにより， §4にて与えたモジュラー線形微分作用素（方程式）は extendedRankin-

Cohen括弧積を用いることにより，簡潔な表現を提示できる．

Theorem 4. nを非負整数， fs,9を群 rに関する菫さ ks2: 0, £ 2: 0のモジュラー形式

とする．（s= 0,..., n)．このとき gに対する，次数 n，群rに関する任意のモジュラー線

形微分作用素（方程式）は〈fs,9〉の線形和で与えられる．
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