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1 LIFモデルと Fokker-Planck方程式

脳を構成する主要な細胞の 1つであるニューロンは，活動電位，あるいは神経スパイク

と呼ばれる電気信号を生成する．この電気信号はニューロン間で互いにやり取りされるこ

とにより，様々な脳機能を実現していると考えられている [11]．ニューロンにおける膜電

位の挙動に対する数理モデルは数多く知られており， Hodgkin-Huxleyモデルはその代表

例である [9]．このモデルはニューロンの電気生理的な振る舞いを詳細に再現し得る一方

で，数多くのパラメータを含んでいる．また，ニューロンは空間的に複雑な樹状構造を持つ
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上，多くの種類のイオン電流が関わっている．したがって，これら全ての効果を取り入れ

た上で Hodgkin-Huxleyモデルを修正しても非常に大きな自由度が必要となり，解析は実

質的に不可能である．このような観点から，ニューロンの挙動を単純化した積分発火モデ

ルが提案されている [1]．このモデルで考える膜電流は受動的なリーク電流のみと仮定さ

れるため，通称 LIF(Leaky Integrate & Fire)モデルと呼ばれる特に本研究と関連した

モデルは NonlinearNoisy Leaky Integrate & Fire neuron modelと呼ばれているため，

NNLIFと称される [2].

ニューロンは多数存在し，相互に影響しながら全体の系が構成されている． LIFモデル

を用いて膜電位の時間変化を調べるためには，多自由度の微分方程式が解析対象となって

しまうものの，そのような系を直接解析することは難しい．そこで，ニューロン間の相互作

用は平均的，ないしは確率的に起こると仮定することで Fokker-Planck方程式を導出する

ことが可能となり，

0p 8 和
—+-[(-v+bN(t-D))p]-a~ = N(t)8(v-V:砂ー00< V < Vp, t > 0 (1.1) at 枷

a 
枷 2

を得る [2]．ここで 6はデルタ関数を表し， N(t)は与えられた関数 No(t)~ 0に対して

N(t) ＝ { -a伽(VF,t)，t>O, 

No(t), -D ~ t ~ 0 

で定義される．境界条件，及び初期条件として

p(VF, t) = p(-oo, t) = 0, p(v, 0) = Po(v)~o 

を課す．（1.1)の両辺を (-oo,VF)で積分することで，確率密度関数 p(v,t)の積分量が 1

に保存される，すなわち，

J_: p(v, t)dv = J_: po(v)dv = 1 

が成り立つことが分かる．パラメータは a> 0, b < 0, D ~ 0, VRく VFを満たすとする．

b<Oはニューロン同士の相互作用が抑制的に働くことを意味する．

NNLIFや (1.1)では解の時間大域的な挙動を持つ解を調べることが主要な研究対象の

1つであり，時間周期的な挙動は特に重要である．まず，数値解析的なアプローチによる研

究により時間周期解の存在が示唆されている [2]．また，解析的なアプローチによる結果も

いくつか得られている． D= 0の場合，［5]では，時間大域的な解の存在が示された．［3]

では，定常解が存在するのであれば，一意であることが示された．［6]では， lblを十分小さ
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く取り，初期条件が適当な条件を仮定したとき，初期値問題の解が定常解に指数的に近づ

くという結果が得られている．本研究では考慮しないが， b>Oに対する研究結果も知ら

れており，例えば（1.1)に有限時間爆発する解が存在する等， bさ0と解の挙動が大きく異

なることが示唆されている [5].[4]では D> 0の場合を扱っており， bの符号に関わらず

古典解が時間大域的に存在することが示されている．これは D=0とは全く異なる挙動

であり，時間遅れが有限時間爆発を抑制していると考えられる．さらにこの先行研究では，

[6]と同様の条件を考えることで定常解への収束を証明するなど，時間周期解の非存在と

関連した結果を得ている．これらの先行研究により解の様々な特徴が明らかとなったもの

の，時間周期解の存在や性質はほとんど明らかになっていないのが現状である．
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図 1 (1.1)に現れるパルス波の形状を持つ時間周期解．（a)における実線は t= 29.7, 
破線は t= 32.5における解のグラフを表す．（b)はt= 25から t= 60までの解を

表しており，解の値が大きい領域を黒く表示している．数値計算を実施する際，半開区

間 (-oo,VF)を有限区間 (VL,VF)に置き換えており，新たな境界条件 p(VL,t) = 0 

を課した．（a),(b)ともに，パラメータは a=O.l,b = -300,D = 2, VL = -4, VR = 

0, VF= l,空間刻み輻は 0.02,時間刻み輻は 0.0005とした．

bが十分小さい場合を考慮すると，ニューロン間の相互作用による影響の強度が増すこ

とから，解の挙動が複雑になるだろう．ここで (1.1)に対する数値シミュレーションを実

施したところ，適当な条件下では，パルス波の形状を保ちつつ，時間周期的に一定の範囲を

動く解が観測された（図 1)．このような解をパルス解と呼ぶこととする．パルス解の時間

周期的な挙動は，［7]で実験的に観察されたニューロン全体で観察される発火現象に対応

すると考えられ，（1.1)において特に重要である．以上の考察から，本研究では， b~ -oo 
において (1.1)に現れるパルス解の時間周期的な運動を数理的に特徴付けすることを目標

とする．
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2 主結果

本研究で得られた結果について述べる．本稿では結果の証明については割愛するた

め，詳しい内容については [10]を参照されたい．パルス解の時間周期的な往復運動に

関する図 1の観察結果から，（1.1)の解 p(v,t)に対してある ¢(x)とc(t)が存在して，

p(v, t) ~ ¢(v -c(t))を満たすことが期待できる．この近似を正当化するため， b~ -oo 
に対して N(t)~ 0が成り立つと仮定することで，（1.1)の右辺を 0と置き換える．する

と， X = V - c(t)に対して

de d¢,, 1,,  u,. ~,, d¢ d2 ¢ 

dt dx 
-=i+ -¢ + (-z -c+ bN(t-D))+ -a~= 0 dx -dx2 

を得る．さらに，この方程式を (-oo,oo)全体で考える．すると形式的には，ある定数

C>Oに対して ¢(x)= Cexp(-x2/2a)が成り立ち，かつ c(t)は

de — +c=b凡 (c(t -D)), N*(c) = (VF -c) exp (-
(VF -c)2 ~ + c = bN*(c(t -D)), N*(c) = (VF -c) exp(-¥) (2.1) 

の解でなければならないことが分かる． cp(x)がパルス型の空間形状を持つことに注意す

ると，（2.1)における時間周期解の存在を保証すれば，目標を達成したと言えるだろう．

まず (2.1)における平衡点の存在と安定性を調べる．標準的な手続きによって以下の結

果が得られる．

補題 1.Vp = 0かつー1:Sb<Oのとき，（2.1)は c< 0に定常解を持たない．一

方，乃＞〇もしくは b< -1が成り立つとき，（2.1)は C く応において一意に定常解

らく 0を持つ．さらに， bNバら） ＜ー1が成り立ち，かつ D が十分大きいとき， c*に対

する (2.1)の線形化固有値問題には， Re入＞ 0と1r/2< Im入<T を満たす固有値入が

存在する．

補題 1により，適当な条件下では定常解 c＊が不安定化し， Hopf分岐を通じて周期解が

現れることが期待できる．この予想はある条件下では正しく，以下の結果が得られる．［8]

における議論を参考にすることで証明できる．

定理 1.V芦2'.a が成り立つとする． もし bが十分小さく， D が十分大きければ，

2c* ≪; c(t) ≪; 0を満たす周期解 c(t)が（2.1)に存在する．

定理 1により (2.1)には周期解が存在することが保証できた．ただし， Dが十分大きい
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という条件が必要であるため，定理が成り立つ範囲は限定的である．そこで D を固定し，

b ~ -ooを考えたときに (2.1)の解がどのように挙動するか次に調べる．
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図 2 (2.1)と(2.2)に現れる周期解の比較．パラメータを (a)では b= -30, (b)で

はb= -106とし，その他は (a),(b)で共に a= 1, VF = 0, D = 1とした．計算結果

はMathematicaを用いて得た．

まず数値計算を行うと，周期 Tを持つ (2.1)における周期解 c(t)で， T~ ooかつ

c(t) ~ -ooを満たすものが現れる（図 2(a), (b)における左図）．この事実を下に，

1 1 s 1 1 2 
(3 ＝ 

Iog(-bD)' 
u(s) =(3log（一（VF-c(~))), f(u) = ~u -i exp(-;,u) ぃ (3(3 2 (3 

で定義されるパラメータ (3,関数 u(s)を導入する．すると u(s)は， s>Oで

du DVF 1 1 
孟(s)+D  =言exp(-戸u(s))+exp(ラ(1-u(s)) + f(u(s -(3））） (2.2) 

を満たすことが分かる．ここで (2.2)に対して数値計算を実施したところ，（2.1)に対する

結果とは異なり， b~ -oo,すなわち /3~ 0の場合であっても関数 u(s)の値は発散しな
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いことが分かるまた，極大値を取る座標 sの間隔が 0や無限大になることもない（図 2

(a), (b)の右図）．これらの事実から，（2.1)よりも (2.2)における解の挙動の方が扱いや

すいと考えられる．そこで次に， /3~ 0の場合に (2.2)の解が満たす性質について調べる．

以下では (2.2)の初期条件を u。で表し， uoE C[-/3, 0]が成り立つとする．

まず (2.2)の右辺に現れる非線形項について考察すると，正であることが分かるまた，

f(u)は負であり， u>Oで単調減少， u<Oで単調増加であることから，（2.2)には大域的

に解が存在することが分かる．次に， u'(s)のい有界性に関する以下の補題を示す．

補題 2.D > 1/《Eとする．また，任意のー/3::; sさ0に対して 0< uo(s)さ1が成り立

つとする．このとき， s>Oに対して 0< u(s) < 1が成り立つ．また，任意の so>0に

対して， 180lu'(s)lds::; 2Dso + 1が成り立つ．

゜補題 2から， Soを固定する毎に u*E £1(0, so)とf3の部分列森を適当に取ることで，

lim 
/3k→O 

llu-ぃ||い(O,so)= 0 

を満たすことが分かる．さらに 0~ u*(s)~1 が成り立つことも分かる．ただしこの収束

では部分列を取る必要があること，叫の詳細な情報は得られていないことに注意する．実

はパラメータや uoを制限することで，これらの問題を解決することが可能である．

定理 2.VF = 0, D = 1, u0三 1とする．このとき， so>2を任意に取り，補題 2で得ら

れる u*を定めると，

昆 llu-ぃ||じ(0,so)= 0 

が成り立つ．また，ある CME(0, 1]に対して u*は CM周期を持ち，

叫 (s)＝ {1-s, S E(O, 1)， 
CM+ 1 -s, s E (1, 1 +CM) 

が成り立つ．

定理 2によって， f3~ 0でu(s)は不連続点を含む一次関数 u*(s)に収束することが保

証されたしたがって，（2.2)の数値計算結果に見られる関数のグラフは，叫(s)によって

表現されると考えて良いだろう．

以上の考察により，（2.2)にはのこぎり型の形状を持つ解が現れることが分かった．そこ

で，（2.2)における周期解 u(s)が存在すると仮定し，形式的に漸近展開を用いることでさ

らに詳細な情報を得よう．前提として (2.2)の任意の解は連続であることに注意する．す
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ると，定理 2で示されたように， u(s)E (0, 1)は sの1次関数のように振る舞う外部解と，

急峻な変化を表す内部解の組み合わせで表現されるだろうそこで，特に s=Oで急峻な

変化を持つと仮定し， s=O付近で

s 
u(s) ~ u0(s)＋ゆ(.;,), /3~0 ， 

を満たす u。，心の具体的な値を求めることとする．ここで u。は， s,/3に依存しないある

定数 C>Oに対して尻(s)I::; Cを満たすと仮定する．一方ゆ＝ゆ(z)は，後の考察から

も分かるように， z< 0, 1 < zそれぞれで一定の値を取るとする．

u。の具体的な表示を求める． u(s)= u0(s)を (2.2)に代入し， O<u。<1を満たす点

sに対して f3→0と極限を取る．すると (2.2)の右辺は 0となるため，％（s)= -Dを得

る． u(s)が s=Oで急峻な変化を持つという仮定を思い出すと，

叫 s)＝{ -Ds+%, S < 0, 
'Y -Ds + u~, 0 < s 

と表現するのが適当であろう．ここで 1> O,u~ E股である． u。を周期関数として表現す

るなら，整数 Kに対して

叫 s)=,k-Ds+u:, ~(k-l)<s<~k 
D D 

とする．

内部解心を定めるために，（2.2)において変数 sを z= s/{3へと変換した上で改めて

数値計算を実施すると，図 3における点線のグラフが得られる．この図を詳細に観察する

と，解は z<Oで 0を取り，かつ z>lで一定の値を取ることが分かる．この値は 1と等

しいことに注意する．また O<z<lで単調増加であることも分かる．

次に (2.2)の右辺における 2つの項が {3~ 0に対してどのように振る舞うかについて

考える．まず補題 2から，第 1項は {3~ 0で発散しないことが分かる．したがって，第

2項が発散することで u(s)の急峻な変化が実現されると言える．そこでこの項にのみ着

目し，図 3の観察結果も利用しつつ，適当な心と O<z<lにおける心を決定しよう．

u(s) = -Ds + u~ ＋心(s/{3)を（2.2)の右辺第 2項に代入し， z= s/{3と変数変換し，指

数関数の中身だけを取り出し，

g(z)三ー(1-(-D釦＋ u:＋ゆ(z)))＋ー(-{3D(z-1) + u:＋心(z-1)) 
{3 B 

2 
-~ exp(-;,(-{3D(z -1) + u:＋心(z-1))) 

2 {3 
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図3 (2.3)で定義される形式解ゅ（実線）と (2.2)における数値計算結果（点線）の比

較．数値計算結果に対して形式解心が合うように，目視で 2つのグラフを重ねて表示

したパラメータを (a)では b= -30, (b)では b= -106とし，その他は (a),(b)で

共に a=l, VF = 0, D = lとした．計算結果は Mathematicaを用いて得た．

と書く． Zく 0ではゆ(z)= 0と考えているので，特に z=Oを代入して，

1 1 2 
g(O) = -;;(1 -u~) + D -i exp(D + -;;u~) 

/3 2 /3 

/3 2 
を得る． f3→ 0に対して g(O)が有限な値を取るとすれば，例えば U;＝ -logーと取れ

2 /3 
ば良いだろう．同様に， O<z<lにおいても f3→ 0に対して g(z)が一様に有界である

と考えることで，心(z)=l-e-Dzを得る．以上の考察から，心(z)を

心(z)＝ {:9-e-Dz, 

1-e―D, 

z < 0, 

0 < z < l, 

z > l 

(2.3) 

と定義すれば良いだろう．この予想の元では 1＝心（1)=1-e-Dとなる．

以上の考察が正しいことを確認するため，（2.2)に対する数値計算結果と近似関数ゆ(z)

を比較したところ，図 3を得た．この結果から，上記で得られた心(z)は s=O近傍の挙

動をうまく捉えており，形式解である u。や心は解 u(s)の特徴を表していると考えられ

る．今後はこの考察を元に，（2.2)における周期解の構成を行っていく予定である．
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