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正弦波外力をもつ非線形遅延常微分方程式の分数調波解／概周期解／

分岐現象の精度保証に関わる話題
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1 概要

1965年，周期関数となる強制項をもつ Duffing型非線形常微分方程式の周期解の存在を

精度保証付き数値計算を用いて行う方法は Urabe[l]によって発表された．そして，占部先

生が 1974年に亡くなられるまでに，占部先生ご自身と共同研究者により，いろいろな発

展がなされた． これは世界的に見ても精度保証付き数値計算を利用した非線形微分方程式

の解の計算機援用証明の研究の一つの喘矢であった． 1974年の時点で多くの未解決問題

も残されたが，それから 50年の歳月があれば占部先生はほとんどを解決し，更には，思い

もしない発展をもたらされたと思う．ここでは，後進として， どのような問題が残され，

この 50年の間に解決されてきたか，そしてまだ何が残されているかを議論してみたい．

まず，挙げられるのが，非線形常微分方程式の解の存在証明だけでなく，非線形偏微分

方程式や非線形遅延微分方程式のような関数方程式に拡張できるかどうかという問題で

ある．非線形偏微分方程式については中尾充宏先生とドイツの M.Plum氏が本格的な拡

張をされた． 1990年に公表された M.Plum氏の方法は Schroder氏の流れを汲み，また，

Kantorovichの収束定理の拡張を用いる．また，線形化作用素の最小特異値を計算する方

法で，この方向では加藤敏夫先生の方法が源流にある．夭折した Gorischの定理がその詳

細版になるようであり， Plumはその方法を利用している．加藤先生の方法も Gorischの

方法も厳密な最小特異値の下限がわかっているときにそれを使って高精度な下限を求める

方法である． したがって，厳密な最小特異値の下限をまずは求めなければならい． Plum

はある種のホモトピー法を用いてこの一次的な下限を求める方法を提案しているが，その

計算法は簡単ではないことも多い． これに対して，劉と大石は厳密な最小特異値の下限を

求める一般的な方法を提案した．中尾の方法は， 1988年に最初のバージョンが公表されて

以来，様々に発展されてきたが，有限要素法やガレルキン近似方程式のヤコビ行列の逆行

列のノルムから線形化作用素の逆作用素のノルムを計算する方法である． 1995年に発表

された Oishiの方法 [6]は占部の方法を直接的に関数方程式に適用できるように拡張した

ものである．以来多くの研究がなされ，非線形偏微分方程式の境界値問題等を含む広範な

非線形微分方程式の解の存在と局所一意性の計算機援用証明法が提案されてきた．

非線形遅延微分方程式に対して， MinamotoとNakao[2]はNakaoの方法により Rossler

方程式に遅延項を加えた方程式の周期解の存在の計算機援用証明を示した．また，遅延方

程式の周期解の計算機援用存在証明については radii-polunomial法による精度保証法が提

案された [8]-[10]. Oishi[ll]は文献 [6]の方法を使って遅延Duffing方程式の周期解の存在

と局所一意性の計算機援用証明法を提案している．また， OishiとSekine[3]はその方法に

よって ElNino現象を記述する方程式の分数調波解の存在と局所一意性の計算機援用証明

法を提案している．

次に挙げられるのが，単なる近似解を求めるための近似方程式の次元と精度保証を行う

ために必要となる，近似方程式の次元の対比の問題である．一般に後者の方が高次元にな
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るが，それが極端に大きくなると精度保証ができなくなる． Plumは固有値問題を経由する

と精度保証をするための近似の次元をある程度押さえられることを主張している．一方，

中尾の方法や大石の方法では，精度保証定数が小さくなるオーダーが近似方程式の次元を

nとしたとき， 0(1/n)になる場合があり，そのため場合によって nが 100万でないと精

度保証ができないような状況が生じてきた． これに対して， OishiとSekine[3]では漸近優

対角行列理論が提案され，それを用いることによって，一種の加速ができ，その成果とし

て分数調波解の存在と局所一意性の計算機援用証明が可能となることが示されている．本

稿では，漸近優対角行列理論が成立する根拠が非線形項の微分可能性にあることを示し，

微分可能な関数方程式に対する広い有効性を明らかにする．

ここでは文献 [6]の方法を使って正弦波外力をもつ非線形遅延常微分方程式の分数調波

解／概周期解／分岐現象の数学的性質の精度保証付き数値計算法を用いた証明を行う試みに

ついて議論したい．特に，計算機実験によって発見された物理的，数学的の両者にまたが

る興味深い現象を紹介し，これを，どのように定理として定式化するか，そしてどのよう

に証明するかなど多くの未解決問題について議論させて頂きたい．具体的には

1)応用上興味深い非線形遅延常微分方程式には超越関数や有理関数を非線形項に持つ

方程式が多数ある． これらの分数調波解の存在と局所一意性の計算機援用証明法に

ついて議論する．著者が計算機援用証明を試みる際に，実際の計算を通じて発見し

た経験則はガレルキン方程式のヤコビ行列の最小特異値がある程度以上の次元にな

ると変化しなくなることである． ElNinが現象を記述する非線形遅延微分方程式を

解く際に，これを証明するために，漸近優対角行列理論を作り，それによってこの現

象が成立することを証明した．これに関連する話題についても触れたい．特に，漸

近優対角行列理論の発展形を示し証明を与える．多くの場合，こちらの方がより良

い評価を与える．

2)正弦波外力をもつ非線形遅延常微分方程式の概周期解の精度保証を行う方向への試

みについて議論する．概周期関数となる強制項をもつ非線形常微分方程式の概周期

解の存在を精度保証付き数値計算を用いて行う方法は Urabe[17]によって研究され、

Mitsui[18]、Shinohara,Kohda, Mitsui[19], Shinohara, Kurihara, Kohda[20]などに

よって理論と検証例が示されてきた。篠原，宮本，鈴木，栗原 [21]は、この方法を発

展させて概周期関数となる強制項をもつ非線形遅延常微分方程式の概周期解の存在

を精度保証付き数値計算を用いて行う方法を示し、幾つかの例題を解いてその有効

性を示した。ここでは正弦波関数が強制項となる非線形遅延常微分方程式の概周期

解の存在を精度保証付き数値計算を用いて証明することを目標に、まずは、近似解

をガレルキン近似を用いて求める方法を示す。そしてその精度保証法について検討

を加える。

3)非線形遅延常微分方程式に現れる複雑な分岐現象の全体像を明らかにするために，

定常解のポアンカレプロットを遅延時間をパラメータとして描き，その分岐状態状

態を再現する解を精度保証付き数値計算を用いて求める逆分岐図問題を提唱してき

た．この問題を解く過程で，幾つかのユニバーサルな分岐現象を見つけている．そ

れらについても議論したい．例えば，概周期解の多重ループ化現象，概周期解をは

さんで安定な 1/3,1/5,1/7,．．．分数調長波解が現れる分岐現象などである．

尚，本研究は，一部，千葉工大関根晃太准教授、早稲田大学修士課程 齊藤優輝、高松

尚輝、倉本一姫、中野夏樹、三浦悠希氏と共同で行っている．
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2 El Nino現象を記述するモデル方程式の分数調波解

最初に ElNinoを記述するモデル方程式として M.Ghil, I. Zaliapin,とS.Thompson[16] 

によって考えられたモデル：

dx 

dt 
=i; = -atanh1,,x(t -T)＋知oswt (1) 

を扱う． これは OishiとSekine[3]によって扱われた ElNino現象を記述する方程式とは異

なる． a=1,"'= 11,(3＝l,w =6の場合にストロボ分岐図を書いたものを図 1に示す．
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図 1.Bifurcation Diagram(a = 1，tr,= 11,(3 ＝l,w = 6) 

ここでは図 1に現れている 1/s分数調波解を求めることを考える．ただし， sは自然数

である．そのために，ここでは次の関数解析的なフレームワークを用意する： H}= {x E 

H1(0, 21r/w)lx(O) = x(21r/w)}, Y =ら（0,21r/w)とする． L:H}→Y,N:H}→Y,F:

廓 → Y を次によって定義する：

dx 
Fx=Lx+Nx, Lx==i;-, Nx=satanh,-,,x(t-T)-fJscosswt. (2) 

dt' 

すると Fはxについて Frechet微分可能で

DF(x)y(t) =—+ dy, sa1,,y(t -T) 

dt'cosh2 (1,,x(t -T)) ・ 

となる．式 (2)のガレルキン近似方程式を考える．

u(t) = ao + t仇cosiwt + bi sin i叫）．
i=O 

とする．式（4)を式 (2)に代入するとつぎのガレルキン近似方程式を得る：

g(c) = 0, 

ただし，

(3) 

(4) 

(5) 

C = (ao,a1,b1,a2,b2, ・ ・ ・,an,bn)t. 
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である．（仇虹・・・，如）を式 (4)のフーリエ基底とする． gのヤコビ行列の第 (i,j)ー要素

J(i,j) = (DF(x)外叱）． (6) 

で与えられる．
1 L 

(x, y) = ½ la,, x(t)y(t)dt 

でL= 211'/wである．次の定理 [6]が成り立つ：

定理 1. X=Y=び（0,27r),, V = H}とする．叩＝ l/n,Un= P,訊， Vn= PnYとす

る．さらに， xoEVに対して乃echet微分D五¥T(xo):V→ YはX→ Yの有界作用素に

拡張され

IIDxN(xo) IIL(X,Y)~ SctK := K。. （7) 

となるとする．ここで G(m,n):Un→見をガレルキン近似gのヤコビ行列とする．

IIGは，n)IIL(Vn,Un)~ Mn, (8) 

と計算されたとき，もし 1-CnKo(l + MnKo) > 0なら， DxF(xo)-1: Y→ Dが存在して

IIDxF(xo)―1IIL(Y,D)；； ✓(l+Mふ））□ （叫1+Mふ） ＋Mn)2 
:=M. 

1-O"n応（l+Mふ）
(9) 

を満たす．

定理 2.(3} X = Y＝び（0,21r), D = H§ とする． F:D→ Yがxについて連続片echet

微分可能とする． DxF(xo)-1: Y→ Dが存在するとして g:V→ Dを

g(x) = x -DxF(xo)―1F(x). (10) 

によって定義する．

IIDxF(xo) —1llc(Y,v)~M 

でMIIF(xo)IIY~ T/とする． ro> 0でB(xo,ro) = { xi llx -xo llv ~ ro}とする． ここで，

ある R>Oが存在して 0<r < Rについて，もし xE B(xo,r)なら rのある実数値関数b

が存在して

MIIDxF(x) -DxF(xo)IIL(V,Y) ~ M；；(r) := b(r) 

となるとする．ただし，；；（r)はr>Oについて非負で r→ 0のときに単調に 0に収束する

とする．もし T/+ rob(ro) ~ roなら， gはB(xo,ro)上で縮小写像となり B(xo,ro)上に不動

点がを持つ． DF(x*)は可逆となるのでx*E 1JはFのゼロ点となる． ロ

もし， ro= 2f/と置くと，条件T/+ rob(ro)~ roは

b(ro)~ 1/2 

の時満たされる． xEB(xo,r)とする．このとき；；（r)を今の例について求めよう． pE 1J, 

x E B(xo, r)とする．

DxF(x)p -DxF(xo)P = saK, 
cosh叫(xo(t-T)) -cosh叫(x(t-T))

cosh伽(x(t-T)) cosh叫(xo(t-T)) 
p(t -T) 
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図 2.1/5 Subharmonic (r = 1.25,a = 1濱＝ 11,/3= 1,w = 6) 

から

IIDxFx -DxFxollL(V,Y);;:; sar.cosh(2llxolloo)(cosh(2ro) -1) := b(r) 

を得る．

図2は1/5分数調波解を表すガレルキン方程式の近似解を示した．近似計算の結果

IIG闊，n)IIL(Vn,Un) ;;:; Af:く

1 

n = 0.3765 

を得た．また，

IIDxN(xo) IIL(X,Y)こsak:＝K。=5*1*11=55 (11) 

である．図 2からガレルキン近似の次数 nを増やしても，最小特異値が変化しないこと

がわかる．次の定理が成立する．これは OishiとSekine[3]の議論の変形である．

定理 3.b,nを自然数で b<nとする． GEMn(C）が次のように分割できるとする．

G=  (i ~) (12) 

ただし， Aはbxb部分行列， Dは(n-b) x (n -b)部分行列とする． Dは更にブロック

対角行列 Ddを持つブロック行列とする．すなわち， DdとDJをDのブロック対角行列

部分とその残りの部分行列とする．

A と恥は可逆で IIA-1Bll2+ IID；；尺CD1)ll2 < 1ならばG-1が存在して

IIG―1112 ;;:; 
max{IIA-1112, IID；；り匝｝

:=M □ 
1 -(IIA-1 Bll2 + IID；；1(C D1)ll2) 

~ □ (13) 

が成り立つ． ロ

証明 Hを次のように定義される行列とする：

H=(i id) (14) 

RIMS共同研究集会「時間遅れ系と数理科学：理論と応用の新たな展開に向けて」 (2021.11.17-11.19) 



41

A とDdは可逆と仮定されているのでH-1が存在する．このとき，

IIH叫＝ （ Aー1 ル）~ max{IIA―1112, 11Dd1 ll2} (15) 

2 

となる．また，

IIH-lG -Inll2 （ふ DJ1喜：［功））— In
（ふ喜塁） 2 2 

：：：：： IIA―1Bll2 + 11n-;;1(c D1)ll2- (16) 

仮定から IIH-1G-lnll2 < 1となるので，バナッハの摂動定理から G-1の存在がわかり，

次の評価を得る：

IIG―1112 ~ 
||H-1||2 < ma{||A-1||2, ||Da1||2} 

l -llH-1G-Inll2 = 1-(IIA-1Bll2 + 11n-;;1(C D1)ll2) 
．口 (I7) 

以下， a=IIA-1112, b = 11n-;;1112,c = IIA-1Bll2,d = 11n-;;1(C D)ll2, Mn= (a+ b)/(I -

(c+d)), I/msv = IIG-1112とおいて，図 2の近似解におけるガレルキン近似方程式のヤコ

ビ行列を Gとするとき，これらの定数を数値計算によって求めた例を示そう（ただし，近

似計算である）．

表 1.Numerical Experiments 

n b a b C d Mn 1/msv 

229 101 2.6559 0.0164 0.3139 0.0898 4.4819 2.6559 

357 101 2.6559 0.0164 0.3139 0.0924 4.5008 2.6559 

485 101 2.6560 0.0164 0.3139 0.0924 4.5009 2.6559 

613 101 2.6560 0.0164 0.3139 0.0924 4.5009 2.6559 

229 201 2.6559 0.0083 0.0254 0.0269 2.8112 2.6559 

357 201 2.6559 0.0083 0.0289 0.0537 2.9041 2.6559 

485 201 2.6559 0.0083 0.0289 0.0551 2.9087 2.6559 

613 201 2.6559 0.0083 0.0289 0.0551 2.9087 2.6559 

357 301 2.6559 0.0055 0.0174 0.0270 2.7849 2.6559 

485 301 2.6559 0.0055 0.0178 0.0392 2.8223 2.6559 

613 301 2.6559 0.0055 0.0178 0.0400 2.8248 2.6559 

これから nは任意に大きくできることが推測される． したがって，十分大きな nでは

1-％的(l+M訊 o)> 0となり DxF(xo)-1: Y→Dが存在して

定理 4.nが十分大きく取れるのでDxF(xo)-1: Y→Dが存在して

IIDxF(xo)-1 IIL(Y,'D）こ V(1+MnK。戸＋Mえ：＝ M. 口 (18)

となる． ロ
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計算例では（近似であるが）

IIDxF(xo) —1IIL(Y,D)~ M=  148 

となる． よって， r0= 2 * M * 7.8 * 10―12 < 2.31 * 10-9. 

IIDxFx -DxFxollL(D,Y) 

~ 5 * 1 * 11 * (cosh(2 * 1.5) * (cosh(lO―5)-1))=3*10―8. 

となるので，

(19) 

b(ro) = Mb(ro) ;£ 148 * 3 * 10―8;£5*10―6. 

となる． したがって，以上の定数を精度保証付き数値計算で誤差評価付きで求められると

すればb(ro);£ 1/2が成立するので，近似解xのro近傍内に真の解 x＊が存在することが

わかる．

3 エルニーニョのモデル方程式の概周期解のガレルキン近似解

つぎに，別の形のエルニーニョのモデル方程式を考える。

dx(t) 
―+  （-x(t)＋企(t)+ ax(t-r) -f3coswt) = 0. 
dt 

(20) 

この方程式はSuarez,Shopf[5]の提案したエルニーニョの自励方程式モデルにOishi,Sekine[3] 

が正弦波外力を加えたエルニーニョの四季の温度変化を考慮したモデルで対称周期解、非

対称周期解、分数謂波解、概周期解、カオス解など多彩な解が現れることがシミュレーショ

ンによって文献 [3]で示され、分数調波解を含む多様な周期解の精度保証付き数値計算に

よる計算機援用存在証明が示されている。例えば、シミュレーションによって分岐図を描

いてみると図 3となる。この図において固定した Bにおいて無数の点が見られる場合には

その値で非周期解が現れていると近似的に考えることができる。非周期解としては概周期

解とカオス解が考えられる。そこで、波形と相図を書いてみてさらに詳しく調べる必要が

ある。図 4はその例である。この図において、相図の赤線はポアンカレマップである。こ

れが閉曲線となっているので、ここに現れている解は概周期解と予想される。

0.5 

゜
(
l
)
X
 

-0.S 

0.2 0.4 0.6 0.8 

~ (a=0.885,w=3.104,T=l.S) 

図 3.オイラー法によって計算した分岐図。縦軸には定常状態における x(21rn加）が十分大きな正の整数nに
ついて数千点プロットされている。これを以下ストロボ分岐図と呼ぶ。

3.1 擬周期関数

ここでは、概周期 (almostperiodic)関数の一種である擬周期 (quasiperiodic)関数f(t)

を次のように定義する。 fo(u1,u2,・・・,un)がn次元実変数 (u1,u悶・ ・,un)のn-重周期
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図 4.オイラー法によって近似計算した概周期解 (T= 1.5,a = 0.885,/3 ＝0.25, w = 3.104) 

関数とする。すなわち Joは叩についてmを周期とする周期関数とする：

fo(u1,u2,・・・,糾＋ T;,・ ・ ・, Un)= fo(u1, u2, ・ ・ ・, u;, ・ ・ ・, Un) 

ここに、刀は正の実数とする。 J(t)が

f(t) = fo(t, t, ・ ・ ・, t) (21) 

と書ける時、疑周期関数という。擬周期関数外力に対する擬周期解の存在の証明を精度保

証付き数値計算により行うことを考えたのは Urabe[17]で、例題まで解いたのがMitsui[18]

である。この理論を発展させ、周期関数外力に対する擬周期解の存在の証明を精度保証付

き数値計算により行うことを考える。そのために、まず、ガレルキン近似によって擬周期

解の近似を求める方法を次の節で提案する。

3.2 補助偏微分方程式

簡単のため n=2の場合を考える．補助偏微分方程式として次を考える。｀ ＋土） x(u1土）一 x(uぃ四）＋岱(u1,u2)+ ax(u1 -T,u2 -T) + (3coswu1 = Q22) 

元（m匹）が周期乃と乃の 2重周期関数であれば， x(t)= x(t, t)は式 (20)の擬周期解と
なる。このような考え方は Urabe[17]が提案し Mitsui[18]が発展させた。以下、式 (22)の
2璽周期解の存在証明を精度保証付き数値計算によって行う方法を示す。 T1= 21r/wとす
る。ここで、花は未知であることを注意する。そこで、 W2= 21r/T2.を未知独立変数とし
て式 (22)に加える。式 (22)の2重周期解は u叶こついてシフト不変であるので、この自由
度を減らすために拘束条件

1T'1T2 x(u1匹）cos(w匹）du2= 0 (23) 

を附く。式 (22)と式 (23)のガレルキン近似解はニュートン法によって求めることがで

きる。

3.3 ガレルキン近似方程式

ガレルキン近似として

m 

戸 m，四） ＝ a(O,O) 十とど叩os(p,w,u)+/3~sin(p,w,u) (24) 
r=l ipl=r 
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を考える。ただし、 (p,w,u)= p1w国 1+p2w四 2である。式 (24)を式 (22)と式 (23)に代

人するとガレルキン近似方程式

PmF（企m)= 0, 

叩，1)= 0 (25) 

を得る。図5は図4と同じ擬周期解の近似をガレルキン法で求めたものである、W2= 0.25353 
と近似的に求められており、 w= 3.104との比は単純な整数比ではないが、無理数比かど

うかは証明できない。

こii 0 

-l 0 20 ●0 60 80 100 
9 (”• 1 . 5 ,a•O.885,山•3. 104,W2 •O .25353 , 9=0.25 ,r• 1 . 8881← 15 , ` • 1.0178•-06) 
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p
 

-0.S 

-l-1 -0.S O O.S l 

x(t) (O,de, of app,ox;maho, m-31,,es-2.8957e-06) 

図 5.ガレルキン近似解 (T= 1.5, C> = 0.885,/3 ＝0.25,w = 3.104) 

。
(
~
）

X
 

-0.5 
1250 1300 1350 

t (T~l.1406,0 
-！0 5 

゜X(T一1.1406,a
°・ S 

図 6.オイラー法によるシミュレーションの結果 (T= 1+1/8+1/64 = 1.1406,(3 ＝1, a=  0.885, w = 3.104) 

こうしてガレルキン近似方程式を基礎に擬周期解の存在は Oishi[6]の提案した方法に

よって精度保証付き数値計算によって証明できると考えられ、 kvとvcpライブラリを用

いた精度保証プログラムを作成して検証中である。ただし、吟／wが無理数かどうかは証

明できない。
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図 7.ガレルキン近似解 (r= 1 + 1/8 + 1/64 = 1.1406,/3 ＝1,a = 0.885,w = 3.104) 

4 遅延vander Pol-Duffing方程式に現れる様々な分岐現象

次に，時間遅れ要素を持つ vander Pol-Duffing方程式

d2x(t),,1 21,,,,dx(t) 

dt2 
+ k(x2(t) -1)~ + μx(t)＋1x3(t) -ax(t-T) = {3cost (26) 

dt 

を考える．この方程式は分数調波解や，カオス的非周期解などのさまざまな複雑な解が数

値計算により観測されている [22]．筆者は千葉工大関根氏，早稲田大学修士学生の斉藤，

高松氏とともにその分数調波解の存在と局所一意性の証明について精度保証付き数値計算

を用いて成功している．それ以外にもユニバーサルに現れる非周期解を持つようで，その

存在証明を精度保証付き数値計算を用いて行うことを目剤している． ここでは (26)の多

様かつ複雑な分岐現象について数値実験した結果を報告したい．

5 分岐図

以下，（26)のパラメータを (a=1,/3 = 5,k = 0.1,μ = 0.1,1 = 1)として考える．図 5

は横軸を T,縦軸にオイラー法で求めた近似解を 21rごとにプロットした分岐図である． T

を固定した縦軸上に， n点プロットされるとき 1/n分数調波解が見られ，多数の点がプロッ

トされているところは非周期解であることが予想される．

6 ポアンカレマップと相図

外力の周期である 21rごとに (x，土）平面に軌跡をプロットした図を簡単のためにポアン

カレマップと呼ぶ．以下に様々なバこおいて左にポアンカレマップ，右に (x(t),x(t)）を連

続的に描いた相図を示す．図 9は様々な非周期解を表している．上から準周期解，準周期

解の漸近集合の 2重化， 3重化，漸近集合のトーラス化，準周期解からカオスヘ，カオス

解が見られる．現在，このような分岐現象の数学的な性質を精度保証付き数値計算を通し

て証明することを考えている．
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