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1.序論

時間遅れを考慮に入れたBurgers方程式の

時間大域解について 1

久保 隆徹 （お茶の水女子大学基幹研究院）＊

交通流の数理モデルの 1つとして次の形の粘性Burgers方程式がよく知られている：

｛如—咽p+0のい (1 -t) ｝＝ 0, X E股， t＞ 0, （B) 

p(x, 0) = Po(x), x E股．

ここで，未知関数p= p(x, t)は車の密度，定数V,Vm, Pmはそれぞれ拡散係数， p→0の

ときの最大速度，車の最高密度を表す正定数であり， p。は初期密度を表す既知関数であ

る（例えば，［1]を参照）．（B）は，車の密度pと車の流量qに対する保存則8tp+axq= 0 

に

q = pv, v = Vm (1 -_!!_) -̀  
Pm/ P 

を代入して得られる．ただし， vは車の速度を表す．この速度vに注目すれば，この数

理モデルは運転手が刻一刻と変わる渋滞の状況を pにより把握し，瞬時に自分が運転

する車の速度を変えて運転していることを意味している．しかし，現実では渋滞の状

況を把握し，アクセルやブレーキを使って車の速度を調整するタイムラグが伴う．そ

のため，現実の状況をより精確に表すためには速度vを以下のように時間遅れをもつ

項を入れたほうがよいと考えられる：

V = Vm (1-生)―気p
Pm/ P 

ただし， pT=p(x,t-T)とした．

以上のことを考慮して，本講演では固定された遅れパラメータ T > 0に対して，時

間遅れを考慮に入れた次の粘性Burgers方程式の初期履歴問題を考える：

｛如—呪p鳴 (pV(pT) ） ＝ 0, X E股， t＞ 0, （DB) 

p(x, t) = p0(x, t), x E恥ーT-C:: t -C:: 0. 

ただし， V(p)はpに関してび級とし， p。は既知関数とする．

時間遅れを考慮に入れた粘性Burgers方程式の初期履歴問題に対してはいくつか既

存の結果が知られている． Liu[4]は次の Oーディリクレ境界条件下での粘性Burgers方

程式の解の漸近挙動について考察を行っている：

{：px,/）Uご。：x／；txP= 0, >~;: :: ~: : t < o, 

p(O, t) = p(l, t) = 0, t > 0. 
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Liuはエネルギー法を用いることで，初期履歴関数PoE C([-T, O]; HJ)に対して，（1)

の時間大域解pE C([-T, oo); HJ)が存在することを示し， Tが十分小さい場合にOxPの

指数安定性を示した．さらに， Tが十分小さい場合に， TangとWang[7]により (1)の

時間大域解p自身の指数安定性も示されている．また， SmaouiとMekkaouiにより周

期境界条件下での時間遅れを考慮に入れた粘性Burgers方程式が考察され， Liu[4]と同

様の時間大域解の一意存在性や指数安定性が示されている．

また， Tang[6]は時間遅れを空間非局所項にとり入れた以下の問題も考察している．

{：t(Px，□□]［ゃ(x)叫x,t)dx)如 ＝ 0, ~:;: ::口：，t：：：：： o, 

p(O, t) = p(l, t) = 0, t > 0. 

ここで， <pEびは既知関数とする． Tangは [7]と同様の方法でLiu[4]と同様の時間大

域解の一意存在性と指数安定性を示している．

上で紹介した安定性に関する結果は，すべて時間遅れパラメータが十分小さい場合

に対しての結果であることに注意したい．

2．主定理

初期履歴を用いて， I。を以下で定義する初期履歴関数に対するノルムとする：

I。=(sup||po(t)||か+J゚110ェPo(t)lli2dt) 112 
-TS:に0

このI。をひとつの指標とした次の時間大域解の存在定理が示される．

定理 1（時間大域解の存在定理，［2]).次を満たす正数6が存在する：

初期履歴PoE C([-T, O]; Hりが

(1 + IV(O)Iふ）2而(1+Ii)I。 ~6

を満たすならば，（DB)の時間大域解pE C([-T, oo); Hりが存在し，

BxP E L2(0, oo; Hり， OtPEび（O,oo;Lり

と次のエネルギー評価を満たす：

00 

llp(t) IIか＋J (1|如 (t)||i2+ I|如 (t)||か)dt:::;C(l + It)I5, t ~ 0. 

(SC) 

ただし， Cはバこ依らない定数である．さらに， llp(t)IIL00→0(t→ (X)）が成立する．

注 2.定理1は， TとI。が条件 (SC)を満たすならば時間大域解が存在することを主張

している．すなわち， TもしくはI。が十分小さくなくても，時間大域解が得られるこ

とを示唆している．

次に，定理 1で得られた時間大域解の正則性について得られた結果を紹介する．そ

こで， Cぬ((/3,(X)）； X)を，バナッハ空問Xに値をとり tの関数として tE (/3,(X)）内の

局所Holder連続な関数の空間と定める．このとき，以下が成り立つ：
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定理 3（時間大域解のtに関する Holder連続性，［2]).Vがpのび級関数とする．このと

き，定理 1 で得られた時間大域解p は pEC}。~2((0, oo); Hりであり

llp(t) -p(s)||が 三 』(s―1/2+ l)(t -s)1!2 (t > s > 0) 

が成り立っ．ただし，みはバこよらない正定数である．

定理3により， VEびであれば0山(pV (pT)) E c;□((T, 00）；び）であることがわかる．

よって，積分方程式の解pが8tp,8初EC((T, oo): Lりとなり，びに値をとる連続関数

の枠組みでpが方程式を溝たすこともわかる．同様の考察を繰り返すことで正則性が

上がることもわかる．すなわち，以下を示すことができる．

定理 4（時間大域解の xに関する正則性，［2]).n ENに対し， Vはcn+l級であるとす

る．このとき，任意の k(2 ~ k ~ n + 1)に対し，定理1で得られた時間大域解pは

心，邸戸pEC}。戸（（（k-l)T, oo);ザ） nび((k-l)T, oo; Lり

を満たし，

118クp(t)11£2::; Ik(T){(t -(k -l)T) —½ + 1}, t>(k-l)T 

なる評価も満たす．ここで，五(T)はバこ依存する正定数である．

定理4では時間が経過するにつれて解が滑らかになる性質を示しており，時間遅れの

効果を捉えたひとつの結果であると考えられる．

注 5.定理4により，時間大域解の tに関する正則性も上がることがわかる．例えば，

洸pについては方程式(DB)から

冴p＝直虎p+a心 (pV(pT))

＝直心＋0心pV(pT)+ (a忍加＋Otpo,紐＋p如加）V'(pT)+ pV"(pT)如 ぶPT

とかけるので，左辺が表す項に注目すれば， o;pE c1~。戸 ((3T, 00)；び） nび(3T,oo; Lり

であることがわかる．このように方程式を用いれば， tについても徐々に正則性が上が

ることがわかる．

3.主定理の証明のアウトライン

3.1.定理1の証明のアウトライン

定理 1を示すための重要なカギとなる補題は，時間局所解の存在定理とアプリオリ評

価である．アプリオリ評価を用いて時間大域解の存在定理を考えるために， t'~o を任

意に 1つ固定し， t~ t'に対して以下の初期履歴問題を考える：

｛如—噂p噂(pV(pT) ） ＝ 0, 

p(0心） ＝仰(0,x), 

XE尺， t> t', 

XE恥， t1-T'.S0さt'

このとき，（DB'）に対して以下の時間局所解の存在定理が成り立つ：

(DB') 
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補題 6（時間局所解の存在定理）．任意の正数M に対して，次を満たすt'によらない定

数t。=t0(M)が存在する：初期履歴at'EC([t'-T, t']; Hりが

(1 + IV(O)lvゲ）2,/T sup llat1(s)||かさ M
t1-T'.oB'.ot1 

を満たすならば，初期履歴問題 (DBりは区間 [t',t'+ to]上で一意解pE C([t'-T, t'+ 

叫；Hり叫(t',t'+t。炉）をもち， 8tp Eび(t',t'+t。；び）であり，以下が成り立つ：

(1+|V(O)|vゲ）2ふ sup llp(s)||かさ 2M
t'-TSsst'+t。

(DB)の解p(t)に対して，次のアプリオリ評価が成り立つ：

補題 7（アプリオリ評価）． T>Oとし， pE C([-T, T]; Hりを (DB)の解であり， OtPE 

び(O,T;Lり， OxPEび（O,T;Hりを満たすとする．このとき，以下を満たす正定数％が

存在する：

(1 + IV(O)I好）2VT sup llp(s)ll£00:::; 6。
-T'.S:s'.S:T 

であれば，解pはO:St:STに対して以下を満たす：

1 t v IIP(t)||か＋~1t I|如(s)lli2ds 十~1t I|如（s)I|かdsさC。(1+ Ii)Iふ

ただし， C。はバこよらない正定数である．

アプリオリ評価（補題7) を示すために，以下の補助関数を用意する：

z(t,0,x)=p(t+0,x), t>O, 0E[-T,0], XE艮

このとき， z(t,0, x) = p(t, x), z(t, -T, x) = pT(t, x), z(O, 0, x) = p0(0, x)が成り立ち，

OtZ -00Z = 0, t > 0, 0 E [-T, O], XE股

なる関係式も成り立つことに注意する．このとき，（DB)の解pの低階項については以

下のアプリオリ評価が成り立つ：

補題 8.補題 7と同じ仮定下では，（DB)の解pに対して，次が成り立つ： tE [O,T]に

対して

llp(t)|出＋u[゚Te0／圃如(t,0)111幽＋；［ 1|如（s)I|詞s十 feltI|鯰（s)I|詞s

＋ど[J゜ e0/T11如(s,0)111叫ds+~
t s 

T。-T 4(ev + 2|V(O)|行)w(t)1'1:,, ll8tp(a)lli2dads 

< C。稔．
ただし， C。はバこよらない正定数， w(t)は

叫）：＝｛； ；： t > T, 

〇~ t ~ T, 

で定義される関数であり， i。は以下で定義される初期履歴関数に対するノルムである：

i。=(＿立。IIPo(0)応＋［゚:ll8xPo(0)11口）1/2
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また，（DB)の解pの高階項の評価については，以下が成り立つ．

補題 9.補題 7と同じ仮定下では，（DB)の解pに対して次が成り立つ： tE [O,T]に対

して，

1 叫(t)|出＋~1t I|如 (s)lli2ds + ~［閲p(s)lli2ds さ釘1 + ii)I名

ただし， CけまTによらない正定数である．

補題8と補題9から直ちに補題7が示される．

3.2.定理3の証明のアウトライン

解のtに関する Holder連続性（定理3)については，解の積分表示：

p(t) = S(t)a0(0) -1t S(t -s)叫pV(pT))(s)ds.

゜と初等的な評価式

[<Y-ldu :S a-01b (u -a)8-l伽＝い °(b-a)゚

(b > a > 0, 0 E (0, 1))を用いることで証明することができる．

3.3.定理4の証明のアウトライン

定理4の証明のカギは，数学的帰納法によって解の正則性が上がることを体系的に捉

えることである．そのため，以下の 2つの補題を用意する：

補題 10.Vはび級とする．このとき，（DB)の解p(t)に対して

ll8;p(t)11£2 :S J2{(t -T) —½+t½}, t>T, 

かつ，

詞(p(t)-p(s))IIL2 

：：：：： JJ{(s-T)』＋け｝ （t-s壮＋ JJ{(s-T)―}＋パ｝ (t-s )¼, t>s>T 

が成り立っ．ここで， I2,JふJ名は正定数である．

補題 11.Vはcn+l級とし， Kをn以下の任意の非負整数とし，（DB)の解を p(t)とす

る．〇：：：：： f：：：：： Kを満たすすべての整数fに対し，

閲p(t)IIL2~ Jg(T){(t -(C-l)T)―} ＋げ｝， t > (C -l)T, 

かつ

閲(p(t)-p(s))IIL2 

< J}（T)｛（s-（£-1)T戸＋万｝（t-s）ら
{ 

＋どJj(T){(s-(C -l)T)―□T十げ匂(t-s)l/21, t > s > (£ -l)T 
j=2 
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が成り立つと仮定する．ここで， Ic(T),Jj(T)はバこ依存する正定数である．

このとき，

||t月:+lp(t)IIL2さ;h+1(T){(t -kT)―ふ＋ t½}, t>kT 

かつ，

IID!+l(p(t) -p(s))llu 

< Ji+1(T)｛（s -KT)―} ＋仕｝（t-s）ら
k+l 

＋こJt+1(T)｛（s-KT)―ロ一店＋tロ一句(t-s)1;2,,

j=2 

t > s > kT 

が成り立っ．ここで， IK+1(T),J[＋1(T)はバこ依存する正定数である．

これらの補題により，解の導関数のHolder連続性が示され，任意のk(2~ kさn+l)

に対して

閲p(t)llu~ Ik(T){(t -(k -l)T戸＋万｝ t>(k-l)T

が導出される．ここでさらに，エネルギー法を用いて解の時間に関する一様な評価を

導くことで，定理4が証明される．
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