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Abstract 

遅れとノイズをともに含む系の研究から，二つのトピックについて紹介する前半では遅れランダム
ウォークを用いた遅れフォッカー・プランク方程式の導出を行う道筋である．後半では遅れを二値をとる
確率過程として拡張し，この切替が固定点の漸近安定性を拡張するという剥象についてである．どちらの
トピックも未開拓の部分が多く残されているが現状と方向性を考える．

1 はじめに

本稿では，この研究会のテーマである遅れを含む系に，さらにノイズを加えたシステムについての研究か

ら，二つのトピックについて紹介する．物理的な方向からの記述であるので，数学としては粗くなるが，御海

容をお願いする．

遅れ微分方程式で記述される力学は例えて言うなら，時間と位置を座標軸に持つ平面上で尻尾を気にしな

がら穴を彫り続けるうなぎのように考えている．うなぎは伸びたり縮んだりして，穴を掘り進む向きも速度

も変化するこのうなぎは尻尾の位腐をいつも遅れ時間前に置いていて，その位醤の関数で掘り進む速さや

向きを決めているのである．力学の軌跡はこの掘られたトンネルの形状によって表現されるよく知られて

いるように遅れが大きくなると，つまり尻尾の位置がより時間的に離れると，振動及び，より複雑なトンネル

形状となるのであるこれにさらにノイズを加えるということは，うなぎの穴掘りの頭の動きにゆらぎが加

わることと類似される．

遅れを含むシステムを考察するにあたっては，遅れ微分方程式で記述することが主流である [1,2, 3, 4, 5]. 

特に遅れを変化させたときの安定性解析ではこのアプローチで様々な知見が得られている．本稿で考察す

るノイズの効果も含む系においても，遅れ確率微分方程式を探求することが主である [6]．一方，筆者のア

プローチは，対応する遅れを組み入れたランダムウォークを考えるというものであり，これを遅れランダム

ウォーク (DelayedRandom Walk)と呼んで提案している [7,8, 9, 10, 11, 12]．このアプローチの利点は遅

れによる振動現象と軌跡についてある程度理論的な計算で理解できるところにある特に自己相関関数の振

動軌跡については理論的に再現できる．
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本稿の前半では遅れランダムウォークのアプローチからの一つの成果として，遅れフォッカー・プランク

方程式 (DelayedFokker-Planck Equation)が導けるので，これについて紹介する [13]．これは Kacによる遅

れのない場合の導出を，遅れを含む場合に拡張したものである [14].

本稿の後半では単純な遅れ微分方程式の遅れの部分にノイズをいれた場合に，漸近安定性に特異的な変化

が見られたので，これについて紹介する [16,17, 18]．具体的には遅れは定数ではなく，二値をとる確率過程

とするのであるこの式においては遅れがない場合には原点は漸近安定であり，遅れがある閾値を超えると

安定性が失われることが知られている．確率過程に拡張した場合には，その平均値がこの閾値を超えても安

定性が保たれることが，数値計算で示唆されたこの現象についてはまだ則論的な輝解には至っていないが，

現状での報告を行う

2 遅れフォッカー・プランク方程式

ノイズと遅れをともに含むシステムの最も簡明，かつ代表例は以下の式で表される．

dX(t) ― +aX(t-r)＝く(t)．
dt 

(1) 

ここで a,T は実数パラメータで， T が遅れとなり，く(t)がノイズ項である．この式は上述のように遅れ微分

方程式 (Hayes方程式［1])にノイズを付加したもと見ることもできるし，確率微分方程式に遅れを導入した

ものとして考えることができる当然，どちらかの要素だけの場合よりは，より複雑で数理的には難しくな

るが，［6]に代表されるように研究は行われてきたこれらの研究により，その性質のいくつかの側而が調べ

られているが，未開拓の部分も多い．前述のように筆者のアプローチは，この式を直接解析するのではなく，

対応する遅れを組み入れたランダムウォーク（遅れランダムウォーク）を考えるというものであるこのア

プローチから遅れを含むフォッカー・プランク方程式を導出する道筋を紹介するものである [13].

2.1 遅れのない場合

まず遅れのない場合の対応を考えようこれは以下の確率微分方程式とランダムウォークの対応となる

dX(t) 

dt 
+aX(t) =W) (2) 

この確率微分方程式については様々に調べられている．物理ではブラウン運動のモデルとして，また数学で

はオルシュティン・ウーレンベック過程として研究されていて，これから確率分布に関する偏微分方程式で

あるフォッカー・プランク方程式が専出されていて，その解はガウス分布となる．

続いてランダムウォークであるが，これは離散空間と時間で次のように記述される．

P(r, n + 1) = i(l -a(r -l))P(r -1, n) 
2 

＋ー(1+ a(r + l))P(r + 1, n). 
2 

(3) 

ここで P(x,n)は時刻叫こウォーカーが位置バこいる確率であり， aは実数定数である．このランダムウォー

クはエレンフェストのモデルとも呼ばれていて，物理での気体などの平衡状態を考察することに関して提案

された [19,20]. 2つの箱の中に一定数の玉が分けていれられ，その数に比例してどちらかの箱を選び，選ば

れた方から他の箱に玉を一つ移動させるこれを繰り返して， 2つの箱の数を考え，その差をランダムウォー

クの位置とするのである物理的には両者の箱の数が同じになるような状態がより確率が高くなる実際に
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玉の数を増やすと，このランダムウォークの従う分布はガウス分布に近づいていく．そして，このランダム

ウォークからもフォッカー・プランク方程式の導出が Kacによって行われている [14].

このようにして確率微分方程式とランダムウォークで，それぞれの方法で導かれたフォッカー・プランク

方程式は以下となる [21].
8_,. 8_,. _82 
i-;-P(x, t) = a-i-:: P(x, t) + D~ P(x, t). 
8t ox 0m2 

(4) 

ここで Dは拡散定数でノイズ項の分散と関係している．

2.2 遅れのある場合

上記に鑑みて，ここでは上記の対応を遅れがある場合に拡張する．具体的には遅れ確率微分方程式 (1)に

対応するように，エレンフェストのランダムウォークを遅れがある場合に拡張し， Kacの行った導出 [14]に

なぞらえた道筋で遅れフォッカー・プランク方程式を導くものである．

遅れを含むランダムウォークの一つの表現方法は下記の式である．

P(r,n+l) =区g(m)P(r-1, n: m, n -Td) 

＋Lf(m)P(r+ l,n: m,n —叫， (5) 

ここで， P(r,n : m, n -T)はウォーカーが時刻nでは位樅rに，そして時刻n-Tdでは位償mにいる同時

（連結）確率分布であり， g(m),f(m)は過去の位置mによって決まり，前者が＋1のステップ，後者がー1の

ステップをとる選移確率であるこれを前述のエレンフェストのランダムウォークに特化すると以下のよう

に記述できる．

P(r,n+l) =苫；（1-a:m)P(r -1, n: m, n -Td) 

＋苫;(1+ am)P(r + l,n: m,n —叫， (6) 

これを前述の式(3)と比べると，遅れを含んだ場合の拡張になっていることが理解しやすいすなわち Td= 0 

のときには上記の式 (6)は式 (3)に収束する．

この遅れランダムウォークから遅れフォッカー・プランク方程式を導くにあたっては，離散から連続の時

間・空間に対応付けていく必要があるこのために各ステップのサイズを△xとして，単位時閻を△tとお

き，これらは我々の関心のある時間空間スケールに比べて十分に小さいとする．そして以下のように時間空

間変数を x=r△x,y=m△x, t =n△t, T = Td△tと定義する．これによって遅れランダムウォーク (6)は

次のように書き換えることができる．

P(x,t十△t)-P(x,t) 

△t 

; （P(x―△x,t) +[：;2△x,t) -2P(x,t)) （誓〗

＋{ L -k;_(P(x, t: y, t -T) -P(x―△x,t:y,t-T)).!i:, 
a 

2 ↓ △x △t 

＋さ：-f:(P(x十△x,t: y, t -T) -P(x, t: y, t -T))f 2i△x △t 
(7) 
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さらに以下のように極限をとる．

△x→ 0, △t→ 0, a→ O 

（△x)2 a 

2△t 
• D, —• a, n△t → t, Td△t → T 

△t 
r△x → x, m△x → Y, (8) 

これにより差分式 (7)は次の偏微分と積分を含む方程式となる

ここで

羞i:P(x, t : y, t -r)dy = i: a羞(yP(x,t: y, t -r))dy 

+DJOO竺P(x,t : y, t -r)dy. 
-oo 8丑

P7(x, t)三i:P(x, t: y, t -T)dy 
-00 

とおくとより簡明な形で遅れフォッカー・プランク方程式を以下のように書き下すことができる．

8 _,,  8 (00 _ ,,  _ _ 82 
西P7(x,t) = a西i:yP(x,t: y,t-T)dy+ D戸 P-r(x,t).

(9) 

(10) 

(11) 

この方程式は遅れ確率微分方程式 (1)から導き出すこともできる [15]．また，遅れがない場合T=Oでは

P(x, t; y, t -T)→ P(x,t)o(x -y), (12) 

となり通常のフォッカー・プランク方程式（4)と然るべく一致する．遅れフォッカー・プランク方程式方程

式の性質についてはほぼ未開拓であるしかし，フォッカー・プランク方程式に関してはさまざまな知見が

得られているので，ノイズと遅れを含む系に対しても，有意な結果が得られる可能性がある．

3 遅れの切り替えによる安定領域の拡張

続いて，現在取り組んでいるノイズと遅れの相互作用による安定領域の拡張現象を生み出すモデル [16,17] 

について述べたいこちらについては基本となる前節で述べた Hayes方程式［1]の特殊な場合であり，遅れ

方程式は下記である．
dX(t) ― =aX(t-r). 
dt 

(13) 

よく知られているように，遅れが振動をもたらし， a<Oにおいては固定点である原点 X=Oの漸近安定

性が，下記の閾値を超えた遅れで失われる．
n-

Tc= —一・
2a 

(14) 

この安定領域の境界は図 lに示した

ここではこの基本形を拡張し，遅れを固定パラメータではなく，境界をまたぐ形の二値の実数をとる確率

過程テ(t)として，具体的には以下とする．

テ（t)=冗(1+ µ~(t)). (15) 

ここでμ E (0, 1)は実数パラメータで，く(t)は＋1とー1を，それぞれ確率pと1-pでとる確率過程である．
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図 1:式（13)のX=Oの漸近安定・不安定境界境界線と座標軸の間が安定領域である．同時に確率的な遅

れの切り替えの模式図も示した遅れの値は図の横実線矢印で示された二点の黒点の値を確率的にとる．一

方で，比較を行う係数パラメータ aの確率的な切り替えでは縦破線矢印で示された二点のクロスの値を採る．

よって，

f(t) >冗（確率 p)

テ(t)< Tc（確率 1-p)

となり，図 lの横実線矢印で示した境界をまたぐ二値を取る．

ここでは，この遅れの確率的な切り替えの効果について数値的に調べた．粗い近似であるが，そのために

用いた離散式は下記となる (N［の］は mに最も近い整数を返す関数．）

X(t + 1) = X(t) + adtX(t -N[f-(t)/dt]). (16) 

特徴的にはこの確率的な遅れ切り替えは原点の安定領域の拡大をもたらすことが見いだせた具体的に

は，遅れの時間平均値〈分が閾値 Tcよりも大きい状況であっても原点の漸近安定性が保たれるということで

ある．さらに，遅れについては固定パラメータに戻し，係数パラメータ aについて同様に確率的な切り替え

をした下記の式との比較を行った
dX(t) 

dt 
= a(t)X(t -T) (17) 

ここでは a(t)が図 1の縦の破線の矢印で示したように境界をまたぐ二値をとる確率過程であるより詳細

に調べるため，式 (17)についても，離散化しての数値実験を行ったがこの場合においては安定領域の拡大

は検出されなかった

これらの結果について図 2に示した （右の図は対数一対数グラフである．）図 lと同様に実線が式 (13)

に伴う安定・不安定境界となる．遅れの確率切り替えを組み込んだ場合の，閾値の時間平均の遅れの値〈テ〉c

を数値的に推定して図に黒点として示したここにみられるように，確率切り替えによって，原点の安定領

域は Tc<〈チ〉eとなって明確に拡張している．一方，前述のように係数パラメータ aを確率過程にして同様

の切り替えをする式 (17)についても数値計算を行なったその閾値の平均位〉C の推定の結果については図

2のクロスによって示したこの結果に現れているように，この場合については安定領域の拡張は出現せず，

位〉C ~ acとなり，〈此は実線上に重なっている．

さらにこの現象において調査を継続しているが，遅れが必ずしも確率過程でなくとも，たとえば規則正し

く各時間ステップ毎に交百．に安定・不安定領域の境界をある程度の大きさの幅μでまたぐような場合にお

いても同様の安定領域の拡張が見られた [18]．委細についてはさらに研究を進めている途上であるが，扱
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図 2:式（13)に遅れの確率的な切り替えを加えたことによる X=Oの漸近安定領域の拡張を黒点で示した

典型例．右の図は対数一対数グラフである．比較の対象である係数パラメータ aの確率切り替えの結果はク

ロスであり，基本式の境界線上にならんでおり，安定領域の拡張はみられなかった（切り替えの大きさのパ

ラメータはどちらの場合もμ=0.5とした）

うのは式 (13)で遅れとしては下記である．

テ（t)=冗(1+μ入(t)). (18) 

ここで，入(t)は規則的交互に士1をとる周期関数である．

ここでは対応する以下の差分式によって数値計算をおこなった．この数値計算においては入(t)は時間ス

テップの偶奇で規則的交互に士1をとるとする．

X(t + 1) = X(t) + adtX(t -N［テ（t)/dt]). (19) 

この数値計算においては入（t)は時間ステップの偶奇で規則的交互に土1をとるとするので，テも同様に，

冗 (1士μ)をとる．図 3にμの値を変えた場合を示す．

ここにあるように，遅れテの値の平均は同じであっても，切り替え幅μを変えるに伴い安定性が変化して

いることが明確に見える特に，切り替えがない場合には平均値が不安定領域であるが，切り替えの幅を大

きくしていくと確率的な切り替えと同じように原点の漸近安定領域が拡張して得られている．また，ここで

は示していないが確率的な切り替えと同様に，係数 aを切り替えた場合には安定性の拡張は数値計算を行っ

た範囲では見られていない

これらの結果を得たあとで，すでに遅れを確率過程としたときの安定性の変化・拡大 [22,23]や，工学制

御における不安定な力学を切り替えることで安定性を得るような研究 [24,25, 26, 27]が積み重ねられてい

ることが指摘されたこれらを鑑みるに課題としては，理論的な理解と合わせて，境界をまたぐ方向によっ

て最適な安定性の拡張が存在するかどうかを確認することにある．硯状では図にあるように二つの方向のみ

での調査であるが，これを他の方向においても調べるということになる．初期的な数値計算の結果では図4,

図5に示したように，境界をまたぐ角度によって，安定性に変化があることが示唆されたより詳細な探求

は将来報告する．

また，ここでの結果はあくまでも離散化された式の数値計算によるものであるので，連続時空の場合につ

いても，これまでの研究から同様の現象は期待されるものの，その検証については丁寧に考える必要がある．
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1.5とdt=O.Dlであ図 3：規則的な遅れ切り替えをもつ式 (19)の典型的な軌跡固定パラメータは a=-

る．切り替え幅μと遅れの値は以下のように与えた
(A)μ = 0, r = 1.05, (B) μ = 0.08, r = (0.97, 1.13), 

(C) μ = 0.13, r = (0.92, 1.18). 
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図4：規則的な遅れ切り替えをもつ式 (19)の典型的な軌跡で，ここでは境界をまたぐ角度を変えている．固

定パラメータは ao= -1.5とdt= 0.01 であるこのとき遅れのしきい値は冗~ 1.0472である． T軸（横軸）

を基準に角度0をとり，（a,T)= (a。土 rSin 0, Tc土rcos0)となるように切り替えの値を設定した切り替え

幅は r= 0.1で0の値を変化させたときの軌跡である．（A)0= 0, (B) 0 = 1r/8, (C) 0 = 1r/4, (D) 0 = 1r/2. 
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図 5:規則的な遅れ切り替えをもつ式 (19)の典型的な軌跡で，ここでは境界をまたぐ角度を変えている．固

定パラメータは ao= -1.5とdt= 0.01 であるこのとき遅れのしきい値は冗~ 1.0472である． T軸（横軸）

を基準に角度0をとり，（a,T)= (a。土 rSin 0, Tc土rcos0)となるように切り替えの値を設定した切り替え

幅は r= 0.07で0の値を変化させたときの軌跡である．（A)0= 0, (B) 0 = 1r/8, (C) 0 = 1r/4, (D) 0 = 1r/2. 
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4 まとめ

ここでは遅れとノイズをともに含む系の研究の事例として遅れフォッカー・プランク方程式と，遅れの切り

替えによる安定性の変化について概説したここで述べた以外にも遅れとノイズをともに含む系については，

例えば確率論の古典的な問題である「破産問題」に遅れを導入した「遅れ破産問題」 (DelayedGambler's 

Ruin)なども提案し研究している [28,29]．上記とも合わせて，一般には現象や数理に関して困難なところも

多く，未開拓で興味深い問題も多々ある．遅れ確率微分方程式と遅れランダムウォークの両面から探求を進

めている．

本研究は「おおはぎ内科・眼科」（和歌山県・橋本市）及び科研費 19H01201による支援を受けたまた，

芝浦工業大学の石渡哲哉教授，青山学院大学の中田行彦准教授には先行研究に関しての示唆や文献紹介を頂

いたここに感謝したい
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