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ある分布型の時間遅れをもっ

微分方程式の対称的な周期解について

青山学院大学理工学部 中田行彦＊

Yukihiko Nakata 

College of Science and Engineering, Aoyama Gakuin University 

1 はじめに

時間遅れをもつ微分方程式は，工学や生物学でのモデリングに現れ，前世紀より定性的な性質が調べられて

きた．特に，特に解の振動や周期挙動は，遅延微分方程式 (DelayDifferential Equations)がもつ特徴的なダ

イナミクスとして，多くの研究が行われてきた [9].本稿では，遅延微分方程式の周期解について，線形微分方

程式に関するよく知られた結果から，非線形の方程式に関する結果を述べる． 1974年に， Kaplan&Yorke[11]

はある種の非線形遅延微分方程式とハミルトン系常微分方程式が共通の周期解を持つという対応閲係があるこ

とを示した．この関係は，［5,6, 3,4, 23, 28]などにおいて，活発に調べられてきたが，主な結果は離散遅れを

もつ遅延微分方程式に限られていた．著者は，より一般的な分布型の時間遅れをもつ微分方程式に対しても，

同様の対応関係が存在すると考えている．本稿では，最近得られている遅延微分方程式周期解に関する結果も

述べる．

まず，以下の時間遅れをもつ線形微分方程式について考えよう．

x'(t) = -x(t -T). (1.1) 

ここで， T ::>: 0は時間遅れを表すパラメータである． T = 0のとき，（1.1)の一般解は，任意定数 Cを

用いて， x(t)= Ce―tと表され，全ての解は単調に零解に収束する． T > 0のとき，（1.1)の解として，

x(t) = Ce入t（入 EC)の形の解を考える．ここで入 ECは，以下の特性方程式の根として定められる：

入＝ーe―入T• (1.2) 

特性方程式 (1.2)は，入に関する超越方程式であり，その解は無数に存在する．特性方程式 (1.2)の性質はこ

れまで様々な文献で考察されている [2,9, 12]. T = 7r /2のとき，特性方程式 (1.2)は入＝士iを解としてもっ

ことから，（1.1)に対して，次の周期解が存在する：

x(t) = C1砂＋ C呼―1 (1.3) 

ここで C1,C2は任意定数である．従って， T = 1r/2のとき，（1.1)に対して，周期が加の周期解 (1.3)が

存在する．ここで，時間遅れ T = 1r/2の 4倍の長さが周期解の周期であることに注意しておこう．時間
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遅れに対して周期が 4倍の周期解は，第 2節で後に非線形な遅延微分方程式において現れる．一般的に，

T = 1r /2 + 2n1r (n E N)のとき，（1.1)に対して，周期解 (1.3)が存在する．

特性方程式 (1.2)の解は，パラメータ Tに対して，連続的に変化する ([2,9|）．特性方程式 (1.2)の解の振

る舞いから， T< 1r/2が，（1.1)の自明解が漸近安定である必要十分条件であることがよく知られている．

T = 1r/2のとき，特性方程式 (1.2)の特性根入＝土iと対応して，（1.1)に対して，周期解 (1.3)が現れる．さ

らに Tの値を大きくすると， Re入＞ 0の領域に特性根が現れ，自明解は不安定となる．より一般の線形遅延微

分方程式に対しても，特性方程式の根の分布が調べられている．遅延微分方程式の特性方程式の解析について

は[12,19]が詳しい．

次の遅延微分方程式は，時間遅れをもつロジスティック方程式や Hutchinson-Wright方程式と呼ばれ，非

線形な遅延微分方程式のプロトタイプとして，これまでに数多く研究されてきた [7,9, 12]: 

が(t)= rx(t)(l -x(t -T)). (1.4) 

ここで rは正のパラメータである． Hutchinsonは，（1.4)を用いて，時間遅れの影響を含んだ個体群動態の

モデリングを行った [10].Wrightは素数分布の研究を動機として，同等の微分方程式を考察している [26].

(1.4)の解に対して， x>-+ logxの変数変換を行うと，次の時間遅れをもつ微分方程式を得る：

x'(t) = -f(x(t-r)), f(x) = r(ex -1). (1.5) 

Wrightは， rTさ3/2のとき，（1.5)の任意の解は，自明解に収束することを示した [12,26]．一方で， Jones

は，斤＞ 7r/2のとき，（1.5)に対して，隣接する零点同士の幅がTよりも大きい非自明な周期解が少なくとも l

つ存在することを示している．このような周期解は， “SlowlyOscillating Periodic Solutions"と呼ばれ，（1.5)

を含む広いクラスの遅延微分方程式に対して，以後も研究されている [15]. [14]では， Hutchinson-Wright方

程式の “SlowlyOscillating Periodic Solutions” の一意性がこれまで不明であったパラメータに対して，計算

機を援用した解析手法によって，一意性が示された．

2 Kaplan屈Yorkeの周期解

Kaplan&Yorkeは，論文 [11]にて，以下の遅延微分方程式に対して，ある常微分方程式系を用いて周期解

を構成している．

x'(t) = -f(x(t -1)). (2.1) 

ここでは，時間遅れのパラメータが 1に正規化されている．さらに，関数 f:R→恥は，以下の条件を満たす

リプシッツ連続な連続関数であるとする．

(Hl) xf(x) > 0 (x E恥＼｛O})

(H2) J(x) = J(-x) (x E JR.) 

条件 (Hl),(H2)は，方程式 (2.1)に「時間遅れの負のフィードバック (delayednegative feedback)」を与え

る．（1.5)の例においても，条件 (Hl)は満たされていることに注意する．多くの遅延微分方程式において，時

間遅れの負のフィードバックによって，周期解が出現する現象が見られる．条件 (H2)は， fが奇関数である

ことを要請している．この条件は， Hutchinson-Wright方程式 (1.5)では満たされていない．従って，以下の

議論は Hutchinson-Wright方程式 (1.5)については直接成り立たない．非線形関数の対称性は，以下で見る通

り，（2.1)の周期解の形状に大きく関係している．
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Kaplan&Yorkeは，遅延微分方程式 (2.1)に対して，

x(t) = -x(t -2) (2.2) 

を満たす周期 4の解について，以下のように考察した．（2.2)を満たす最小周期が4の周期解は，後に特別対

称周期解 (SpecialSymmetric Periodic Solutions, SSPS)と呼ばれている [3,4]. 

微分方程式 (2.1)のSSPSをx(t)で表し， y(t)= x(t -1)とおく．このとき，条件 (Hl),(H2)と(2.2)か

ら， y(t)は次の微分方程式を満たす：

従って，

は，次の常微分方程式系を満たす．

y'(t) = x'(t -1) 

=-f(x(t-2)) 

= f(-x(t -2)) 

= f(x(t)). 

(x(t), y(t)) = (x(t), x(t -1)) 

が(t)= -f(y(t)), 

y'(t) = f（ぉ（t)).

初期条件 (x(O),y(O))=（おo,Yo)E配を通る常微分方程式 (2.3)の解は

1:(t) f(~)d~ + 1~(t) f(~)d~ = 0 

(2.3a) 

(2.3b) 

を満たす．常微分方程式 (2.3)は保存量をもつハミルトン系の常微分方程式であり，その解挙動については古

くから調べられている [25].(2.3)の周期 4の解について，その第 1成分叫t)は遅延微分方程式 (2.1)を満た

すことが示される．次の結果が成り立つ．

定理 1.(/11, 23}} f: JR.→ Rは，（Hl},(H2)を満たすリプシッツ連続な連続関数とする．以下が成り立つ．

•遅延微分方程式 (2.1) の，（忍． 2} を満たす最小周期 4 の周期解 x(t) に対して，

(x(t),y(t)) = (x(t),x(t-1)) 

は，常微分方程式系 (2.3)の周期 4の周期解である．

•常微分方程式系 (2.3) の周期 4 の周期解 (x(t), y(t)）に対して， x(t)は遅延微分方程式 (2.1)の，（2.2)

を満たす周期 4の周期解である．

この結果は，ハミルトン系常微分方程式 (2.3)の周期解と遅延微分方程式 (2.1)の周期解を関連付け，共通

の周期解が存在することを示している． Dormayer&Ivanovは， Kaplan&Yorkeの結果を次の微分方程式に一

般化している [3,4]. 

が(t)= -g（x(t），①(t -1)). (2.4) 

彼らも，関数 g：配→良に対して適当な対称性を仮定し，特別対称周期解の存在について結果を得ている．

遅延微分方程式 (2.4)の特別対称周期解が満たす常微分方程式系は，ハミルトン系の常微分方程式ではない．

また彼らは，周期解の安定性についても解析を行っている．［1］では， Kaplan&Yorkeの結果を用いて，積分

方程式の周期解の存在を遅延微分方程式 (2.1)の周期解と関連付けている．



97

3 複数の時間遅れをもつ微分方程式

Kaplan&Yorkeは同じ論文 [11]にて，複数の時間遅れをもつ遅延微分方程式に対しても，同様の対称性を

もつ周期解が存在することを予想し，部分的な結果を得ている． Kaplan&Yorkeは， 2つの時間遅れをもつ微

分方程式

x'(t) = -f(x(t -1)) -f(x(t -2)) 

に対して，周期 6の周期解が存在することを示している．この場合は，

x(t) = -x(t -3) 

を満たす周期解の探索において，以下の 3次元のハミルトン系常微分方程式が現れる．

x'= -f(y) -f(z), 

y'= -f(z) + f(x), 

z'= f(x) + f(y). 

初期条件 (x(t),y(t), z(t)) = (xo, Yo, zo)を通る常微分方程式 (3.1)の解は

1:(t) f(~)d~ +[。:(t)f(~)d~ +[。:(t)f(~)d~ = 0 

と共に，

x(t) -y(t) + z(t) = xo -Yo+ zo 

を満たす．このことから，（3.1)に対して， 2次元の平面上で周期解を捕まえることが可能である．

ハミルトン系常微分方程式の周期解については，これまでに数多くの研究がある ([24]やその参考文献を参

照のこと）．ただし，上記のような遅延微分方程式に対して，対応するハミルトン系常微分方程式の周期解が

全て，遅延微分方程式の周期解となるかについては吟味が必要である． Feiは，［5,6]で，変分法を用いて，高

次元のハミルトン系常微分方程式の対称的な周期解の存在を調べた． nを2以上の整数として，以下の複数の

時間遅れをもつ遅延微分方程式を考える．

n-1 
ぷ(t)＝ーLf(x(t -k)). 

k=l 

ここでも， f：股→ Rは(Hl),(H2)を満たすとする．遅延微分方程式 (3.2)について，

x(t) = -x(t -n) 

を満たす周期解を考えよう．（3.3)を満たす，遅延微分方程式 (2.1)の周期解x(t)に対して，

叫t)=(x1(t)，四(t),...,xn(t))

= (x(t), x(t -1),..., x(t -n + 1)) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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とおく．このとき，

れ

叫(t)=一こf（咋（t)),
k=2 

n-1 
叫(t)＝一L f(x2(t -k)) 

k=l 

= -f(x3(t)) -f(x4(t)) -・ ・ ・ + J(x2(t + 1)) 
れ

＝ーLf（砂（t))+ J(x1(t)), 
k=3 

n-1 
x¥(t) =ーL f(x;(t-k)) 

k=l 

= -f(x;+i(t)) -J(x;+2(t)）ー・・• + J(x1(t)) ・ ・ ・ + J(x;-1(t)) 
n,-1  

＝ーこ f（咋（t)）＋こf（咋（t))(i=2,3,...,n-1), 
k=i+l k=l 

n-1 
叫(t)＝一区f(xn(t-k)) 

k=l 

= f(x1(t)) + ・ ・ ・ + f(xn-1(t)) 
n-1 

＝区f（吹（t))
k=l 

より，（3.4)は，次の常微分方程式系の解であることがわかる．

x'(t) = A¥_[1（x(t)), 

ここで

A-（： 0 11ー：）叩）ー（口）
である．

(3.5) 

Feiは，［5,6]で，変分法によって (3.5)の対称性 (3.3)を満たす周期解を求めた．（3.5)の周期解は，あるヒ

ルベルト空間上のある汎関数の臨界点として得られる．ハミルトン系常微分方程式の周期解は，必ずしも対称

性 (3.3)を満たすわけではない．このことから，対称性 (3.3)を満たす関数空間において，汎関数の臨界点の

存在を調べることが璽要である．

定理 2.(/5, 6}) f：艮→股は，（H1),(H2)を満たすリプシッツ連続な連続関数とする．以下が成り立つ．

•遅延微分方程式 (3.2) の，（3.3) を満たす最小周期 2n の周期解 x(t) に対して，

x(t) = (x(t), x(t -1),..., x(t -n + 1)) 

は，常微分方程式系 (2.3)の周期 2nの周期解である．
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•常微分方程式系 (2.3) の周期 2n の周期解

x(t) = (x1(t)，四(t),...,xn(t))

に対して， X1(t)は遅延微分方程式 (3.2)の，（3.3)を満たす周期 2nの周期解である．

(3.3)を満たす周期 2nの周期解について， f(x(t))= -f(x(t -n)）が成り立つことから，この周期解は，

n 

が(t)＝ー区f（叫ー k)) (3.6) 
k=O 

の周期解でもある．このとき，最大の時間遅れnに対して，周期がその 2倍の周期解が存在する．

Feiによる結果は，様々な拡張が行われ，複数の離散遅れをもつ連立遅延微分方程式に対しても同様の結果

が得られている [8,28]. 

複数の時間遅れをもつ遅延微分方程式 (3.6)に対して， x(t)= x(nt)なる変換を施し， n→ooとすると，極

限方程式として，次の分布型の遅延微分方程式 (DistributedDelay Differential Equations)を得る：

1 

x'(t) = -[ f(x(t -s))ds. 

゜
(3.7) 

この遅延微分方程式 (3.7)について，同様の対称性を満たす周期 2の解が存在することを，初等的に調べるこ

とが可能である．詳しくは，論文 [21]を参照されたい．（3.7)に対して，

ェ(t)＝ーエ(t-1) 

を満たす周期解を考えよう．この時，（3.8)を満たす，遅延微分方程式 (2.1)の周期解ぉ(t)に対して，

が(t)= -y(t) 

y'(t) = 2/(x(t)). 

(3.8) 

微分方程式 (3.7)の特別対称周期解は，ハミルトン系常微分方程式 (3.9)の最小固期 2の固期解と関連づけら

れる：

定理 3.{[21]) f : JR.→Rは，（H1),{H2)を満たすリプシッツ連続な連続関数とする．以下が成り立つ．

•遅延微分方程式 (3.7,)の，（3.8)を満たす最小周期 2の周期解x(t)に対して，

(x(t), y(t)) = (x(t), [ f(x(t -s))ds) 

は，常微分方程式系 {3.9)の周期 2の周期解である．

•常微分方程式系 {3.9) の周期 2n の周期解 (x(t), y(t)）に対して， x(t)は遅延微分方程式 {3.7)の，（3.8)

を満たす周期 2の周期解である．

証明 x(t)を(3.7)のSSPSとする． y(t)= Ii。~ f(x(t-s))dsに対して，

y'(t) = f(x(t)) -f(x(t -1)) 

= f(x(t)) -f(-x(t)) 

= 2/(x(t)) 
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を得る．従って，（3.7)のSSPSは，（3.9)を満たす周期 2の解であることがわかる．

次に，（x(t),y(t)）を (3.9)の周期 2の周期解とする．このとき，以下を示す．

x(t) = -x(t -1), 

y(t) = 1~1 f(x(s))ds. 
t-1 

{ (-x(t), -y(t)) : t E民｝も同じ解軌道を表すことから，

(x(t + 1), y(t + 1)) = (-x(t), -y(t)), t E民．

x(t)の周期は 2なので， x(t-1) = -x(t)が成り立つ．従って

y'(t) = 2f(x(t)) = J(x(t)) -J(x(t -1)), 

が成り立ち，このことから y(t)= JL1 f(x(s))ds + Constと表される．積分定数が 0であることを示す．

x(½) = 0, y（ら） ＞0を満たす周期 2の解軌道を考える．（x,y)= (-x(-t),y(-t)）もまた，（3.9)の解である

から，解の一意性より，（x(½+t),Y(½+t))=(-x(½-t),Y(½-t)）．このことから x は t = 1/2に関す

る奇関数である．即ち x(t+½) = -x(t-½）が成り立つ．従って

y(t) = 1~1 J(x(s))ds 
t-1 

を得る．このことから， x(t)は，（3.7)のSSPSである． 口

4 時間遅れの対称性

遅延微分方程式 (2.1)について，もう一度見てみよう． Kaplan&Yorkeによって構成された SSPSは，（2.2)

を満たすことから，

f(x(t)) + f(x(t -2)) = 0, t E JR. 

が成り立っている．このことから，（2.1)のSSPSは，次の遅延微分方程式の SSPSでもある．

x'(t) = -f(x(t)) -f(x(t -1)) -J(x(t -2)). 

より一般に，時間遅れの分布が一様でないような「重み付き」の微分方程式を考えることも可能である．

x'(t) = -cf(x(t)) -f(x(t -1)) -cf(x(t -2)). 

ここで cE JR..以下が成り立つ．

命題 4.(2.1)のSSPSは，（4.1)のSSPSであり，（4.1)のSSPSは，（2.1}のSSPSである．

r = f'(O)とおく．（2.1)の自明解は

r > -
2 

(4.1) 

7r 
のとき不安定であり， r<ーのとき漸近安定である．（4.1)の零解の安定性条件も，複数遅れがあるにも関わ

2 
らず，同様である．

より一般的に，［18]によって，以下の分布型の時間遅れをもつ線形微分方程式の安定性条件が調べられて

いる．
1 

x'(t) = -r 1• x(t -s)dry(s). 

゜
(4.2) 
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ここで， rは正の実数のパラメータ， T/:[O, 1]→股＋は正規化された有界変動関数である．

有界変動関数 T/: [O, 1]→民は， ry(O)= 0であり，開区間 (0,1)上で右連続であるとき，すなわち，任意

の点 cE (0, 1)に対して， ry(c)= lims→c+oTJ(s)が成り立つとき，正規化された有界変動関数 (Normalized

Bounded Variation Function)と呼ぶ [2].(4.2)に対して，以下の条件を満たす nを考える．

(H3) TJは閉区間 [O,1]における単調増加関数で，正規化された有界変動関数である．

(H4) ry(l) = 1, 

(H5) ry(s) + ry(l -s) = 1 a.e. s E [O, 1]（可算個の不連続点を除いて）

nは正規化された有界変動関数であるため， ry(O)= 0であり， ry(l)= 1より

J1向(s)= ry(l) -ry(O) = 1 

が成り立つ．また最後の条件は，時間遅れの分布が s= 1/2に対して対称であることを意味している．また部

分積分によって，次の結果を得る．

補題 5.(H3), (H4), (H5)を仮定する． 0S O S 1に対して，以下が成り立つ．

[ sdn(s) ＝n(O)0-J゚ry(s)ds.

特に，

[ sdry(s) = 1 -[ ry(s)ds = ~ 
(4.3)は，時間遅れの平均が 1/2であることを示す．

遅延微分方程式 (4.2)に対して， x(t)= e入tを代入し，次の特性方程式を得る．

1 

入＝―rfe―入sdn(s)，入 EC

゜[18]より，次の結果が成り立つ．

(4.3) 

(4.4) 

定理 6.(/18]) (H3), (H4), (H5)を仮定する．微分方程式 (4.2)の零解が漸近安定である必要十分条件は

である．

注意 7.今

刀―

r< 
J。~ sin (7rs) dri(s) 

TJ(s) =｛゚゚三 s< ｝ 
1 ふ<:'.s <:'. 1 

とおくと，遅延微分方程式 (4.2)は，以下の定数遅れをもつ微分方程式

1 
x'(t) = -rx(t-~) 

2 

であり 定理 6よりよく知られた自明解の安定性条件 r< 
1 1[ 1 

2.  2 を得る．また J。sin(7rs) dry(s) <::'. 1より，

T ：：：：： T 

J。~ sin (1rs) drJ(s) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 
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が成り立つ．このことから，（4.7)が漸近安定であるならば，（4.2)の自明解も漸近安定であることがわかる．

時間遅れの分散は，安定性条件の改善に寄与する．

さらに，（4.5)において等式が成り立つクリテイカルな状況では，周期 2の解が存在し，全ての解を吸引す

ることが示されている．

定理 8.(/18]) (H3), (H4), (H5)を仮定する．方程式 (4.2)に対して，

7 
r=  J1 sin (7!"S) d71(s) 

(4.8) 

のとき，特性方程式は純虚数解入＝士i7rをもつ．従って (4.8)が成り立つとき，方程式 (4.2)は周期 2の解

x(t) = c1ei1rt + c呼―i,rtをもつ．

線形微分方程式 (4.2)のダイナミクスを手がかりとして，次の分布型の時間遅れをもつ微分方程式について

考えよう．
1 

x'(t) = -f f(x(t -s)dr,(s). 

゜
(4.9) 

ここで， nは上記と同様の正規化された有界変動関数である．このため方程式 (4.9)の右辺における時間遅れ

の影響は， s= 1/2に関する対称性を持つ．また fについても，条件 (Hl),(H2)を課す．このとき，方程式

(4.9)に対しても，対称的な周期解が存在するであろうか？

nが (4.6)で与えられる場合は，（4.9)はが(t)= -J(x(t -1/2)）となる．また， r,(s)= sのとき，（4.9)は，

(3.7)となる．これらの方程式に対する同様の結果は，方程式 (4.9)に対しても成り立つだろうか？

f(x)をび級関数とし，

f(x) = T『(x),T =『（0)

とする． rをパラメータとみなすと，定理 6より，

r > 71' 

J。~ sin (7rs) dr,(s) 

のとき，零解は不安定である．さらに，定理 8より， f(x)が適当な条件を満たせば， Hopf分岐によって周

期 2の解が出現することが期待される．ここで，周期 2の解の探索において Kaplan&Yorkeが行ったような

Ansatzを行っても，分布型の時間遅れのため，有限次元の連立微分方程式は現れず，無限次元の微分方程式

について考えることとなる．このような状況において，周期解の存在を示すことは現在の課題となっている．

f(x) = sgn(x)のときは，周期 2の解を具体的に構成することが可能である．（4.9)に対して，

x(t) ｛< O t € [-1,0) 
= 0 t = 0 

の初期条件を考える． このとき t：：：： lに対して

x'(t) ~ J~;;:: +]口；：）ー[f(x(t-s)）dn(s) 
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ここでnの対称性より，

ぷ（t)+ぷ(1-t) = 1 -2ry(t) -2ry(l -t) = 0, a.e. t E [O, 1] 

が成り立つことに注意する．
t 

x(t) = t -2 L r,(s)ds 

゜を得る．ここで， x(t)2': 0, t E [O, 1]であり， x(l)= 0である．同様にして， 1'.St'.S2においては，

x(t) = -x(t -1) 

を満たす解を得る．このように，（4.9)に対して，

x(t) = x(l -t) = -x(l + t), t E [O, 1] (4.10) 

を満たす対称的な周期解を得る．この周期解は連続関数であるが，導関数 x'(t)は必ずしも連続ではない．例

えば， nを (4.6)とした特別な場合は，

x(t) ＝ {t1 -t :!二
-2 + t ~:St :S 2 

で表される周期解が現れる．この周期解の吸引性は，［2]のChapterXVIで詳細に調べられている．

f(x)が条件 (Hl),(H2)を満たすとき，（4.9)に対して，（4.10)の対称性をもつ周期 2の周期解が存在する

と考えているが，この証明は今後の課題である．
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