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1 序論

各要素が互いに遅延を含む相互作用を有する線形システムにおいて，要素の連結の仕方（ネット

ワーク構造）が解の挙動に与える影響について考察する．線形方程式において解の挙動を決定づける

ものは，実部が最大，あるいはそれに準ずる固有値と考えられる．本研究では，これらが大きさが

ネットワーク構造によってどのような影響を受けるかに着目する．

次の遅延項を持つ n次線形微分方程式系を考える．

訓t)= -ax(t) + {3Bx(t -r) (1) 

ここで， x= col(x1心 2，・・・，％） €艮れとし， ±(t) は x(t) の t に関する微分を表すものとする．方程

式（1)において， a，9は実数の定数とし， a> /3 > 0を仮定する． T は遅延の大きさを表し， Tミ0

とする． B= (bij)は， n次正方行列であり， i,j= 1,2,--・,nに対して，

妬＝誓， %E{0,1}, bi=~% 
j=l 

とする．行列 Bは， xの要素間の相互作用を表す行列と考えることができる．例えば， n=3の場

合，次の 3つの行列

（〗］ら） ； （［ i i) ; (i i i) 
が表す相互作用は，それぞれ，以下の 3頒点からなる有向グラフとしてあらわすことがでる．本研究

では，このような相互作用を表す有向グラフをネットワーク構造とよぶ．

△ /¥ ⑤~ハ3 八
O—=o 

図 1. n = 3のときのネットワーク構造の例
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福井ら [2]は，これら 3つのケースについて，式（1)の固有値および固有空間についての解析を詳

細に行い，解の漸近挙動を明らかにしている．

本研究の目的は，一般の n次方程式に対して，固有値の解析により解の漸近挙動を明らかにすると

とである．

2 支配的固有値

式 (1)の特性方程式は，

P（入） ＝det[（入十 a)I-(3e―入TB]

で与えられる．式（1)の解の漸近的挙動を支配するのは，固有値，すなわち P（入） ＝0の解のうち，

実部が最大となるものである．本研究では，そのような固有値のことを，式（1)の支配的固有値と

よぶこととする．すなわち，入。が支配的固有値であるとは， P（入） ＝0をみたす任意の入に対して，

Re入:s;Re入。が成り立つときにいう．さらに， Re入＜入。が成り立つときには，狭義の支配的固有

値という．

式（1)の固有値の性質について考えるまえに，行列 Bについて考えよう． Bの異なる固有値をμが

その代数的重複度を巧 (j= 0, 1, ・ ・ ・ m, To+ T1 +・・・+Tm= n)とする．さらに， μjの一般固有空

間を G]とする．このとき， G]の次元は r]次元であり，

cn = G。① G1④・・・ ① Gm-1 

と直和分解できることに注意しよう．行列 Bについて成り立つ性質を以下の補題としてまとめて

おく．

補題 2.1.行列 Bについて以下の性質が成り立つ．

(i)行列 Bは固有値 μo= 1をもつ．

(ii)ベクトル Vo= col(l, 1, • • •, 1)は，行列 Bのμ。に属する（右）固有ベクトルである．

(iii)行列 Bのスペクトル半径を p(B)とすると， p(B)= 1である．

(iv)行列 Bが既約であれば，固有値 μo= 1の重複度は To=1である．

補題 2.1の証明．（i,ii)行列 Bの各行の和は 1, すなわち，

n 
1 

n 

Lbij = i-L妬＝ 1 (i=l,2,・・・,n) 
J=1 bl j=1 

に注意すると，

Bvo = Vo 

が成り立つことから B は固有値 1をもち，固有ベクトルとして Voを取ることができる．

(iii) Bの任意の固有値μに対して，左固有ベクトル uの成分のうち，絶対値が最大となるものを
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Umとする．このとき， Umc/= 0である． uB=μBであるから， uBの第 m成分について，

n 

四 m= (uB)m=LUibim 
i=l 

が成り立つので，

n I n n n 

lμllu叫 ＝ こ 砧ml:::;LLlu;lbim:::; llu叫Lbim= lu叫
i=l I i=l i=l i=l 

を得る．これより, |μ|こ 1= μ。であることがわかる．

(iv) Perronの定理 (cf.[1])より明らか．

式 (1)の特性方程式は，行列 Bの固有値とその代数的重複度を用いて，

P（入） ＝ ｛Po（入）｝ro{P1（入）｝r,・・・{Pm（入）｝rm

Pj（入） ：＝入十 a-(3e―ふ朽

口

と因数分解できる．行列 Bの固有値について，代数的重複度と幾何学的重複度が等しい場合（すなわ

ち，一般固有空間が固有空間で与えられる場合）について，式 (1)の固有関数を次の補題にて与える．

補題 2.2.行列 Bの固有値 μj(μj i= 0)について，代数的重複度と幾何学的菫複度が等しいとする．

このとき，因数 p]（入） ＝0から得られる式（1)の任意の固有値入の代数的重複度および入に属する

固有関数は， VjEら (vji= 0)に対して，以下の通り与えられる：

(i)(3Tea-r+lμjナー1のとき，入の代数的重複度は rJであり，固有関数は eふ巧 (-TSS S 0)で

ある．

(ii)(3Tea-r+l灼＝ー1かつ入#-a-Lのとき，入の代数的重複度は rであり，固有関数は e入sv•

(-TさsSO)である．

(iii)(3Tea-r+l灼＝ ー1かつ入＝ーa-1のとき，入の代数的璽複度は 2rで

e入冗と se入冗 (-TさsS 0)である．

証明． μi#μjのとき， Pi（入） ＝ 0とPj（入） ＝0は共通の解入をもつと仮定すと

入十 a-(3e―知凸＝入十 a-(3e―ふ杓

あり，固有関数は

より，仏＝ μjとなり矛盾．したがって， i=I=jのとき， Pi（入） ＝ 0とp]（入） ＝ 0は共通の解をもたな

ぃ．ゆえに，入の代数的重複度は防（入） ＝0の根としての軍複度の rjを乗ずることで得られる．

固有値入の代数的重複度を調べよう．

吟（入）＝ 1+(3Te―ふ朽

において，入＋ a=(3e―入Tμjとすると，

吟（入）＝ l+T(入＋ a)
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となるので，入の Pj（入） ＝0の根としての重複度が 2以上となるのは，

1 
入＝一a--=-

T 

のときで，このような入が存在するのは， Pj(-a-¼) = 0が成り立つとき，すなわち，

街e°'T十も＝ 1 

が成り立つときである． したがって，補題の (iii)のケースのみである．また，このとき，

約＇（入） ＝—記e―入Tμj =I-0 

より，璽複度は高々 2である．

叫 t)= e罰とおく．このとき，巧(t)が式（1)の解である．なぜなら，

紐）＝入e入t巧

= (-a+(3e―叫）e罰
= -ae罰＋(3e→(t-T)Bvj 

=-a叫 t)+ (3B叫 t-T).

次に，（iii)のケースにおいて，吋(t)= te入国とおき，これが（1)の解であることは以下の計算に

よって確かめられる．

ぢ（t)= e叫＋入te叫

入t 1 
= e>.tvj + (-a -~) te入tVj

=e叫—叫(t) -~te入tVj
1 

=—叫(t) --:;:(t -T)e罰

1 
=-a吋(t)--:;:(t -T)e入(t-T)e八

=—叫(t) -~(t -T)e入(t-T)e―aT-lVj

=—叫(t) ＋缶(t -T)e入(t-T)μ凸

=—叫(t) ＋缶(t -T)e入(t-T)Bvj 

=-a吋(t)十 (3B吋(t-T). 

口

注意 2.1.μj = 0の場合には， pJ（入） ＝0から得られる固有値はーaのみであり，代数的重複度は乃

である，固有関数は， e-asVj（一T：：：：： s ：：：：：〇）で与えられる．

行列 Bが既約である場合には，式（1)の支配的固有値について以下の定理が得られる．
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定理 1.行列 Bが既約であるとする．このとき，因数Po（入） ＝0からは，実固有値入。が唯一つ得ら

れ，以下の性質をみたす．

(i)入。は式（1)の狭義の支配的固有値であり，ーaく入。<0をみたす．

(ii)入。の重複度は 1である．

(iii)固有値入。に属する固有関数は， Vo= col(l, 1,•••) に対して， e入。 sVo (-T < s 5 0)で与えら

れる．

証明．（i)入。の存在を示そう． Po（入） ＝入十 a-f3e―入T=Oを考える． Po(O)= a -(3 ＞ 0であるこ

とと，

Po(O) = a -(3 > 0 かつ Po(-a) = -(3e07 < 0 

より， Po（入） ＝0は，区間 (-a,0)の間に実数解を少なくとも一つもっ．また，

p~ （入） ＝ 1 ＋ f3Te―入T> 0 

であることから， Po（入） ＝0は実数解をただ一つもち，重複度は 1である．

叫入） ＝入十 a-f3e―入冗＝ 0の任意の解入＝ u+ivに対して，

入—入o =-a+ (3e―入加ー {-a+f3e―入。T}= /J(e―入Tμi-e―入。T) (2) 

が成り立つ．

j=Oのとき， μo= 1であるから，（2)より，

｛u-入。＝ f3（e―UT cos(VT) -e―入。T)

v = -f3e-uTsin(vT) 

が成り立っ． cos(vT)= 1とすると， sin(vT)= 0であるから v=Oとなり，入。がPo（入） ＝ 0の唯一

の実数解であることに矛盾する．ゆえに， cos(vT)< 1である．したがって，

u —入。< /3(e―UT_ e―入。T),

u?:入。と仮定すると，
0 :Su —入。 </3(e―UT_ e―入。T):S0 

となり矛盾．ゆえに u<入。である．

j i= 0のとき． μj= lμj lei0jとおくと，（2)より，

｛u-入。＝ f3｛e―UT|μ] | cos(-VT十化）ー e→oT}

v = (3e-uT lμj I sin(-vT十化）

が成り立つ． cos(-vr十化） ＃ 1のとき，補題 2.1より， p(B)= 1であることに注意すると，

u —入。< /3{e―UTIμ』-e―入。T}~ f3(e―UT -e―入。T).

u?:入。と仮定すると，
o::;u —入。 <f3(e―UT_ e―入。T)三〇



140

となり矛盾ゆえに u<入。である．

cos(-vT + 0j) = 1のとき， sin(-vT十化） ＝ 0となるから v=Oである．ゆえに， COS化＝ 1,す

なわち μjは正の実数一方で， μJ# μo = 1であることと， p(B)::;1より， μj= Iμ』<1である．

したがって，
u —入。＝ (3(e―uTlµJl-e―入。 T) < (3(e―UT_ e―入。T)

が得られ，先の議論と同様に u<入。が得られる．以上より，入。は（1)の狭義の支配的固有値である

ことがわかる．

(ii) (iii)補題 2.2において j= 0, μ。=1として考えると， /3TeaT+l> 0であるから，補題

lem:eigensolの（i)のケースとなる．一方，行列 Bが既約であることと補題 2.1の (iv)から， ro= 1 

であることから主張が正しいことがわかる． ロ

定理 lから，式 (1)の解 x(t)は，十分大きな tに対して， x(t)R, ce入。8Vo (cは実定数）で近似で

きることがわかる．すなわち，ネットワークの構造は式（1)の解の漸近的挙動に影蓉を与えないこと

がわかる．
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μj = exp(—喜？）， µj = cos (~), μj = ~ { 1 + 2 cos（竺）｝
また，対応する固有ベクトルは，すべて等しく，

巧＝ col(l,wj,wJ,・・・,w7-1) (j=0,1,・・・,n-1) 

ここで， w= exp (i~ぞ）である．

補題 3.1と，前節の補題 2.2から，以下の定理 2~4が得られる．

定理 2.B = B1のとき．

(j=0,1,・・・,n-1) 

(i)実固有値が得られるのは， nが偶数で，かつ BTeaT+1こ1のときの因数pg（入） ＝ 0からであ

る．実固有値を入号とするとき，入~ <-aであり，固有関数は，

砂号8col(l,-1,1,・・・,-1)
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(-T:Ss:SO)で与えられる．さらに， p号（入） ＝ 0から得られる実数ではない任意の固有値入

に対して， Re入＜入号が成り立つ．

(ii) p]（入） ＝ 0の実数ではない固有値を a+ib (b=/=0)とすると， a-ibは， Pn-j（入） ＝ 0である．

これら互いに共役な固有値 a士ibに属する固有関数は

eas col (cos(bs), cos (bs +予）， cos(bs+~巳） ,...,cos (bs+ ~巳））

eas col (sin(bs), sin (bs＋己），cos(bs+ ~j),···,sin (bs+ ~町））
(-TS S SQ)で与えられる．

命題 3.1（福井ら [2]).n = 3とする． B=B2のとき．

(i) 号el+ar< 1のとき， P2（入）p3（入） ＝ 0からは相異なる 2つの実固有値ふ，入らが得られ

入;<入2(<入。）．それ以外の複素固有値を入とすると Re入＜格が成り立つ．入；，入2も含め

て固有関数は e入8V,(-T S Sさ0)で与えられる．ここで vは V1に垂直な任意のベクトルで

ある．

(ii)亨el+ar> 1のとき四（入）p3（入） ＝ 0からは実固有値は得られない．固有関数については定理

??(ii)と同様である．

定理 3.n > 4とする． B=B2のとき．

(i)全ての因数pj（入） ＝ 0から実固有値が得られる． nが偶数のときの p号（入） ＝ 0を除く因数か

ら得られる実固有値を入とするとき，重複度は 2であり，固有関数は，

e入•s col (1, cos （乞）， cos(½巳） ,·..,cos(¥j))

e入＊scol (0, sin （巳）， cos(½巳） ,...,sin(~ 巳））
(-TS S SQ)で与えられる．さらに， p号（入） ＝ 0から得られる実数ではない任意の固有値入

に対して， Re入＜入＊が成り立つ．

(ii) nが偶数で，かつ /3Tear+lさ1のとき因数p号（入） ＝ 0から得られる実固有値を入号とすると

き，定理？？ （i)と同じ主張が成り立つ．

(iii) p]（入） ＝ 0の実数ではない固有値を a+ib (b=/=0)とすると， a-ibは， Pn-j（入） ＝ 0である．

これら互いに共役な固有値 a土ibに属する固有関数は定理？？（ii)と同じ主張が成り立つ．

命題 3.2（福井ら [2]).P2（入）p3（入） ＝ 0から得られる固有値は入＝一｝のみであり，固有関数は

e入8V，ー T ：：：：： s S 0で与えられる．ここで vは V1に垂直な任意のベクトルである．

定理 4.n：：：：： 4とする B=B3に対しても定理？？と同じ主張が成り立つ・

ネットワーク構造は解の過渡的なふるまいに影響を与えると考えられるが，その影響を明らかに

するためには，入。以外の固有値について，実部の大きさを比較することが必要であると考えている．
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なお， a=(3の場合には，（1)は漸近定数問題となり， Ashizawaet al. [3, 4]で，解の収束先を初期

値で表現するとともに，解の収束速度をネットワーク構造の違いによって分類している．
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