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1. Introduction/Abstract

今回の城崎代数幾何学シンポジウムの講演では, mildと呼ばれるクラスの差分加群について, 対応す
る Stokes構造を定式化し構成した最近の著者の結果 [3]をアナウンスしました. 加えて, この研究で定義
した Stokes構造を用いて, どのような研究への応用が期待されるのかについて説明しました. ここでは,

報告集の性質を鑑みて, 応用可能性より手前の主結果についてのみ説明します.

概略としては,研究の背景となったDeligne-Malgrangeによる一変数有理型接続の茎に対するRiemann-

Hilbert対応について説明した後, そのmild差分類似である本講演の主結果について説明します. 専門家
以外の方にも読んでいただきたいと考え, 講演では既知であると仮定した事柄についても記述しました.
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2. Background

本研究の背景には, 複素領域の線形微分方程式に関連したDeligne-MalgrangeによるRiemann-Hilbert

対応があります. 既知の読者も多いことは承知の上で, 記号の導入も兼ねて, この点について説明します.

2.1. Stalks of meromorphic connections (in one complex variable)

有理型接続の茎について説明します. 収束 Laurent級数体をK = C{z}[z−1]とおきます. この体には
変数 zに関する微分 ∂z が自然に作用します. 有理型接続の茎 (a stalk of a meromorphic connection)と
は, 有限次元Kベクトル空間M とその上のC線形写像∇∂z : M →M の組 (M,∇∂z)であって, Leibniz

則 ∇∂z(fv) = ∂z(f)v + f∇∂zv (f ∈ K, v ∈ M) を満たすものを言います. 二つの有理型接続の茎
M = (M,∇∂z)とN = (N,∇∂z)に対して, M からN への射 h : M → N とは, K 線形写像であって, 接
続との可換性∇∂z ◦ h = h ◦ ∇∂z が成り立つものを言います. 以上により定まる有理型接続の茎の圏を
Mero(C, 0) と書くことにします. この圏は, 自然にAbel圏の構造を持つことがわかります.

有理型接続の茎は, 複素線形常微分方程式の特異点周りの局所的な構造を抽象化した対象です. K 係
数の微分作用素環 D = K〈∂z〉/〈∂zf − f∂z − df

dz : f ∈ K〉と, その要素である n階の線形微分作用素
P (z, ∂z) = an(z)∂

n
z + an−1(z)∂

n−1
z + · · · + a1∂z + a0 (ai(z) ∈ K, an(z) ∈ K \ {0}) を考えます. この

とき, P が生成する左イデアルDP ⊂ Dによる商加群M = D/DP を考えると, M は n次元K ベクト
ル空間であり, 左作用 ∂z· : M → M によって組 (M,∂z·)はMero(C, 0)の対象となります. 逆に, 全ての
Mero(C, 0)の対象はこのように得られる対象と同型になることも知られています (cyclic vectorの存在).



2.2. Real (oriented) blow up and functions with fixed asymptotic behaviour

有理型接続の茎が定める微分方程式の「解全体」の構造を記述するものとして, 円周上の Stokesフィ
ルター付き局所系について説明します. そのためにまず, 複素平面の原点における実ブローアップ

C̃ := {(z, eiθ) ∈ C× S1 | z = |z|eiθ} ϖ−→ C, (z, eiθ) 7→ z

を用いた漸近解析の用語を準備します. この写像 ϖ : C̃ → Cは, 原点を除いた部分 C∗ = C \ {0}で
同相写像であり, 原点におけるファイバー ϖ−1(0)が円周 S1 となっています. この円周 ϖ−1(0) = S1

は, C̃の (多様体としての) 境界にもなっています. 二つの自然な埋め込み ȷ̃ : C∗ → C̃ と ı̃ : S1 → C̃が
ȷ̃(z) = (z, z/|z|)及び ı̃(eiθ) = (0, eiθ) によって定義されます. 以上をまとめると次の図式になります:

C∗ ȷ̃ // C̃

ϖ

��

S1ı̃oo

��
C∗ // C {0}oo

原点を除いた複素平面 C∗ 上の正則関数全体のなす層を OC∗ とおきます. 層の理論における標準
的な操作を用いて, S1 上の層 Õ を Õ := ı̃−1ȷ̃∗OC∗ によって定義します. 開集合 Ũ ⊂ C̃ に対して,

ȷ̃∗OC∗(Ũ) = OC∗(Ũ \ S1)であり, 感覚的には, この層 Õ は, 原点付近の角領域における正則関数を記述
する層であると考えられます. そこで, 原点付近の漸近挙動を定めた層として, moderate growthな正則
関数のなす層A ⩽0と rapid decayな正則関数のなす層A <0を Õ の部分層として, 次で定義します.

Definition 2.1. • 各開集合 Ũ ⊂ C̃ に対して, f ∈ A mod(Ũ) とは,

(a) f ∈ ȷ̃∗OC∗(Ũ) = OC∗(Ũ \ S1) かつ,

(b) 任意のコンパクト集合K ⊂ Ũ に対して, ある自然数NKと正定数 CKが存在して, 全ての点
z ∈ K \ S1 ⊂ C∗に対して不等式 |f(z)| < CK|z|−NK が成り立つこと.

同様に, f ∈ A rd(Ũ)とは, 上の条件 (a)に加えて, 条件 (b)の代わりに次の条件が成り立つこと: 任
意のコンパクト集合K ⊂ Ũ と任意の自然数N に対して, ある正の定数 CK,N が存在して, 全ての
z ∈ K \ S1に対して不等式 |f(z)| < CK,N |z|N が成り立つ.

• 上で定まる ȷ̃∗OC∗ の部分層A mod,A rd に対して, A ⩽0 := ı̃−1A mod, A <0 := ı̃−1A rdと定める.

2.3. Stokes structure (Stokes filtered local systems)

以上の準備のもとで, Stokesフィルター付き局所系について説明します. まず, 円周 S1上の (C-)局所
系とは, S1上のCベクトル空間のなす層 Lであって, 局所的には有限次元ベクトル空間のなす定数層と
同型 (∀x ∈ S1,∃U 3 x: open s.t. L|U ' CrU ) であるようなものを言います. ここに適切なフィルターを
定めるのですが, そのときに用いる「指数 (index)」自体が順序付きの層の構造をなしています.

Definition 2.2. 層 Õの部分層 I を, a(z) =
∑n

k=1 akz
−k/m (m,n ∈ Z>0, ak ∈ C)の形の関数で代表さ

れる切断全体のなすC-部分ベクトル空間の層として定める. そして, 各開集合U ⊂ S1に対して, I(U)上
の半順序⩽U を, a ⩽U b ⇔ ea−b = exp(a−b) ∈ A ⩽0(U)で定義する. 同様に, a <U b ⇔ ea−b ∈ A <0(U)

と定める (これは, a ⩽U bかつ a 6= bと同値であることが確かめられます).



この順序付き層 I を添字として, 部分層の族をフィルターとして定義します.

Definition 2.3. 円周 S1上のC加群の層Lに対して, L上の前 Stokesフィルターとは, C部分加群の層
の族 L⩽• = {L⩽a ⊂ L|U | U ⊂ S1 : open, a ∈ I(U)}であって, 以下の条件を満たすものをいう:

1. 二つの開集合 U ⊃ V と切断 a ∈ I(U), b ∈ I(V )に対して, a|V = b ならば, (L⩽a)|V = L⩽b.

2. 二つの切断 a, b ∈ I(U)に対して, a ⩽U bならば, L⩽a ⊂ L⩽b.

C加群の層 L上に前 Stokesフィルター L⩽• が与えられたとすると, 部分加群 L<a (a ∈ I(U))が

L<a :=
∑
b<Ua

L⩽b

で定まります. そして, gra(L) := L⩽a/L<aとおくと, 各開集合 U ⊊ S1毎に grL|U =
⊕

a∈I(U) gra(L) を
満たす C加群の層 grLが定まり, 自然に前 Stokesフィルターを持ちます.

Definition 2.4. 円周上の局所系 L上の前 Stokesフィルター L⩽• が Stokesフィルターであるとは, 任
意の点 x ∈ S1に対して, xの近傍 U と C加群の層の同型 η : grL|U

∼−→ L|U が存在して,

1. 全ての a ∈ I(U)に対して, η(gra(L)) ⊂ L⩽a が成り立ち, かつ

2. 商射との合成射 gra(L)
η−→ L⩽a → gra(L)が恒等射であること.

円周上の局所系とその上のStokesフィルターの組 (L,L⩽•)をStokesフィルター付き局所系 (Stokes filtered

local system)あるいは単に Stokes構造と呼ぶ. また, Stokes構造 (L,L⩽•)からもう一つの Stokes構造
(L′,L′

⩽•) への射とは, 層の射 ξ : L → L′ であって, 全ての開集合 U ⊂ S1 と切断 a ∈ I(U)に対して,

ξ|U (L⩽a) ⊂ L′
⩽aを満たすものをいう. このようにして定まる Stokes構造の圏を St(C)と書く.

2.4. De Rham complexes and Riemann-Hilbert functor

2つの圏Mero(C, 0)と St(C)を結びつけるのが, Deligne-Malgrangeによる有理型接続の茎に対する
Riemann-Hilbert対応です. まず, M ∈ Mero(C, 0)の S1上の de Rham複体を次で定義します:

D̃R(M) = [Õ ⊗KS1 MS1

∇̃∂z−−→ Õ ⊗KS1 MS1 ].

ここで, KS1 やMS1 は定数層を表し, テンソル積は自然な射KS1 → Õ を通じて与えられています. そ
して ∇̃∂z は ∇̃∂z(f ⊗ v) = ∂z(f) ⊗ v + f ⊗ ∇∂z(v) (f ∈ Õ, v ∈ M)によって定まります. 複体の次
数は, 0と 1に集中しているとします. 線形微分方程式の解の存在と初期値に対する一意性より, 0次
コホモロジーH 0D̃R(M)が S1 上の局所系を定めることがわかります. また, 各 a ∈ I(U)に対して,

DR⩽a(M) = [eaA ⩽0
|U ⊗KU

MU
∇̃∂z−−→ eaA ⩽0

|U ⊗KU
MU ]と定めると,部分層H 0DR⩽a(M) ⊂ H 0D̃R(M)|U

が得られます. 冒頭で述べたDeligne-Malgrangeの定理は, 次のようなものです:

Theorem 2.5 (Deligne-Malgrange [1, 2]). 任意のM ∈ Mero(C, 0)に対して, 組

RH(M) = (H 0D̃R(M),H 0DR⩽•(M))

は, Stokesフィルター付き局所系である. さらにこの対応は圏同値RH: Mero(C, 0) → St(C)を与える.

主張自体は上のように比較的短い準備のもとで述べられますが, その証明には, 微分方程式論における
古典的な結果を複数用いる必要があります. また, この定理は, 現在では複素多様体上のホロノミックD

加群の Riemann-Hilbert対応へと一般化されています. そして, 一般化において Deligne-Malgrangeに
よる Stokes構造の定義は (形式的には定式化を異にしているものの) 基本的な意義を持っています.



3. Main result

本稿で説明する主結果は, 微分方程式論における上述の定理の差分方程式論における類似です. ただ
し, 技術的な条件として, mildと呼ばれるクラスの差分加群に限定して定理を定式化しています. 以下で
は, まずmild差分加群について説明した後, 著者が導入したこの加群に対する Stokes構造の定義を説明
し, 最後に主結果を述べます. なお, 前節で導入した記号を以下でも一部利用します.

3.1. Mild difference modules

まず,有理型接続の茎の類似として,差分加群を定義します. 前節と同様K = C{z}[z−1]を収束Laurent

級数体とし, その上の自己同型 ϕ : K → Kを ϕ(f)(z) = f( z
1+z ) で定めます. この自己同型 ϕは, s = z−1

としたときのシフト s 7→ s + 1に対する引き戻しと対応しています. ここで, ((K,ϕ)上の)差分加群と
は, 有限次元Kベクトル空間M とその上のCベクトル空間としての自己同型 ψ : M → M の組であっ
て, 関係式 ψ(fv) = ϕ(f)ψ(v) (f ∈ K, v ∈ M ) を満たすものを言います. 差分加群の間の射も自然に定
義され, 差分加群のなす圏を Diffc と書きます (Differenceの略).

差分加群ももちろん差分方程式との自然な対応がありますが, それを繰り返す代わりに, mild差分加群
を定義するのに必要な具体例をいくつか導入します. まず,行列G ∈ End(Cr)に対して組RG = (Kr, ψG)

を ψG = (1+ z)−Gϕ⊕rで定めると差分加群になります ((1+ z)−G = exp(−G log(1+ z)) ∈ GLr(K)). ま
た, 正の整数mに対して, Km = C{ζ}[ζ−1]をK → Km, z 7→ ζm によってKの拡大体とみなし, 自己同
型 ϕm : Km → Kmを ϕm(f)(ζ) = f(ζ(1 + ζm)−1/m) で定めると, 組 (Km, ϕm)は差分加群となります.

もう少し具体例を続けます. 上述の定義より一般に, 環Rと自己同型Φ: R→ Rの組 (R,Φ)を差分環
と呼び, Rが体のとき差分体と呼ばれます. また, 差分環上の差分加群の概念を (「有限次元」を「有限生
成」に置き換えることで) 同様に定義できます. 例えば, 組 (Km, ϕm)は差分体の構造をもち, (Km, ϕm)

上の差分加群という概念を定義できます. ここでは, (Km, ϕm)上の差分加群として代表的な次の加群を
導入します. 整数 kと複素数の列 c1, . . . , cmに対して, 多価関数 a(ζ)を

a(ζ) = kζ−m log(ζ) +
m∑
ℓ=1

cℓζ
−ℓ (3.1)

で定めると, exp(ϕm(a) − a)はKmの元を定めることが確かめられます. そこで, 組 E a = (Km, ψa)を
ψa = exp(ϕm(a)− a)ϕm とおくと, E aは, (Km, ϕm)上の差分加群となります. また, (K,ϕ)上の差分加
群M に対して, テンソル積Km⊗K M は自然に (Km, ϕm)上の差分加群となります. 後で用いる例とし
て, 特に, E a ⊗K RG ' E a ⊗Km (Km ⊗K RG) は (Km, ϕm)上の差分加群となります.

さて, mild差分加群を定義するために必要な最後のステップは, 差分加群の形式的な分解定理です.

正の整数 mに対し, K̂m = C((ζ))を Km の形式的完備化とし, 自己同型 ϕ̂ : K̂m → K̂m を先と同様に
ϕ̂m(f)(ζ) = f(ζ(1 + ζm)−1/m)で定めると, 組 (K̂m, ϕ̂)は差分体です. (Km, ϕm)上の差分加群M に対
して, K̂m ⊗Km M は自然に (K̂m, ϕ̂)上の差分加群となります. 次の定理は, 差分加群の形式的な分解定
理 (formal decomposition theorem)として知られています:

Theorem 3.6 (c.f. References in [4]). 任意の差分加群M ∈ Diffcに対して, ある正の整数mと (3.1)

の形の有限個の多価関数 ai, 行列Gi (i = 1, 2, . . . , n)及び (K̂m, ϕ̂m)上の差分加群の同型

K̂m ⊗K M '
n⊕
i=1

K̂m ⊗Km (E ai ⊗K RGi) (3.2)

が存在する. また, このような同型が存在する最小のmと {E ai ⊗K RGi}ni=1の同型類はそれぞれ一意.



この形式的な分解定理を念頭に, mild差分加群は次で定義されます.

Definition 3.7. 差分加群M ∈ Diffcがmildとは, 形式分解 (3.2)において, 全ての aiが (3.1)の表示
ai(ζ) = kiζ

−m log(ζ) +
∑m

ℓ=1 ci,ℓζ
−ℓにおいて ki = 0, つまり非自明な ζ−m log ζ の項を持たないこと.

Mild差分加群のなす Diffcの充満部分Abel圏を Diffcmildと書きます.

3.2. Stokes filtered Aper-modules

差分加群の「解全体」の構造を記述することでRiemann-Hilbert対応を考えたいところですが,「微分
して 0な関数=定数」全体に比べて, 「差分して 0な関数=周期関数」全体が大きすぎるために微分方程
式に対する Stokesフィルター付き局所系のような良い構造を取り出すことは困難なように思われます.

そこで,「全ての解」を考える代わりに,「漸近挙動の良い解全体」を考えることで, 元のmild差分加群
を復元するのに十分なだけの構造を取り出そう, というのが基本的なアイデアです.

このアイデアをより正確に説明するために,まず §2.2で導入した層 Õ は, ϕ̃(f)(z) = f(z(1+z)−1)によっ
て差分環の層の構造を持つ点に注意します. 先ほどの説明で「周期関数全体が大きするぎる」と書いたこ
との正確な意味は, Õper := Ker[Õ

ϕ̃−id−−−→ Õ]が大きすぎるという意味です. 一方で, ϕ̃は, 部分環の層A ⩽0

やA <0を保つので, これらも差分環の層とみなせます. そこで, 同様にA ⩽0
per := Ker[A ⩽0 ϕ̃−id−−−→ A ⩽0],

A <0
per := Ker[A <0 ϕ̃−id−−−→ A <0] とおきます. 次の補題は本研究のアイデアの種となった観察です:

Lemma 3.8. 二つの実数 a < bに対して, (a, b) = {eiθ ∈ S1 | a < θ < b}とし, u = exp(2πiz−1)とお
く. このとき, 空でない yutj連結な開集合 U ⊂ S1に対して, 次が成り立つ :

A ⩽0
per (U) =


C{u−1} (U ⊂ (0, π))

C{u} (U ⊂ (−π, 0))
C (U ∩ {e0, eiπ} 6= ∅),

A <0
per (U) =


u−1C{u−1} (U ⊂ (0, π))

uC{u} (U ⊂ (−π, 0))
0 (U ∩ {e0, eiπ} 6= ∅).

ここで, C{v}は vに関する収束冪級数環を表します. この補題から, A ⩽0
per あるいはそれを拡張した

Aper :=
∑

n∈Z u
nA ⩽0

per ⊂ Õ を用いることで, 良い構造を取り出したいというのが基本的なアイデアです.

前置きはこのくらいにして, mild差分加群に対する Stokes構造を定義していきます. まず, I ⊂ Iを,

a(z) =
∑m

k=1 akz
−k/m (m ∈ Z>0, ak ∈ C) の形の和のなす部分層として定義します (最も特異性の高い

項が z−1まで, という制限がついています). 半順序⩽U は I上に定まるものをI 上に制限して定めます.

Definition 3.9. Aper加群L 上の前 Stokesフィルターとは, 層の族

L⩽• = {L⩽a ⊂ L|U : A ⩽0
per|U-submodule | U ⊂ S1 : open, a ∈ I (U)}

であって, 以下の 3つの条件を満たすものをいう:

1. 二つの開集合 U ⊃ V と切断 a ∈ I (U), b ∈ I (V )に対して, a|V = b ならば, (L⩽a)|V = L⩽b.

2. 二つの切断 a, b ∈ I (U)に対して, a ⩽U bならば, L⩽a ⊂ L⩽b.

3. 任意の整数 n ∈ Zと a ∈ I (U)に対して, unL⩽a = L⩽a+2πinz−1 が成り立つ.

定義と比較すると,条件 3が新たに加えられている点に注意してください. §2.3.と同様に, L<aや graL

及び grL が定義されますが, 条件 3により, grL はC[u, u−1]加群の層の構造を持ち, Aper⊗C[u,u−1] grL

には自然に前 Stokesフィルターが定まります.



Definition 3.10. 局所自由Aper加群L 上の前 StokesフィルターL⩽• が Stokesフィルターであると
は, 任意の点 x ∈ S1に対して, xの開近傍 U とAper|U 加群の同型 η : (Aper ⊗C[u,u−1] grL )|U

∼−→ L|U が
存在して, 次の二つの条件を満たすこと :

1. 全ての a ∈ I (U)に対して, η(graL ) ⊂ L⩽aが成り立つ.

2. 全ての a ∈ I (U)に対して, 商射との合成射 graL
η−→ L⩽a → graL は恒等射である.

局所自由Aper加群L とその上の StokesフィルターL⩽•の組 (L ,L⩽•) を Stokesフィルター付き局所
自由Aper加群と呼ぶ. 通常の (有理型接続の茎に対する)Stokes構造の定義と同様にして, Stokesフィル
ター付き局所自由Aper加群の圏を定め, これを St(Aper)と書く.

3.3. Riemann-Hilbert correspondence

2つの圏DiffcmildとSt(Aper)を結びつけるのが,本研究の主結果であるmild差分加群に対するRiemann-

Hilbert対応です. Mild差分加群M = (M , ψ) ∈ Diffcmild に対して, de Rham複体を次で定義します:

D̃R(M ) = [Õ ⊗KS1 MS1
ψ̃−id−−−→ Õ ⊗KS1 MS1 ].

ここで, ψ̃ は, ψ̃(f ⊗ v) = ϕ̃(f)⊗ ψ(v) (f ∈ Õ, v ∈ M ) で定義します. この複体の 0次コホモロジー層
H 0D̃R(M ) をとってもうまくいかない (局所自由Aper加群がえられない)ので, 少し工夫をします. ま

ず, 各 a ∈ I (U)に対して, DR⩽a(M ) = [eaA ⩽0
|U ⊗KU

MU
ψ̃−id−−−→ eaA ⩽0

|U ⊗KU
MU ] と定めると, 先と同

様に部分層H 0DR⩽a(M ) ⊂ H 0D̃R(M )|U が得られます. すると, 部分加群 Per(M ) ⊂ H 0D̃R(M )が
存在して, 各開集合 U ⊊ S1に対して,

Per(M )|U =
∑

a∈I (U)

H 0DR⩽a(M )

が成り立ちます. 本研究の主定理は以下のように述べられます:

Theorem 3.11 (S. [3]). 任意のM ∈ Diffcmild に対して, 組
RH(M ) = (Per(M ),H 0DR⩽•(M ))

は Stokesフィルター付き局所自由Aper加群であり, 圏同値RH: Diffcmild → St(Aper)が定まる.

証明には, 差分加群に関する古典的な結果 ([4]とそこで引用されている文献を参照)を駆使します.
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