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概要
本稿では，城崎代数幾何学シンポジウム 2022 での著者の講演をもとに, レンヌ第一大学の

Frank Loray氏, 神戸学院大学の齋藤政彦氏との共同研究 [20]の結果を説明する.

1 導入
C を複素非特異射影曲線とし, D をその上の有効因子とする. 組み (C,D)上の (準)放物束
について考察する. 特に今回は C が射影直線で, (準)放物束の階数が 2の場合を詳細に調べる
ことにする. この場合で D が被約のときに知られていた結果を, D が被約とは限らない場合に
拡張することを目標とする. まずこの節では放物束の一般論について復習し, 次節で C が射影
直線で, 階数が 2, さらに D が被約のときに知られていた結果を復習する.

まず r と ν は正の整数とする. また n, n1, n2, . . . , nν も正の整数とし,

ν∑
i=1

ni = n

をみたすものとする. t1, t2, . . . , tν を C 上の相異なる点とし, C 上の有効因子 n1[t1] + · · · +
nν [tν ]を D とおく.

定義 1.1. 一般に (C,D)上の (準)放物束 (E, l = {lji }
0≤j≤r−1
1≤i≤ν )とは, 階数 r の C 上のベク

トル束 E と E|ni[ti] の自由 Oni[ti]-加群によるフィルトレーション

E|ni[ti] = l0i ⊃ l1i ⊃ · · · ⊃ lr−1
i ⊃ lri = 0,

の組みのことである. ただし任意の i, j に対して lji /l
j+1
i

∼= Oni[ti] をみたすとする. またこの
フィルトレーションを E の ti 上の放物構造と呼ぶ.

D が被約の場合の放物束はMehta–Seshadri [23] によって導入された. ここでの放物束は,

上の (準) 放物束 (E, l) に放物重み α を加えた組みのことであり, この放物重みは, 放物束の
良いモジュライ空間を構成するための安定性条件の定義に使われる. 安定重み αを固定したと
き, α-半安定放物束のモジュライ空間は [23], [6], [9] の中で構成されている. また, この放物
重みを動かしたときのモジュライ空間の変化は [11], [5], [25], [14] などで研究されている. D

が被約とは限らない場合の放物束は, 例えば [7], [8]の中で調べられた. このような放物束に対
しても安定性条件が導入され, この場合の α-半安定放物束のモジュライ空間が [8]の中で構成
された. 最終的には横川氏によってより一般的な形で放物束は定式化され, その安定性条件の
導入とモジュライ空間の構成がなされた ([27], [28]).

通常, 放物束といえば, ベクトル束 E, フィルトレーション l, 放物重み αの組みからなるが,

この報告書ではベクトル束とフィルトレーションの組みを放物束と呼ぶことにする. (このよ
うな組みは通常, 準放物束と呼ばれる). 放物重みを省いて考える理由として, 我々がモノドロ
ミー保存変形に興味があることが挙げられる.

次に放物束とモノドロミー保存変形の関係について議論する. 稲場氏・岩崎氏・齋藤氏は一
連の論文 [16], [17], [15]の中で放物接続を導入し, そのモジュライ空間を構成し, モノドロミー
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保存変形の研究にこのモジュライ空間を応用した. まずこれについて簡単に振り返る. ベクト
ル束 E と, ライプニッツ則をみたす C-写像 ∇ : E → E ⊗ Ω1

C(D) の組みを接続といい, さら
に接続と両立するフィルトレーション

E|ni[ti] = l0i ⊃ l1i ⊃ · · · ⊃ lr−1
i ⊃ lri = 0,

の三つ組を放物接続と呼ぶのであった. (ここでも任意の i, j に対して lji /l
j+1
i

∼= Oni[ti] をみ
たすとする).

D が被約な場合は, 放物重み αに対して安定性条件が [16], [15] の中で導入され, αを一般
に取れば α-安定と α-半安定が同値になるようにでき, そのような放物重み αを固定する. こ
のとき [16], [15]の中で α-安定放物接続のモジュライ空間がスムースな準射影的スキームとし
て構成された. D が被約とは限らない場合の放物接続は [18]の中で研究されている. この放物
接続は不分岐型不確定特異点を持つ線形常微分方程式に対応するため, この場合, 放物接続を不
分岐型不確定放物接続と呼ぶことにする. 不分岐型不確定放物接続についても放物重み αに対
して安定性条件が導入され, α-安定不分岐型不確定放物接続のモジュライ空間が [18]において
スムースな準射影的スキームとして構成された.

α-安定放物接続のモジュライ空間や α-安定不分岐型不確定放物接続のモジュライ空間は,

放物接続や不分岐型不確定放物接続のモノドロミー保存変形が幾何学的パンルヴェ性を持つこ
との証明において重要な役割を果たしたのであった. またこれらのモジュライ空間上には自然
なシンプレクティック形式が入り, この事実はモノドロミー保存変形 (例えばパンルヴェ方程
式) がハミルトン系の表示を持つことに対応している. このようにモノドロミー保存変形の研
究にこれらのモジュライ空間は有用であるが, これらのモジュライ空間を調べる上で, 放物束は
有用であることが知られている. 実際, (不分岐型不確定)放物接続から接続を忘れることで, 放
物束を得る. ここで注意しなければならないのが, 下部の放物束が α-安定ならば, (不分岐型不
確定)放物接続も α-安定であるが, 逆は成り立たないことである. そのため, 接続を忘れること
で得られる写像は, 例えば, α-安定 (不分岐型不確定) 放物接続のモジュライ空間の, 下部の放
物束が α-安定である部分から, α-安定放物束のモジュライ空間への写像ということになる. こ
の写像は (アフィン束や, ラグランジアンファイブレーションになるなどの) 良い性質をみたす
ことが期待されている.

これまでの議論は, 下部のベクトル束の階数は一般の r, また下部の複素非特異射影曲線も一
般にとっていたが, これからは階数は 2, 下部の複素非特異射影曲線は射影直線であるとする.

つまり我々の放物束 (E, l)は, 階数 2の P1 上のベクトル束 E と, l = {li}1≤i≤ν の組みからな
る. ただし, 各 i に対して, li ⊂ E|ni[ti] は長さ ni の E|miti の自由 Oni[ti]-部分加群とする.

つまり我々は特殊な場合しか考えないが, 対応するモノドロミー保存変形は十分に興味深い対
象を含む. 実際, この場合のモノドロミー保存変形は

• D = [t1] + [t2] + [t3] + [t4]の場合はパンルヴェVI型方程式に;

• deg(D) ≥ 5で D が被約な場合はガルニエ系に;

• D が D = [t1] + [t2] + 2[t3], D = [t1] + 3[t2], D = 2[t1] + 2[t2], D = 4[t1]の場合はそ
れぞれ, パンルヴェV型, パンルヴェ IV型, パンルヴェ III(D

(1)
6 )型, パンルヴェ II型

方程式に;

• deg(D) ≥ 5で D が被約でない場合はいくつかの不確定ガルニエ系に対応する.

さらに, モノドロミー保存変形の文脈のみならず, [3], [4], [13]では幾何学的ラングランズ問
題の視点からもこれらの場合が研究されている.

2 Dが被約な場合
我々の目的は, D が被約な場合に知られている放物束に関する結果を D が被約とは限らな
い場合に拡張することである. そこで今から, D = [t1] + · · ·+ [tν ]と置いたときに知られてい
る, 今回の研究に関連する放物束についての結果を復習する. ここで t1, . . . , tν は P1 上の相異
なる点とする.
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まず, Λ = (λ+
i , λ

−
i )1≤i≤ν は

∑ν
i=1(λ

+
i + λ−

i ) + d = 0をみたす複素数の組みとする. ここ
で Λに対して, (ϵi)1≤i≤ν ∈ {+,−}の任意の選択について∑ν

i=1 λ
ϵi
i ̸∈ Zをみたすという条件

を課す. Λがこの条件をみたしている場合, この Λは一般である, ということにする.

定義 2.1. 一般の Λ に対して Λ-放物接続とは, 接続 (E,∇ : E → E ⊗ Ω1
P1(D)) と, l =

{li}1≤i≤ν の組みからなる. ただし, ∇の各 ti における留数行列の固有値は λ+
i と λ−

i である
とし, li は固有値 λ+

i に対する固有空間であるとする.

定義 2.2. 放物束 (E, l)が Λ-平坦であるとは, (E, l)に対して (E,∇, l)が Λ-放物接続となる
ような ∇ : E → E ⊗ Ω1

P1(D) が存在するときにいう.

放物束 (E, l)がいつ Λ-平坦になるかの判定法は [3, Proposition 3]で与えられており, 次が
成り立つ:

End(E, l) = C ⇐⇒ (E, l)が Λ-平坦 ⇐⇒ (E, l)が直既約. (1)

Bun(D, d) を (P1, D) 上, 次数 d の直既約放物束の粗モジュライ空間とする. この Λ-平
坦性の判定法から, 接続を忘れるという写像についての Λ-放物接続のモジュライ空間の像が
Bun(D, d) ということになる. ここで Λ が一般であることから, Λ-放物接続は既約となる.

この既約性よりこの Λ-放物接続は自動的に安定性条件をみたすことに注意する. このように
Bun(D, d) は接続を忘れるという写像の像になるのだが, [3], [2], [21] において観察されてい
るように, 一般にはハウスドルフ空間 (または分離スキーム) にならない.

分離スキームとして構成するための一つの方法として, 放物束の安定性条件の導入がある.

重み w = (wi)1≤i≤ν ∈ [0, 1]ν を固定し, [21, Definition 2.2] にあるようにこの重みに対して
安定性条件を定義する. 次数 d の w-半安定放物束のモジュライ空間を Bunw(D, d) とおく.

この Bunw(D, d)は正規射影多様体として構成されることが知られている. そして w-安定な
部分からなる開集合ではスムースである. ここで w を一般に取れば, w-半安定と w-安定が同
値となり, Bunw(D, d)はスムースな射影多様体となる. もしBunw(D, d)が空でないならば,

その次元は n− 3となる. 一方で, [21, Proposition 3.4]によって次が知られている:

(E, l)が直既約 ⇐⇒ (E, l)が w-安定となるような重み w が存在. (2)

この事実により, 次数 d の直既約放物束の粗モジュライ空間 Bun(D, d) は, 重み w を変える
ことにより, スムースな射影多様体Bunw(D, d)によって覆われることになる.

例えば deg(D) = 4または deg(D) = 5の場合を考える. この場合Bunw(D, d)の次元はそ
れぞれ 1, 2となる. これらのモジュライ空間Bunw(D, d)は, いくつかの重みwに対して, 具
体的な曲線または曲面としての描像をもつ. ここではこれについて復習する. 実数 w ∈ [0, 1]

を固定し, 重み w は
w1 = w2 = · · · = wν = w

をみたすとする. 重み w がこのような形をしている場合, w を均一重みと呼ぶことにする.

deg(D) = 4で d = −1の場合, Bunw(D, d)の具体的描像は次のようになる
• 0 < w < 1

4
, 3
4
< w < 1の場合, Bunw(D,−1)は空;

• 1
4
< w < 1

2
の場合, Bunw(D,−1) = P1;

• 1
2
< w < 3

4
の場合, Bunw(D,−1) = P1.

そして粗モジュライ空間 Bun(D, d) は, Bunw(D,−1) ∼= P1 ( 1
4

< w < 1
2
) と

Bunw(D,−1) ∼= P1 ( 1
2
< w < 3

4
) の, t1, . . . , t4 の外側での貼り合わせとして実現される

([21, Section 3.7]). 次に deg(D) = 5 and d = −1の場合を考える. Bunw(D, d)の具体的描
像は次のようになる:

• 0 < w < 1
5
の場合, Bunw(D,−1)は空;

• 1
5
< w < 1

3
の場合, Bunw(D,−1) = P2;

• 1
3
< w < 3

5
の場合, Bunw(D,−1)は次数 4のデルペッゾ曲面となり;

• 3
5
< w < 1の場合, Bunw(D,−1)は次数 5のデルペッゾ曲面となる.

([21, Section 6.1], [13, Proposition 3.11]). d が偶数の場合, [13, Theorem 3.2] に詳細な記
述がある. deg(D) = 5 の場合, Bun(D,−1) を覆うためには均一重みのみを考えるのは十分
ではない. 均一重みに対するモジュライ空間 Bunw(D,−1)に適切な初等変換を作用させるこ
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とで, 新にモジュライ空間Bunw′(D,−1) を得るが, この重み w′ は一般に均一とは限らない.

この初等変換を考えることでBun(D,−1)を覆うことができる. もし均一重みが

w1 = w2 = · · · = wν =
1

2

をみたす場合は, 初等変換によって得られるモジュライ空間Bunw′(D,−1)の重みは w′ = w

となる. つまりこのような均一重みの場合, 初等変換は Bunw(D,−1) 上の自己同型を引き起
こす. [1]ではこの視点からモジュライ空間Bunw(D, d)の自己同型群について研究している.

3 主結果について
以上のような D が被約な場合の結果を, D が被約とは限らない場合に拡張することを考
える.

3.1 Λ-平坦性について
まずは (1)の対応物について議論する. まず Λ = (λ+, λ−)とおく. ただし λ± ∈ Ω1(D)/Ω1

とする. D が被約な場合と同様に, 一般の Λ に対して成り立つような条件を Λ に課すことに
する.

定義 3.1. Λ-不分岐型不確定放物接続とは, 接続 (E,∇ : E → E⊗Ω1
P1(D)) と, l = {li}1≤i≤ν

の組みからなる. ただし,

• D における接続の主要部の対角化は, λ+ と λ− を対角成分とする対角行列となり,

• 各 li は ∇と λ+ に関する両立条件をみたす. すなわち s|ni[ti] ∈ li をみたすような E の
ti の近傍における任意の切断 s に対して, ∇(s)− λ+sが ti 上正則となる.

定義 3.2. (P1, D) 上の放物束が Λ-平坦であるとは, (E,∇, l) が Λ-不分岐型不確定放物接続
になるような ∇ : E → E ⊗ Ω1

P1(D) が存在するときにいう.

もし deg(D) = 4で deg(E)が奇数の場合,

End(E, l) = C ⇐⇒ (E, l)は Λ-平坦

であることが [4, Proposition 4.8]において示されている.

定義 3.3. • 放物束 (E, l = {li}i)が直可約であるとは, E の分解 E = L1 ⊕L2 で, 任意の
i ∈ I に対して, li = l

(1)
i または li = l

(2)
i をみたすときにいう. ここで, l

(1)
i , l

(1)
i は次のよ

うにおいた: l
(1)
i := li ∩ (L1|ni[ti]); l

(2)
i := li ∩ (L2|ni[ti]).

• 放物束 (E, l)が直可約でないとき放物束 (E, l)は直既約であるという.

もし (E, l)が Λ-平坦ならば, (E, l)が直既約であることが, D が被約な場合と同様の議論で
示すことができる. しかしその逆は上の deg(D) = 4で deg(E)が奇数の場合でも反例が存在
する. この場合に逆の主張を通すためには, 次の許容性が必要である:

定義 3.4. 次をみたすときに, 放物束 (E, l)は許容であるという:

∀L ⊂ E, deg(E) ≤ 2 deg(L) =⇒
∑
i∈I

length(li ∩L|ni[ti]) ≤ n+deg(E)− 2 deg(L)− 2.

[4, Section 4]や [3, Proposition 3]のアイデアを用いることで次を示すことができる:

命題 3.5 ([20, Proposition 9]). 一般に次が成り立つ:

(E, l)は単純 =⇒ (E, l)は Λ-平坦 =⇒ (E, l)は直既約で許容. (3)

これが (1) の対応物となる. ここで (E, l) が End(E, l) = C をみたすときに (E, l) を単純
と呼んでいる. もし deg(D) = 4で deg(E)が奇数の場合

(E, l)は直既約で許容 =⇒ End(E, l) = C.

であることがわかる.
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3.2 w-安定性について
第二に (2) の対応物を議論する. 重み w ∈ (wi) ∈ [0, 1]ν を固定すると, 放物束のこの重み
に関する安定性条件を, D が被約の場合にならって定義することができる. この安定性条件に
関する w-半安定放物束のモジュライ空間を Bunw(D, d) とおく. ここで, 放物束の定義にお
いて li は自由であることを課したため, Bunw(D, d)は射影的であるとは限らないことに注意
する. そこで射影的でスムースなモジュライ空間を構成するために次のように精密放物束を導
入する.

定義 3.6. • ベクトル束 E に対して, li,• = {li,k}1≤k≤ni をフィルトレーション

E|ni[ti] ⊃ li,ni ⊃ li,ni−1 ⊃ · · · ⊃ li,1 ⊃ 0

とする. ただし各 li,k は Oni[ti]-加群で長さは k であるとする. この li,• = {li,k}1≤k≤ni

を ti 上の精密放物構造と呼ぶ.

• 精密放物束を, ベクトル束とその上の精密放物構造の組みと定義する.

もし li,ni が自由であるならば, 精密放物構造の概念は上の放物構造の概念と一致する. すな
わち, li,ni が自由の場合, その精密放物構造は

E|ni[ti] ⊃ li,ni ⊃ zili,ni ⊃ · · · ⊃ zni−1
i li,ni ⊃ 0

の形に限られる. ここで zi は OP1,ti の極大イデアルの生成元とする. そこで, 任意の iに対し
て li,ni が自由の場合の精密放物束も, 放物束と呼ぶことにする.

次に精密放物束に対して安定性条件を定義する. まず重み

w = (w1, . . . ,wν), wi = (wi,ni , . . . , wi,1) ∈ [0, 1]ni (1 ≤ i ≤ ν),

(ただし 0 ≤ wi,ni ≤ · · · ≤ wi,1 ≤ 1) を固定する. さらに, 精密放物束 (E, l)と E の部分直線
束 Lに対して

ϵi,k(L) :=

{
−1 length((li,k ∩ L|ni[ti])/(li,k−1 ∩ L|ni[ti])) ̸= 0 の場合
1 length((li,k ∩ L|ni[ti])/(li,k−1 ∩ L|ni[ti])) = 0 の場合

とおく. これらに対して

stabw
L (E, l) := deg(E)− 2 deg(L) +

ν∑
i=1

ni∑
k=1

ϵi,k(L) · wi,k

とおく. この値を安定性指数と呼ぶことにする.

定義 3.7. 精密放物束 (E, {li,•}i) が, E の任意の部分直線束 L に対して, stabw
L (E, l) > 0

(または stabw
L (E, l) ≥ 0) が成り立つとき, (E, {li,•}i)は w-安定 (または w-半安定) である

という.

注意 3.8. この精密放物構造は [24]において, 接続のモジュライ空間のコンパクト化の構成に
おいても用いられた. このことについて簡単に振り返る.

α-安定 Λ-放物接続のモジュライ空間 (特に D は被約) のコンパクト化は, [16, Proposition

5.6] において, α-安定 Λ-ϕ-接続のモジュライ空間として構成された. deg(D) = 4 でかつ
rank(E) = 2 の場合, このコンパクト化とその境界因子の組みは, パンルヴェ VI 型方程式の
岡本–パンルヴェ対と同型になることが知られている [17]. ここで岡本–パンルヴェ対とは, [26]

において導入されたパンルヴェ方程式の岡本初期値空間の自然なコンパクト化とその境界因子
の組みのことである.

D が被約でなく, また deg(D) = 4でかつ rank(E) = 2の場合は, 他のパンルヴェ方程式に
対応するが, この場合の α-安定 Λ-不分岐型不確定放物接続のモジュライ空間のコンパクト化
は [24] において研究された. 安直に D が被約の場合に倣って α-安定 Λ-ϕ-不分岐型不確定放
物接続なるものを導入し, そのモジュライ空間を構成しても, このモジュライ空間は射影的では

5



あるが, 特異点を持ってしまうことがわかっている. そこで宮崎氏は [24] において (上で定義
したのと同じ) 精密放物構造を導入し, スムースなコンパクト化を構成し, このコンパクト化と
境界因子の組みが, 他のいくつかのパンルヴェ方程式の岡本–パンルヴェ対と同型であることを
示したのであった.

注意 3.9. この精密放物束の概念は横川氏による [27], [28] における放物束の概念に完全に含
まれる.

放物束の場合と同様に精密放物束に対しても直既約性, 許容性を自然に定義することがで
きる.

注意 3.10. 通常の放物束 (つまり各 li が自由) に対して Λ-平坦性を定義したが, 一方で一般
の精密放物束に対しては Λ-平坦性を定義することはしない. これは不分岐型不確定放物接続
が, その定義において通常の放物構造を持つことを課しているからである. また, この条件を課
すことは不分岐型不確定特異点の理論から自然である.

(2)の対応物を得るためには, 直既約性, 許容性のみを考えるだけでは不十分であることがわ
かる. つまり, 精密放物束が直既約でかつ許容であるが, 任意の重みw に対してw-安定になら
ないような例が存在する.

注意 3.11. さらに, Λ-平坦な放物束で, 任意の重みw に対してw-不安定になってしまう例も
存在する.

直既約性, 許容性のみを考えるだけでは不十分であるため, 次のように従順性を導入する:

定義 3.12. • E の部分直線束 Lと i ∈ I := {1, 2, . . . , ν}に対して, 非負整数 Ni(L)を次
で定義する:

Ni(L) = max
k′∈{1,2,...,ni}


k′∑

k=1

ϵi,k(L)

 .

さらに I+L := {i ∈ I | Ni(L) > 0}とおく.

• (E, {li,•}i∈I)について, E の任意の部分直線束 Lに対して,

(i) I+L は空でない,

(ii) − deg(E) + 2 deg(L) + 1 ≤
∑

i∈I+
L
Ni(L)

が成り立つときに, (E, {li,•}i∈I)は従順であるという.

次を示すことができる:

(E, l)は直既約で従順である =⇒ (E, l)は許容である.

(2)の対応物にあたるのが次の定理である:

定理 3.13 ([20, Theorem A]). (E, l) を (P1, D) 上の次数 d の精密放物束とする. 次の同値
関係が成り立つ:

(E, l)は直既約でかつ従順である ⇐⇒ (E, l)が w-安定となるような重み w が存在.

(E, l)が (P1, D)上の次数 dの放物束 (つまり任意の iに対して, li,ni が自由)の場合, 次の同
値関係が成り立つ:

(E, l)は単純 ⇐⇒ (E, l)が w-安定となるような重み w が存在.

3.3 初等変換について
次に精密放物束 (E, l = {li,•}i)の初等変換について考察する. まず i0 ∈ I をとる. フィル
トレーション li0,• : E|ni0

[ti0 ] ⊃ li0,ni0
⊃ li0,ni0

−1 ⊃ · · · ⊃ li0,1 ⊃ 0 に対して,

E
(k)
i0

:= ker(E −→ E|ni0
[ti0 ]/li0,k)

6



(k = 0, 1, 2, . . . , ni0) とおくと, このフィルトレーションは次のような層のフィルトレーショ
ンと読み替えることができる:

E ⊃ E
(ni0

)

i0
⊃ E

(ni0
−1)

i0
⊃ · · · ⊃ E

(1)
i0

⊃ E
(0)
i0

= E(−ni0 [ti0 ]).

このフィルトレーションから, 次のように新しいフォルトレーションを定義する:

E′
i0 = E

(ni0
)

i0
⊃ E

(0)
i0

⊃ E
(1)
i0

(−[ti0 ]) ⊃ E
(2)
i0

(−2[ti0 ]) ⊃ · · ·

· · · ⊃ E
(ni0

−1)

i0
(−(ni0 − 1)[ti0 ]) ⊃ E

(ni0
)

i0
(−ni0 [ti0 ]).

この新しいフィルトレーションに対応する精密放物構造を elm(li0,•)と書くことにする.

定義 3.14. (E, {li,•}i∈I)の ti0 における初等変換を次で定義する

elmi0(E, {li,•}i∈I) = (E′
i0 , {li,•}i∈I\{i0} ∪ {elm(li0,•)}).

E′
i0 の次数は d− ni0 となる.

次にこの初等変換と安定性条件の関係について議論する. (E′
i0 , l

′
i0) = elmi0(E, {li,•}i∈I)

とおく. Lは E の部分直線束とし, L′ を, Lと E′
i0 ⊂ E が引き起こす E′

i0 の部分直線束とす
る. 新しい重みを

w′
i,k =

{
1− wi,ni0

−k+1 i = i0 かつ k = 1, . . . , ni0 の場合
wi,k i ̸= i0 かつ k = 1, . . . , ni の場合

によって定義する.

命題 3.15 ([20, Proposition 43]). Stabw′(L′)を L′ の (E′
i0 , l

′
i0)と重み w′ = {w′

i,k} に関
する安定性指数とする. すると次が成り立つ:

Stabw
L (E, l) = Stabw′

L′ (E′
i0 , l

′
i0).

3.4 モジュライ空間の具体的描像について
deg(D) = 5, deg(E) = 1, そして重み w が一般の均一重みの場合に, w-安定精密放物束の
モジュライ空間の具体的描像について議論する. Bunw(D, d) を次数 d の w-安定精密放物束
のモジュライ空間とする. ここで w が一般であるため, w-半安定と w-安定が同値になること
に注意する. このモジュライ空間 Bunw(D, d)の次元は 2となる. deg(D) = 5であることか
ら, 有効因子 D は次のうちのどれかになる:

D2111 := 2[t1] + [t2] + [t3] + [t4], D221 := 2[t1] + 2[t2] + [t3], D311 := 3[t1] + [t2] + [t3],

D32 := 3[t1] + 2[t2], D41 := 4[t1] + [t2], D5 := 5[t1].

まず 1
5
< w < 1

3
の場合, 精密放物束 (E, l)が w-安定であることと,

• E ∼= OP1 ⊕OP1(1);

• (E, l)が放物束で直既約; さらに
• 任意の iに対して lredi,ni

̸∈ OP1(1) ⊂ P(E)

をみたすことが同値であることが知られている ([20, Proposition 46]). これ用いると次がわ
かる:

命題 3.16 ([20, Proposition 47]). 1
5
< w < 1

3
の場合, Bunw(D, 1) = P2.

この命題を用い, 重みを動かしたときの安定性指数の変化を観察することで次の定理を得る:

定理 3.17 ([20, Theorem B]). deg(D) = 5, deg(E) = 1, さらに重み w = (wi)i が任意の
i に対し wi,1 = wi,2 = · · · = wi,ni = w (0 < w < 1) をみたしていると仮定する. つまり重
み w は均一である.

(i) Bunw(D, 1)は次のような具体的描像をもつ:

– 0 < w < 1
5
の場合, Bunw(D, 1)は空;

7



– 1
5
< w < 1

3
の場合, Bunw(D, 1) = P2;

– 1
3
< w < 3

5
の場合, Bunw(D, 1)は次数 4の弱デルペッゾ曲面となり;

– 3
5
< w < 1の場合, Bunw(D, 1)は次数 5の弱デルペッゾ曲面となる.

1
3
< w < 3

5
のときの Bunw(D, 1) 上の全ての (−2)-曲線からなる有効因子を Π−2(D)

とおき, 3
5
< w < 1 のときの Bunw(D, 1) 上の全ての (−2)-曲線からなる有効因子を

Π′
−2(D) とおく. すると Π−2(D) の Π′

−2(D) のコンフィギュレーションは一致し, その
コンフィギュレーションは D = D2111, D221, D311, D32, D41, D5 の場合, それぞれ
A1, 2A1, A2, A2 +A1, A3, A4 となる.

(ii) もし (E, {li,•}i)が Π−2(D)または Π′
−2(D)上の点に対応する精密放物束であるならば,

li,ni が自由でないような i (1 ≤ i ≤ ν)が存在する. つまり, そのような iでは li,• は (通
常の)放物構造ではない.

(iii) もし (E, {li,•}i)が
– Bunw(D, 1) ( 1

5
< w < 1

3
),

– Bunw(D, 1) \Π−2(D) ( 1
3
< w < 3

5
), または

– Bunw(D, 1) \Π′
−2(D) ( 3

5
< w < 1)

上の点に対応する精密放物束であるならば, 任意の iに対して li,ni は自由となり, さらに
(E, {li,ni}i)は単純となる. 特に, (E, {li,ni}i)は, 一般の Λに対して Λ-平坦となる.

[12, Section 8.6.3] にはこれらの弱デルペッゾ曲面のリストがある. 対応するモノドロミー
保存変形は木村氏によって記述は得られている [19]. 実際に対応するモノドロミー保存変形は
次のようになる:

因子 D Π−2 モノドロミー保存変形
D2111 A1 H(1, 1, 1, 2)

D221 2A1 H(1, 2, 2)

D311 A2 H(1, 1, 3)

D32 A2 +A1 H(2, 3)

D41 A3 H(1, 4)

D5 A4 H(5)

ここで最後の列の記号は木村氏の [19, pp.39–40]による.

精密放物束のモジュライ空間という視点から, 次数 4の弱デルペッゾ曲面の幾何学を復元す
ることもできる. 重み w が均一で全て 1

2
の場合, 精密放物束のモジュライ空間は次数 4 の弱

デルペッゾ曲面となる. このような視点から, この次数 4 の弱デルペッゾ曲面上の自己交点数
が負の数となるような曲線は, ある特殊な精密放物束の軌跡であるという解釈を得る. また,

命題 3.15 から, 重みは均一で全て 1
2
であることから, この場合の精密放物束の安定性は初等

変換によって保たれることがわかる. よって幾つかの初等変換はモジュライ空間 Bunw(D, d)

(w = 1
2
) 上の自己同型を引き起こす. そしてこの初等変換によって, 次数 4の弱デルペッゾ曲

面の全ての自己同型を再構成することができる ([20, Section 6.3]).
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Painlevé equations, J. Algebraic Geom. 11 (2002), no. 2, 311–362. 220 (2001), 165–

229.

[27] K. Yokogawa, Compactification of moduli of parabolic sheaves and moduli of

parabolic Higgs sheaves. Journal of Mathematics of Kyoto University 33, no. 2 (1993):

451–504.

[28] K. Yokogawa, Infinitesimal deformation of parabolic Higgs sheaves. Internat. J.

Math. 6 (1995), no. 1, 125–148.

10


