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1 はじめに

1980年代に偏極付Hodge構造の変動の L2理論が詳しく研究されました. 特に, X をコンパク
トKähler多様体, H を正規交叉超曲面として, X \ H 上の偏極付 Hodge構造の変動に関して,
交叉複体と L2複体が自然に同型であることが示され, その帰結として交叉コホモロジー上の
Hodge分解, Hard Lefschetz性, Hodge-Riemann双線型関係などが, Cattani-Kaplan-Schmid [7]
とKashiwara-Kawai [10]によって示されました. さらに, Kashiwara-Kawaiは [9]においてHodge
フィルトレーションが代数的に構成できるという定理を発表しました. その後, Hodge加群の理
論 [18] の発展もあって, この方面の研究はあまり活発ではありませんでしたが, 近年になって
関連する研究がなされるようになったことに刺激を受けて, [15]においてKashiwara-Kawaiの
定理を従順調和束の場合に一般化しました. また, その結果を用いて正則な偏極付純ツイスター
D加群のHard Lefschetz定理の精密化を行いました.
以下では, Kashiwara-Kawaiの定理と従順調和束について復習した後に, [15]の結果につい

て概説します. 詳細は [15]をご覧ください.

謝辞 本稿は, 2022年度城崎代数幾何学シンポジウムにおける講演とスライドをもとにしてい
ます. 講演の機会を与えてくださった世話人の方々に感謝します. また, 文献 [12]についてご指
摘くださった社本陽太氏に感謝します.

2 Kashiwara-Kawaiの定理

まず, Hodge構造の変動に関するKashiwara-Kawaiの定理 [9]について復習します.

コンパクトKähler多様体のHodge構造 X を n次元コンパクト Kähler多様体とし, ω を
Kähler形式とします. この時, Kähler恒等式と調和理論により, H∗(X,R)は次のような良い性
質を持つことが古典的によく知られています.

(Hodge分解) Hk(X,C) =
⊕

p+q=k H
p,qと分解する. また, Hp,q = Hq,p.

∗本研究を行うにあたり, 日本学術振興会からの科学研究費補助金基盤 (S) 課題番号 17H06127, 基盤 (A) 課題
番号 21H04429, 基盤 (A) 課題番号 22H00094, 基盤 (C) 課題番号 20K03609 を受けました.
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(Hard Lefschetz 性) ωj : Hn−j(X,C) ≃ Hn+j(X,C).

(Hodge-Riemann 双線型関係) Hn−j(X,C)上の二次形式を,

⟨η1, η2⟩ = (−1)(n−j)(n−j−1)/2

∫
X

η1 ∧ η2 ∧ ωj

によって定めると, Hodge分解は直交する. さらに, 0でない η ∈ Hp,qがωj+1η = 0をみた
すならば (

√
−1)p−q⟨η, η⟩ > 0.

(Hodge-de Rhamスペクトル列のE1-退化) de Rham複体 Ω•
X において p − 1次以下を 0に

置き換えたものとして定まる部分複体を F p(Ω•
X)であらわす.

F p(Ω•
X) =

(
0→ · · · → Ωp

X → · · · → Ωn
X

)
このとき, Hk(X,F p(Ω•

X)) → Hk(X,C)は単射であり, その像は
⊕

r≥pH
r,sに等しい. 特

に, Hp,q ≃ Hq(X,Ωp
X).

これらは古典的な調和理論とKähler恒等式の帰結として得られます.

偏極付Hodge構造の変動 DeligneはKähler恒等式がHodge構造の変動の場合に一般化され
ることを見抜き, H∗(X,R)に関する上のような結果がX上の重みwの偏極付Hodge構造の変
動の場合にも成り立つことを示しました.

[23]に従って少し一般化したものを考えると, 重み wの偏極付複素Hodge構造の変動とは,
次数つきベクトル束 V =

⊕
p+q=w V p,q と, V の平坦接続∇と, ∇に関して平坦な V の半双線型

形式 ⟨·, ·⟩の組で, 次のような条件をみたすものです.

• ∇(V p,q) ⊂ (V p+1,q−1 ⊕ V p,q)⊗ Ω0,1 ⊕ (V p−1,q+1 ⊕ V p,q)⊗ Ω1,0 (Griffiths横断性).

• wが偶数ならばエルミート積, wが奇数ならば交代エルミート積.

• (p, q) ̸= (p′, q′)ならば V p,qと V p′,q′は ⟨·, ·⟩に関して直交.

• h =
⊕

p+q=w(
√
−1)p−q⟨·, ·⟩|V p,q は正定値. (Hodge計量という.)

コンパクトKähler多様体X上に重みwの偏極付複素Hodge構造の変動 (V =
⊕

V p,q,∇, ⟨·, ·⟩)
が与えられている時, (V,∇)の平坦切断のなす層として得られる局所自由CX加群Vを係数とす
るコホモロジーHk(X,V)は重みw + kの複素Hodge構造をもち, Hard Lefschetz性やHodge-
Riemann双線型関係も成り立ちます. また, (V,∇)の de Rham複体上の Hodgeフィルトレー
ションが定まり, そのスペクトル列がE1で退化します.

Cattani-Kaplan-SchmidとKashiwara-Kawaiの定理 偏極付 Hodge構造の変動は, 射影
多様体の滑らかな族のGauss-Manin接続が持つ良い構造として抽出されたものでした. コンパ
クトなパラメータ空間上の射影多様体の族は特異ファイバーを含むことが多いので, 特異性を
持つようなHodge構造の変動にも関心が持たれました.

H を X の正規交叉超曲面とし, X \ H 上の重み wの偏極付複素 Hodge構造の変動 (V =⊕
V p,q,∇, ⟨·, ·⟩)と, 付随して得られる局所系Vを考えます. 簡単のため, Hの各点のまわりにお
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けるモノドロミーの固有値は1の羃根であることを仮定します. X\HのXへの包含写像を jとす
ると, Rj!VとRj∗VというCX加群の導来圏Db(CX)の対象が得られます. これらの次数をdimX
だけずらすと偏屈層になりますので,自然な射Rj!V→ Rj∗Vの像 pj!∗Vが偏屈層の次数をずらし
たものとして定まります. これをVの交叉複体といい, コホモロジ IH∗(X,V) = H∗(X, pj!∗V)を
交叉コホモロジーといいます. 次の定理はCattani-Kaplan-Schmid [7]とKashiwara-Kawai [10]
によって独立に証明されたもので, 1次元の場合は Zucker [28]による結果です.

定理 2.1 (Cattani-Kaplan-Schmid, Kashiwara-Kawai, Zucker) IHk(X,V)は重みw+k
の複素Hodge構造を持つ. さらに, Hard Lefschetz性とHodge-Riemann双線型関係が成り立つ.

これは, 偏極付複素 Hodge構造の変動に付随する L2-複体と交叉複体の同型を得ることに
よって証明されました. Xの各開集合U について, 次の条件をみたすU \H上の V に値をもつ
k-形式 τ 全体を CkL2(V,∇, h)(U)であらわします.

• τ と∇τ はHodge計量 hとX \Hの Poincaré的計量 gX\H に関して U 上局所的に L2.

ここで, Poincaré的計量とは, X \Hの完備なKähler計量で, Hの各点のまわりで,穴開き円板上
のPoincaré計量を高次元化したものと漸近的には類似の挙動を示すものです. こうして得られ
るX上の層の複体 C•L2(V,∇, h)を L2複体といいます. また, コホモロジーH∗(X, C•L2(V,∇, h))
をL2コホモロジーといいます. [7]と [10]では (1次元の場合は [28])次のことが示されています.

定理 2.2 (Cattani-Kaplan-Schmid, Kashiwara-Kawai, Zucker)
自然な擬同型V→ C•L2(V,∇, h)|X\H はDb(CX)における同型 pj!∗V ≃ C•L2(V,∇, h) に拡張される.

定理 2.2より, H∗(X, C•L2(V,∇, h)) ≃ IH∗(X,V)が得られます. L2-コホモロジーはエルミー
ト計量をもつ平坦束について考えられますが, 一般には有限次元ではありませんし, 仮に有限次
元であっても, それを示すのは一般には簡単ではありません. しかし, 上の同型があると, 交叉
コホモロジーが有限であることは容易にわかりますので, L2コホモロジーも有限であることが
わかります. すると, 調和理論がうまく機能して, Deligneの議論を用いることで定理 2.1が得ら
れます.

Hodge構造の変動に付随するコホモロジー上にHodge構造が自然に誘導されるか, というこ
とが盛んに研究された時期がありましたが, 定理 2.1と定理 2.2はそのような研究の流れにおけ
る金字塔的な結果です. 定理 2.2を示すために, 各特異点から得られる偏極付混合Hodge構造と
いうデータによって偏極付Hodge構造の変動の特異点の周辺における漸近挙動がよく制御され
ているということが示されました. 偏極付Hodge構造の漸近挙動に関しては Schmid [21]の羃
零軌道定理や 1変数の SL(2)軌道定理が知られていましたが, その精密化が定理 2.1や定理 2.2
の研究の過程でなされました [4, 6, 8]. そのような意味でも重要な定理です.

Kashiwara-Kawaiの定理 定理 2.1ではスペクトル列の E1-退化は触れられていません. ま
た, 定理 2.1のHodge分解

IHk(X,V) =
⊕

p+q=k+w

Hp,q

より定まるHodgeフィルトレーション

F pIHk(X,V) =
⊕
r≥p

Hr,s
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は定理 2.2を経由しているので, L2理論という超越的な方法で構成されていることになります.
これに対して, 次に述べるKashiwara-Kawaiの定理 (定理 2.3)は, より代数的に (D加群的に)構
成されるフィルトレーション付複体のスペクトル列がE1で退化し, Hodgeフィルトレーション
F pIHk(X,V)を誘導するということを述べています.

Riemann-Hilbert対応により, pj!∗Vに対応する X 上の正則ホロノミック D加群 Vmin が同
型を除いて一意的に存在します. つまり, Db(CX)において DR(Vmin) = Vmin ⊗ Ω•

X ≃ pj!∗Vで
あるような Vmin が定まります. さらに, D加群 Vmin 上に Hodgeフィルトレーション F が定
まり, (V,∇, ⟨·, ·⟩)が適切な R-構造を持つ時には, Vminの自然なベッチ構造とあわせて, 重みが
w+dimXであるような偏極付Hodge加群が得られます. このD加群上のHodgeフィルトレー
ション F が, DR(Vmin)上のフィルトレーション F (DR(Vmin))を誘導します. 次の定理は [9]で
発表されました. (1次元の場合は Zucker [28]の結果.)

定理 2.3 (Kashiwara-Kawai, Zucker) 自然な射

Hk(X,F p(DR(Vmin)))→ Hk(X,DR(Vmin)) = IHk(X,V)

は単射であり, その像はF pIHk(X,V)に等しい. 特に, フィルトレーション付複体F (DR(Vmin))
に付随するスペクトル列はE1で退化する.

定理 2.1–定理 2.2で得られたHodge構造を, より大きな枠組み (Hodge加群の理論で実現さ
れるようなD加群のHodge構造の関手性)に結びつけるには, 定理 2.3のような主張が必要に
なります. また, フィルトレーション付 de Rham複体のスペクトル列の退化が応用されること
もありますので, そういった点でも定理 2.3は意義があると思われます. ただ, 定理 2.1の主張
や定理 2.3におけるスペクトル列のE1-退化の主張は, Xが射影的であれば, SaitoによるHodge
加群の理論 [18]の帰結として得られます. Hodge加群の理論でも L2-理論が必要になりますが,
代数的な話をする分には, 1次元の場合の Zucker [28]による結果で十分です. (ただし, [7, 10]の
L2理論によって得られる Hodge構造と, Hodge加群の理論によって得られる Hodge構造が一
致することを示すには, 定理 2.3が必要になります.) そういったこともあったためか, 定理 2.3
の証明に関しては, 定理をアナウンスした [9]や講義録 [12]1 においてアイディアが説明され, 論
文 [11]で関連するある種の “1の分割”が説明されていますが, 証明全体の詳細は (筆者が知って
いる範囲では)公開されませんでした.

3 調和束

(E, ∂E)を複素多様体 Y 上の正則ベクトル束とします. θをこの正則ベクトル束のHiggs場とし
ます. つまり, θはEnd(E)係数の正則 1形式であって, θ2 = 0をみたすものです. hをEのエル
ミート計量とすると, Chern接続 ∇h = ∂E +∂E,hと, θの随伴として θ†h ∈ C∞(Y,End(E)⊗Ω0,1)

が得られます. 接続D1 = ∇h + θ + θ†hが平坦の時, (E, ∂E, θ, h)を調和束といいます.

Hodge構造の変動との関係 (V =
⊕

V p,q,∇, ⟨·, ·⟩)を重み wの偏極付複素 Hodge構造の変
動とします. すると, V には Hodge計量 hが定まります. また, Griffiths横断性より ∇ =
∇h + θ + θ†hのように分解します. ただし, ∇hは次数づけ V =

⊕
V p,qを保ち, θと θ†hはそれぞ

1[12]において定理 2.3も触れられていることは, 講演後に社本陽太氏にご教示いただきました.
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れ θ(V p,q) ⊂ V p−1,q+1 ⊗ Ω1,0と θ†h(V
p,q) ⊂ V p+1,q−1 ⊗ Ω0,1 をみたすものとして定まります. さ

らに, ∇h = ∂V + ∂V のように (1, 0)-部分と (0, 1)-部分に分解します. この時, (V, ∂V , θ, h)が調
和束になります.

従順調和束 Hを Y の正規交叉超曲面とします. Y \H上に調和束 (E, ∂E, θ, h)が与えられる
と, (E, ∂E, θ)は T ∗(Y \H)上の連接層を定めます. その台ΣE,θ ⊂ T ∗(Y \H)を (E, ∂E, θ, h)の
スペクトル多様体といいます. ΣE,θの T ∗Y (logH)における閉包が複素解析的で Y 上固有の時,
(E, ∂E, θ, h)を (Y,H)上の従順調和束といいます ([24, 13]). 例えば, Hodge構造の変動のスペク
トル多様体は 0切断なので, 誘導される調和束は常に従順です.

Simpsonのメタ定理 Simpson [26]はツイスター構造を導入して, “Hodge構造に関する概念
や定理はツイスター構造に関する概念や定理に一般化されるはず” という指導原理 (Simpsonの
メタ定理)を提唱しました. また, 調和束を “重み wの偏極付ツイスター構造の変動”とみなせ
ることを示しました. これより, Hodge構造の変動についての定理を調和束の場合に拡張できる
ことが期待されます. (Hodge構造の変動の場合には起きない現象が調和束の場合には起きるこ
ともありますので, 必ずしも単純に拡張できるわけではありません.)

4 主結果

調和束に同伴する複体 複素多様体 Y に対してCλ× Y をYであらわし, pλをYから Y への射
影とします. (変数 λを強調するために, CをCλとあらわしています.) Cλ上の構造層OCλ

の射
影Y → Cλによる引き戻しとして得られる層を (OCλ

)Y であらわします.
Y 上の調和束 (E, ∂E, θ, h)が与えられると, Y上の正則ベクトル束E = (p−1

λ (E), p∗λ(∂E)+λθ†)
が得られます. Y 方向の微分作用素

D = λ∂E,h + θ + ∂E + λθ†h : E → E ⊗ p−1
λ

(
Ω1,0

Y ⊕ Ω0,1
Y

)
は Leibniz則 D(fs) = (λ∂Y + ∂Y )f · s + fD(s) (f ∈ C∞(Y), s ∈ C∞(Y , E))と可積分条件
D◦D = 0をみたし,平坦λ接続の族とよばれます. これより, (E ,D)のde Rham複体 E ⊗p∗λ(Ω

•
Y )

と, その Y 方向の Dolbeault resolution E ⊗ p−1
λ (TotΩ•,•

Y ) として (OCλ
)Y-加群の複体が得られ

ます.

ツイスター複体と L2複体の比較 X を複素多様体, H を正規交叉超曲面とします. (X,H)上
に従順調和束 (E, ∂E, θ, h)が与えられると, X \ H上に E ⊗ p∗λΩ

•
X\H が得られます. これが二つ

の方法でX 上の (OCλ
)X -複体に拡張されます.

一つは, ツイスターD加群の理論 ([13, 16])から得られるもので, 交叉複体の類似です. RX

をX 上の正則線型微分作用素全体のなす層の部分代数層で, OX 上 λp∗λΘX によって生成される
ものとします. ただし, ΘX は正則ベクトル場のなす層です. E の “極小拡大”として, RX 加群
Eが得られます [13]. その de Rham複体 E⊗ p∗λΩ

•
X が得られます. 調和束が偏極付Hodge構造

の変動から得られている場合には, この (OCλ
)X -複体はHodge加群から得られるフィルトレー

ション付 de Rham複体にRees構成を適用して得られるものと一致します.
もう一つはL2複体として得られるものです. X の開集合Uにたいして, E ⊗ p−1

λ Totk(Ω•,•
X\H)

の U \ H上の切断 τ で (i) ∂λτ = 0, (ii) τ と Dτ が hと gX\H + dλ dλに関して U 上局所的に
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L2, という条件をみたすもの全体を CkL2(E ,D, h)(U)であらわします. これより, (OCλ
)X -複体

C•L2(E ,D, h)が得られます.
X \ H上では自然な包含射

E⊗ p−1
λ (Ω•

X)|X\H −→ C•L2(E ,D, h)|X\H (1)

が擬同型です.

定理 4.1 擬同型 (1)がDb((OC)X )における同型 E⊗ p−1
λ (Ω•

X) ≃ C•L2(E ,D, h) に拡張される.

各 λ ∈ Cについて, E を {λ} × (X \H)に制限して得られる正則ベクトル則を Eλであらわ
します. これは, Dλ = ∂E + λθ† + λ∂E + θ という微分作用素をもち, de Rham複体 Eλ ⊗ Ω•

X\H
が得られます. この複体が二つのCX-複体 C•tw(E, λ)と C•L2(Eλ,Dλ, h)に拡張されます. ここで,
C•tw(E, λ)は E ⊗ p∗λΩ

•
X と関連づけられるものであり, 特殊な λを除くと (Eλ,Dλ)の交叉複体と

一致します. また, C•L2(Eλ,Dλ, h)は L2複体です. X \H上では自然な包含写像

C•tw(E, λ)|X\H −→ C•L2(Eλ,Dλ, h)|X\H (2)

が擬同型です.

定理 4.2 擬同型 (2)がDb(CX)における同型 C•tw(E, λ)|X\H ≃ C•L2(Eλ,Dλ, h)|X\H に拡張される.

注意 4.3 従順調和束が偏極付複素Hodge構造の変動から得られているとき, 定理 4.1は定理 2.3
を含んでいます. また, 定理 4.2の λ = 1の場合が定理 2.2です.

純ツイスターD加群のHard Lefschetz定理の精密化 定理 4.1と定理 4.2を用いると, 純ツ
イスターD加群のHard Lefschetz定理を精密化することができます.

定理 4.4 f をXから Y への複素多様体の射とし, (T ,S)をX上の重みwの偏極付正則純ツイ
スターD加群とする. XはKählerで, T の台が Y 上固有とする. このとき, 次が成り立つ.

• R-三つ組としての T の j番目の順像 f j
† (T )は Y 上の重みがw+ jの純ツイスターD加群

になる. (Hodgeの場合, これはHodge分解とスペクトル列のE1-退化に対応する主張.)

• (Hard Lefschetz性) XのKähler形式 ωが誘導する ωj : f−j
† (T )→ f j

† (T )⊗ TTT (j) は同型.

• (Hodge-Riemann双線型関係) Sと ωがKer
(
ωj+1 : f−j

† (T )→ f j+2
† (T )⊗TTT (j + 1)

)
上に偏

極を誘導する.

もともと, f が滑らかで固有の時に偏極付Hodge構造の変動の場合にDeligneがこのような
定理を証明しました. 特異性がない状況では, Simpson [25]が調和束の場合に拡張しました. 特
異性がある状況では, X が射影的な場合に geometric originとよばれるようなクラスの正則ホ
ロノミックD加群に対して, Beilinson-Bernstein-Deligne-Gabber [1]が Hard Lefschetz定理を
証明しました. 後に de Cataldo-Migliorini [2, 3] がHodge理論に基づく別証明を与えました. f
が射影的な場合に, 偏極付純Hodge加群に対して Saito [18]がこのような定理を確立していて,
Sabbah [16]は正則純ツイスターD加群の場合に拡張しました. (ワイルドの場合は [14].) 特異
性があるような状況で, fが射影的でなくてもXがKählerであれば良い, という点が定理 4.4の
新しいところです. (射影的でない場合に関しては [19, 20]も参照.)
定理 4.1と定理 4.2がどのように使われるかを説明するために, Hard Lefschetz定理の証明

の概略を述べます. 整数の組 (n,m)で n ≥ mであるものについて, 次の主張を考えます.
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HLT (n,m) dimSupp(T ) ≤ n, dim f(Supp(T )) ≥ mならば定理 4.4の主張が成り立つ.

次のような流れで証明します.

Step 0 HLT (0, 0)を示す. 両方 0次元ならば簡単です.

Step 1 HLT (1, 0)を示す. X がコンパクトリーマン面で, Y が 1点の場合が本質的で, Zucker
の L2コホモロジーの結果や, その調和束への一般化に帰着します.

Step 2 HLT (n,m)を仮定してHLT (n+ 1,m+ 1)を示す. ここでは説明しませんが, Saitoに
よる議論 [18]やそのツイスター版によってなされます.

Step 3 HLT (n− 1, 0)を仮定してHLT (n, 0)を示す.

Step 3は, X が射影的の時には, Lefschetzペンシルを用いて議論されました. 定理 4.1と
定理 4.2を用いると, この部分を一般化することができます. つまり, Supp(T )の特異点解消
Z̃ → Supp(T )を適当にとると, Z̃ 上に従順調和束から得られる正則偏極付純ツイスターD加
群 (T̃ , S̃)が得られます. Z̃ から 1点への射を aZ̃ であらわし, 定理 4.1と定理 4.2を用いると,

aj
Z̃†
(T̃ )に関して定理 4.4の主張が成り立ちます. これを用いることで, (T ,S)についての主張が

示されます. 詳しくは [15]を御参照ください.

関連する仕事 代数的な場合であれば以前から知られていた結果で十分でしたが, 一方で, 最近
このような方向の研究がなされるようになってきたので, 定理 2.3についての理解を深めておき
たいと思い, 定理 4.1, 定理 4.2, 定理 4.4について調べました. 個人的には次の二つの仕事に触発
されました.
まず一つは, Shentu-Zhaoによる仕事 [22]です. 彼等は, 正規交叉超曲面とは限らない特異性

を持つ偏極付Hodge構造の変動の L2-理論を研究しました. X をKähler多様体とし, Z1 ⊂ Z0

をX のコンパクトな複素解析的部分集合で Z0 \ Z1は複素部分多様体になっているとします.
Z0 \ Z1上の偏極付 Hodge構造の変動を考えます. この時, Z0 \ Z1に “distinguished metric”
と呼ばれるクラスの完備ケーラー計量 gZ1\Z0が存在して, これとHodge計量を用いて得られる
L2複体が交叉複体と同型であるということを彼等は示しています. そして, 交叉コホモロジー
が Hodge構造を持ち, Hard Lefschetz 性や Hodge-Riemann双線型関係が成り立つことを示し
ました. 定理 2.1, 定理 2.2の一般化なのですが, Z0が滑らかで Z1が normal crossingの時にも
Poincaré的計量を考えているわけではないので, 少し違う方向への一般化のようです. この講
演の主結果 (定理 4.1, 定理 4.2, 定理 4.4) も上のような状況において偏極付Hodge構造の変動の
交叉コホモロジーがホッジ構造を持ち, Hard Lefschetz性やHodge-Riemann双線型関係が成り
立つことを含んでいます. [22]の意義は, L2-理論をより広範囲に直接適用できるようにしてい
ることにあるのではないかと思います. 一方, この講演の主結果は定理 2.3を拡張することで純
ツイスターD加群の理論を精密化して, 相対的な場合にもHard Lefschetz性やHodge-Riemann
双線型関係を示しているところです. ですから, コホモロジー上の結果に関しては重なるところ
もありますが, 異なる方向への一般化を研究しています.

もう一つ, 個人的に刺激を受けた最近の関連する研究は, Wei-Yang [27]によるものです. X,
Y を滑らかな射影多様体として, f : X → Y という射が与えられているとします. X 上に半単
純平坦束 (V,∇)が与えられた時, これをDX-加群とみなすと, その順像と c1(OX(1))の作用に
ついてHard Lefschetz性が成り立ちます. これは, 偏極付純ツイスターD加群の理論を用いて
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Sabbahによって示されていましたが, Wei-Yangは別証明を与えました. 構造層OX をD加群
とみなした時の順像に関するHard Lefschetz定理がBeilinson-Bernstein-Deligne-Gabberによっ
て示され, 後に de Cataldo-Migliorini [2, 3] が別証明を与えていますが, Wei-Yangの仕事は de
Cataldo-Miglioriniの方法を調和束の場合に適用したものです.

5 証明の一部の方針

どのようなことが問題になるかを説明します. また, 2次元の場合に証明の一部 (線形化された
問題)の方針を説明します.

何が問題になるか？ X \ H上では, 自然な包含射 (E ⊗ p∗λΩ
•)|X\H −→ C•L2(E ,D, h)|X\H が

存在して擬同型なのですが, 調和束が H において特異性を持つならば, X 上の層の複体の射
E⊗ p∗λΩ

• −→ C•L2(E ,D, h) としては延長されません. ですから,

E⊗ p∗λΩ
• ←− C• −→ C•L2(E ,D, h) (3)

という層の複体の擬同型の図式を構成するか, あるいはそのようなものの存在を示す必要があ
ります.

1次元の場合 1次元の場合は, 本質的には Zuckerによる仕事なのですが, (3)のような図式の
候補が容易に得られます. つまり, 開集合Uにたいして, E⊗ p∗λΩ

•
XのU上の正則切断 τで, U上

局所的にL2であるようなもののなす空間を C•L2,hol(U)とすると, 層の複体 C•L2,holが得られます.

これは, 構成から E⊗ p∗λΩ
•の部分複体ですが, Hodge構造の変動や従順調和束のノルム評価を

用いることで C•L2,holの具体的な記述が得られ, 包含射 C•L2,hol → E⊗ p−1
λ (Ω•

X) が擬同型であるこ
とは容易にわかります. 一方, L2-複体にも含まれていて, ノルム評価や Zuckerの L2-Dolbeault
定理を用いると, 包含射 C•L2,hol → C•L2 が擬同型であることがわかります.

しかし, 2次元の場合にはそのような議論ができなくなります. つまり, 正則かつ L2という
ような切断のなす層の複体を考えても, 一般には, E⊗ p∗λΩ

•
Xと C•L2(E ,D, h)のいずれとも擬同型

ではありません. そのような簡単な例がCattaniとKaplanによって与えられています [5].

Cattani-Kaplan-Schmid-Kashiwara-Kawaiの場合 [7, 10]における交叉複体とL2複体の
比較では, (3)のような図式を具体的に構成しているわけではなくて, Db(CX)における交叉複
体の特徴づけを用いています. つまり, 彼等はL2-複体が次の二つの条件をみたすことを証明し
て, Db(CX)における同型の存在を示しています.

• ∆n \ {(0, . . . , 0)}から∆nへの包含写像によって誘導される L2コホモロジーの間の射

Hℓ(∆n, C•L2(V,∇, h)) −→ Hℓ(∆n \ {(0, . . . , 0)}, C•L2(V,∇, h))

が, ℓ < nの時には同型.

• ℓ ≥ nでは, Hℓ(∆n, C•L2(V,∇, h)) = 0.

このような特徴付けがE⊗ p∗λΩ
•
X の場合にはないので, E⊗ p∗λΩ

•
Xと C•L2(E ,D, h) の比較に用

いることはできません. 仮にHodgeの場合に限定しても, λ = 0への制限や, λ = 0のまわりに
ついて考えると, このような議論を適用することはできなくなります.
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Kashiwara-Kawaiが示唆したこと [9]には面白いアイディアがいろいろと含まれているので
すが, 論文の最後の段落に書かれていることが, Hodgeだけでなくツイスターの場合にも有効で
す. それは, 交叉複体と L2複体の比較を, もっと単純化して線形化した話です. ここで, Hodge
構造やツイスター構造の線型代数的に良い性質が本質的に使われています. [9]に説明を補いな
がら紹介します.2

V を有限次元複素ベクトル空間とし, N1とN2を互いに可換な羃零自己準同型とします. C•1
という複体をN1とN2から定まるKoszul複体とします. つまり, N1e1 +N2e2と外積から定ま
る微分をもつ次のような複体を考えます.

C•1 : V −→ V · e1 ⊕ V · e2 −→ V · e1 ∧ e2.

ただし, 最後の項の次数を 0としています. C•1 の部分複体 C•0 が次のように定まります.

C•0 : V −→ Im(N1) · e1 ⊕ Im(N2) · e2 −→ Im(N1N2) · e1 ∧ e2.

C•0 や C•1 の意味ですが, V = OC2(∗z1z2)⊗ V とおき, 平坦接続∇を d+N1 dz1/z1 +N2dz2/z2に
よって定めると, Vの de Rham複体の 0における茎とVの極小拡大の de Rham複体の 0におけ
る茎は, それぞれ C•1 , C•0 と自然に擬同型です.

次に, L2複体を単純化したものを考えます. そのために, W (Ni)をNiのモノドロミーフィル
トレーションとします. つまり, (i) NiWk(Ni) ⊂ Wk−2(Ni), (ii) N

k
i : Gr

W (Ni)
k ≃ Gr

W (Ni)
−k (k ≥ 0)

成り立つようなフィルトレーションとします. N1とN2が可換なので, N1Wk(N2) ⊂ Wk(N2),
N2Wk(N1) ⊂ Wk(N1)が成り立ちます. また, N1 + N2 のモノドロミーフィルトレーション
W (N1 +N2)も定まります.
ここで (V,N1, N2) が偏極付混合ツイスター構造から得られる場合を考えます. すると,

W (N1 +N2)は (V,W (N1), N2)の相対モノドロミーフィルトレーションであり, (V,W (N2), N1)
の相対モノドロミーフィルトレーションなので, 特に, NiWk(N1 +N2) ⊂ Wk−2(N1 +N2)です.

以下では, 記号を簡単にするために, W ′ = W (N1), W
′′ = W (N2), W = W (N1 + N2)とし

ます.

C1の subcomplex W1C1, (W1 ∩W ′
0)C1, (W1 ∩W ′′

0 )C1 を次のように定めます.

W1C1 : W1(V ) −→W−1(V )e1 ⊕W−1(V )e2 −→W−3(V ) e1 ∧ e2

(W1 ∩W ′
0)C1 :

(
W1 ∩W ′

0

)
(V ) −→

(
W−1 ∩W ′

−2

)
(V )e1 ⊕

(
W−1 ∩W ′

0

)
(V )e2 −→

(
W−3 ∩W ′

−2

)
(V )e1 ∧ e2

(W1 ∩W ′′
0 )C1 :

(
W1 ∩W ′′

0

)
(V ) −→

(
W−1 ∩W ′′

0

)
(V )e1 ⊕

(
W−1 ∩W ′′

−2

)
(V )e2 −→

(
W−3 ∩W ′′

−2

)
(V )e1 ∧ e2

構成から明らかに, 包含写像 (W1 ∩W ′
0)C1 → W1C1 と (W1 ∩W ′′

0 )C1 → W1C1 が得られます.
そこで, 写像錐をとり次数を一つずらすことで,

Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C1 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C1 −→W1C1

)
[1] (4)

という複体が得られます. この複体は L2複体と関連します. ノルム評価より, 次のことが成り
立ちます.

2[15]を準備している時には気付いていませんでしたが, ここで述べる議論は [12, §9]で述べられていることと
本質的には同じです.
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• s ∈ V を Vの正則切断とみなすとき,

s ∈ W1 ⇐⇒ sが {−C1 log |z1| < − log |z2| < −C2 log |z1|}上で L2

s ∈ W1 ∩W ′
0 ⇐⇒ sが {− log |z2| < −C log |z1|}上で L2.

類似の評価が, 1-形式 s dzi/zi や 2-形式 s dz1 dz2/(z1z2)についても得られる.

これより, 雑な説明をすると, L2複体に関して, 領域

{−C1 log |z1| < − log |z2| < −C2 log |z1|}

において本質的に考えるべき部分はW1C1, 領域

{− log |z2| < −C log |z1|}

において本質的に考えるべき部分は (W1 ∩W ′
0)C1, 領域

{− log |z1| < −C log |z2|}

において 本質的に考えるべき部分は (W1 ∩W ′′
0 )C1 ということになり, (0, 0)のまわりにおける

L2複体の本質的な部分はこれらをはりあわせたものである (4)になります.
そして, [9]の最後の段落ではこれらが本質的には同型であるということが述べられています.

Suggestion(Kashiwara-Kawai) C-複体の導来圏における自然な同型

C0 ≃ Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C1 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C1 −→W1C1

)
[1] (5)

が存在する.

擬同型 同型 (5)を構成するために, まず, 次のような C•0 の部分複体を考えます.

W1C•0 : W1(V ) −→W0(ImN1)e1 ⊕W0(ImN2)e2 −→W−1(ImN1N2)e1 ∧ e2

(W1∩W ′
0)C•0 : (W1∩W ′

0)(V ) −→ (W0∩W ′
−1)(ImN1)e1⊕(W0∩W ′

0)(ImN2)e2 −→ (W−1∩W ′
−1)(ImN1N2)e1∧e2

(W1∩W ′′
0 )C•0 : (W1∩W ′′

0 )(V ) −→ (W0∩W ′′
0 )(ImN1)e1⊕(W0∩W ′′

−1)(ImN2)e2 −→ (W−1∩W ′′
−1)(ImN1N2)e1∧e2

フィルトレーションの添字が先程と少しずれていますが, 対応する部分になるように作ってあ
ります.

補題 5.1 次の包含写像が擬同型:

(W1 ∩W ′
0)C•0

a1−→ C•0 , (W1 ∩W ′′
0 )C•0

a2−→ C•0 , W1C•0
a3−→ C•0 .

a3が擬同型という主張は,純性定理 [15, Proposition 3.12]から得られます. 純性定理は, Cattani-
Kaplan-Schmid [7]とKashiwara-Kawai [10]によって偏極付混合Hodge構造から得られる複体
について証明されました. こういったタイプの主張は, Hodgeの場合に証明されれば, ツイス
ターの場合にただちに拡張されます.

a1についてみてみます. まず,(
W ′

0(V )→ W ′
−1(ImN1)

)
→

(
V → ImN1

)
,
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(
W ′

0(ImN2)→ W ′
−1(ImN2N1)

)
→

(
ImN2 → ImN2N1

)
が擬同型なので, 自然な射(

W ′
0(V )→W ′

−1(ImN1)⊕W ′
0(ImN2)→W ′

−1(ImN1N2)
)
−→

(
V → ImN1⊕ImN2 → ImN1N2

)
(6)

は擬同型です. (6)を自然に混合ツイスター構造の複体に持ち上げた時, その重みが 1以下の部
分は消滅サイクル定理 [13, Proposition 3.126]によって次のようになります.

(W1 ∩W ′
0)C•0 −→W1C•0 (7)

(ここで, “消滅サイクル定理 (または descent theorem)”はもともと偏極付混合Hodge構造につ
いて [7], [10]で証明された定理です. ツイスター版はHodgeの場合の主張より容易に得られま
す.) したがって, (7) も擬同型になります. a3が擬同型であることとあわせると, a1が擬同型で
あることがわかります. 同様の議論で a2が擬同型であることもわかります.

上の補題より, 次の擬同型が得られます.

C•0
qis−→ Cone

(
C•0 ⊕ C•0 −→ C•0

)
[1]

qis←− Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C•0 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C•0 −→W1C•0

)
[1].

したがって, 次の命題を示すと, Kashiwara-Kawaiによって示唆された同型が得られたことにな
ります.

命題 5.2 次の自然な射が擬同型:

Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C•0 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C•0 −→W1C•0

)
[1] −→

Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C•1 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C•1 −→W1C•1

)
[1]. (8)

次のような C1の部分複体を考えます.

C•2 : V −→ Im(N1)e1 ⊕ V · e2 −→ Im(N1)e1 ∧ e2

C•3 : V −→ V · e1 ⊕ Im(N2) · e2 −→ Im(N2)e1 ∧ e2.

Vminを Vの極小拡大とすると, C•2 は
(
Ω• ⊗Vmin(∗H2)

)
[2] の (0, 0)における茎と擬同型で, C•3 は(

Ω• ⊗ Vmin(∗H1)
)
[2] の (0, 0)における茎と擬同型です.

さらに, 次の部分複体を考えます.

W1C•2 : W1(V ) −→W0(ImN1)e1 ⊕W−1(V ) · e2 −→W−2(Im(N1))e1 ∧ e2

W1C•3 : W1(V ) −→W−1(V )e1 ⊕W0(ImN2) · e2 −→W−2(Im(N2))e1 ∧ e2.

純性定理とその双対を用いると, 次の補題が得られます.

補題 5.3 次の射が擬同型.

Cone
(
W1C•0 ⊕W1C•0 −→W1C•0

)
[1] −→ Cone

(
W1C•2 ⊕W1C•3 −→W1C•1

)
[1].

11



さらに, 次の複体を考えます.

(W1 ∩W ′
0)C•2 : (W1 ∩W ′

0)(V ) −→ (W0 ∩W ′
−1)(ImN1)e1 ⊕ (W−1 ∩W ′

0)(V )e2 −→ (W−2 ∩W ′
−1)(ImN1)e1 ∧ e2

(W1 ∩W ′′
0 )C•3 : (W1 ∩W ′′

0 )(V ) −→ (W−1 ∩W ′′
0 )(V )e1 ⊕ (W0 ∩W ′′

−1)(ImN2)e2 −→ (W−2 ∩W ′′
−1)(ImN2)e1 ∧ e2

次のような自然な射が得られます.

(W1 ∩W ′
0)C•2 −→W1C•2 , (W1 ∩W ′

0)C•0 −→W1C•0 ,

(W1 ∩W ′′
0 )C•3 −→W1C•3 , (W1 ∩W ′′

0 )C•0 −→W1C•0
W1部分をとりだす前の射が擬同型であることを簡単に確認できて, 混合ツイスター構造の複体
のW1部分をとりだすことになるので, 上の射も擬同型であることがわかります.
したがって,包含写像から誘導される次の図式において, aが擬同型であることがわかります.

Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C0 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C0 →W1C0

)
[1]

a−−−−→ Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C•2 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C•3 →W1C•1

)
[1]

qis

y qis

y
Cone

(
W1C0 ⊕W1C0 →W1C0

)
[1]

qis−−−−→ Cone
(
W1C•2 ⊕W1C•3 →W1C•1

)
[1]

そして, W ′
−1(ImN1) ≃ W ′

−2(V ), W ′′
−1(ImN2) ≃ W ′′

−2(V ) なので,

Cone
(
(W1 ∩W ′

0)C•2 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C•3 →W1C•1

)
[1] = Cone

(
(W1 ∩W ′

0)C•1 ⊕ (W1 ∩W ′′
0 )C•1 →W1C•1

)
[1].

これらをあわせることで, (8)が擬同型であることがわかります.
2次元であることから簡単になっている部分もありますが, 本質的にはこのような議論が高

次元の場合にも拡張されます. そして, 角領域上の漸近解析や従順調和束の漸近挙動の研究 [13]
と組み合わせることで, 定理 4.1や定理 4.2が得られます. 詳細は [15]をご覧ください.

References

[1] A. Beilinson, J. Bernstein, P. Deligne, Faisceaux pervers, Analysis and topology on singular
spaces, I (Luminy, 1981), Astérisque, 100, (1982), 5–171.
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