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概要
本稿では双有理幾何学の不変量である極小対数的食い違い係数について扱う。特に
論文 [NS22]の内容である商特異点の場合の PIA (precise inversion of adjunction)

予想とその応用である klt 特異点である完全交叉特異点の有限群による商の場合の
LSC (lower semi-continuity) 予想について紹介する。また最後に [NS]の内容であ
る商特異点の Gorenstein指数についての性質を紹介する。

1 はじめに
特に断らない限り本稿で扱う代数多様体は標数 0 の代数閉体 k 上のものを扱う。極小
対数的食い違い係数は双有理幾何学の特異点の不変量である。極小対数的食い違い係数
に関する予想には２つの重要な予想がある。それは LSC (lower semi-continuity)予想と
ACC (ascending chain condition) 予想と呼ばれるもので次のようなものである。

予想 1.1 (LSC (lower semi-continuity)予想, (Ambro)). (X, a)をログペアとし、|X|は
Zariski位相を入れた X の閉点全体とする。このとき

|X| → R≥0 ∪ {−∞}; x 7→ mldx(X, a)

は下半連続である。

予想 1.2 (ACC (ascending chain condition) 予想, (Shokurov)). d ∈ Z>0 と DCCを満
たす集合 I ⊂ [0, 1]を固定する。このとき

{
mldx(X, a) | (X, a =

s∏
i=1

arii ) : ログペア, dimX = d, x ∈ X, ri ∈ I
}

は ACCを満たす。

Shokurovは [Sho04]の中で極小対数的食い違い係数のこの２つの予想が正しいとする



と極小モデル理論の重要な問題であるフリップの停止予想が正しいことを示した。本稿で
は LSC予想を重点的に扱う。
LSC予想は一般には解けていないが、次の場合は LSC予想が成り立つことが知られて
いる。

(1.1.1) dimX ≤ 3の場合 [Amb99].

(1.1.2) X が非特異多様体の場合 [EMY03].

(1.1.3) X が正規完全交叉多様体の場合 [EM04].

(1.1.4) X が商特異点の場合 [Nak16].

(1.1.5) X が任意の標数の代数閉体上の非特異代数多様体であり log canonical threshold

が正である場合 [Shi].

本稿の主結果の一つは完全交叉特異点の有限群による商の場合の LSC予想についてで
ある。

定理 1.3. 有限群 G ⊂ GLN (k) が AN
k に余次元 1 で自由に作用しているとする。

X := AN
k /Gとする。Y を X の余次元 cの部分代数多様体であり klt特異点であるとし、

aを Y 上の R-イデアル層とする。さらに Y は X で局所的に c個の式で定義されている
と仮定する。このとき

|Y | → R≥0 ∪ {−∞}; y 7→ mldy(Y, a)

は下半連続である。ただし |Y |は Zariski位相を入れた Y の閉点全体とする。

また本稿では PIA (precise inversion of adjunction)予想も扱う。

予想 1.4 (PIA予想, [92, 17.3.1]). (X, a)をログペアとし D を正規 Cartier素因子とし
x ∈ D を閉点とする。D が R-イデアル層 aの余台に含まれていないとする。このとき

mldx
(
X, aOX(−D)

)
= mldx(D, aOD)

が成り立つ。

次の場合は PIA予想が成り立つことが知られている。

(1.4.1) X が非特異代数多様体の場合 [EMY03].

(1.4.2) X が正規完全交叉代数多様体である場合 [EM04].

次は本稿の主結果の一つである。



定理 1.5. 有限群 G ⊂ GLN (k) が AN
k に余次元 1 で自由に作用しているとする。

X := AN
k /Gとし x ∈ X を AN

k の原点の像とする。Y を xを通る X の余次元 cの部分
代数多様体とし aを Y 上の R-イデアル層とする。さらに Y は X で局所的に c個の式で
定義されていると仮定する。D を xを通る Y の正規 Cartier素因子であり xで klt特異
点とする。さらに D が R-イデアル層 aの余台に含まれていないとする。このとき

mldx
(
Y, aOY (−D)

)
= mldx(D, aOD).

が成り立つ。

定理 1.3は定理 1.5により商特異点の場合の LSC予想に帰着することができる。した
がって定理 1.5が本稿の本質的な主定理である。

2 準備
正規 Q-Gorenstein 代数多様体 X と X 上の R-イデアル層 a のペア (X, a) をログペ
アという。ただし X 上の R-イデアル層 a は X 上のイデアル層 a1, . . . , as と正の実数
r1, . . . , rs に対しての形式的な積 a =

∏s
i=1 a

ri
i である。射 Y → X と R-イデアル層

a =
∏s

i=1 a
ri
i に対して aOY を Y 上の R-イデアル層∏s

i=1(aiOY )
ri と定義する。

定義 2.1. X を正規代数体とする。固有射 f : X ′ → X と正規代数多様体 X ′ が存在し、
E が X ′ 上の素因子であるとき、E を X 上空の素因子という。

定義 2.2. (X, a =
∏s

i=1 a
ri
i )をログペアとする。

1. E をX 上空の素因子とする。すなわち、固有射 f : X ′ → X と正規代数多様体X ′

が存在し、E は X ′ 上の素因子となっている。このとき E における (X, a)の対数
的食い違い係数を

aE(X, a) := 1 + ordE(KX′ − f∗KX)− ordE(a),

と定義する。ただし ordE(a) =
∑s

i=1 ri ordE(ai)とする。
2. f : X ′ → X を固有射、X ′ を正規代数多様体、E をX ′ 上の素因子とする。このと
き、像 f(E)を X 上 E の center と呼び、cX(E)とかく。

3. X 上空の任意の素因子 E に対して aE(X, a) > 0 (≥ 0) であるならばログペア
(X, a)を klt特異点 (対数的標準特異点)という。



4. dimX ≥ 2のとき、閉点 x ∈ X に対して xにおける極小対数的食い違い係数を

mldx(X, a) := inf
cX(E)={x}

aE(X, a)

と定義する。ただし X 上空の素因子 E で cX(E) = {x} である全てに対して
の下限を考える。mldx(X, a) ∈ R≥0 ∪ {−∞} であることが知られている。ま
た dimX = 1 の場合は infcX(E)={x} aE(X, a) が非負であるとき mldx(X, a) :=

infcX(E)={x} aE(X, a)と定義し、infcX(E)={x} aE(X, a)が負のときmldx(X, a) =

−∞と定義する。

例 2.3. X = Spec k[x1, . . . , xn]/(x
m
1 + · · ·+ xmn )とし、p ∈ X を原点とする。

1. もしm < nならば X は klt特異点である。
2. もしm = nならば X は対数的標準特異点である。
3. もしm > nならば X は対数的標準特異点ではない。
4. もしm ≤ nならば mldp(X,OX) = n−mである。
5. もしm > nならば mldp(X,OX) = −∞である。

3 証明のアイディア
3.1 k 上のスキームの弧空間
この小節では完全交叉代数多様体の場合の極小対数的食い違い係数が孤空間により計算
できることを紹介する。より詳しく知りたい場合は、[EM04]や [EM09]を参照してほし
い。まずジェットスキームの定義を紹介する。

定義 3.1. X を k上有限型のスキームとし、(Sch/k)を k-スキームの圏、(Sets)を集合の
圏とする。関手 Fm : (Sch/k)→ (Sets)を次のように定義する。

Fm(Y ) = Homk

(
Y ×Spec k Spec k[t]/(tm+1), X

)
.

このとき Fm は k 上有限型のスキーム Xm で表現可能であり、この Xm を X の m 次
ジェットスキームと呼ぶ。

m ≥ n ≥ 0 に対して、自然な射 k[t]/(tm+1) → k[t]/(tn+1) から誘導される射 πmn :

Xm → Xn がある。



定義 3.2. X を k 上有限型のスキームとする。このとき射影極限 X∞ := lim←−
m

Xm が存在
し、X∞ を X の弧空間という。また X∞ から Xm への射影を ψm : X∞ → Xm とかく。

孤空間 X∞ は次の性質を持つ。任意の体の拡大K/k に対して

Homk(SpecK,X∞) ' Homk(SpecK[[t]], X)

が成り立っている。

命題 3.3. X, Y を k 上有限型のスキームとする。このときm ∈ Z≥0 ∪ {∞}と k 上有限
型のスキームの射 f : Y → X に対して f から誘導されるジェットスキーム（孤空間）の
間の射 fm : Ym → Xm が得られる。

例 3.4. A2 = Spec k[x, y]に対してはm次ジェットスキームは

(A2)m = Spec k[x0, y0, x1, y1, . . . , xm, ym]

となる。また孤空間は

(A2)∞ = Spec k[x0, y0, x1, y1, . . . , xm, ym, . . .]

である。

f ∈ k[x, y]に対して fm ∈ k[x0, y0, x1, y1, . . . , xm, ym]を次のように定義する。

f(x0 + x1t+ x2t
2 + · · · , y0 + y1t+ y2t

2 + · · · ) = f0 + f1t+ f2t
2 + · · ·

例 3.5. X = Spec k[x, y]/(f)のm次ジェットスキームは

Xm = Spec k[x0, y0, x1, y1, . . . , xm, ym]/(f0, f1, . . . , fm)

となる。また孤空間は

X∞ = Spec k[x0, y0, x1, y1, . . . , xm, ym, . . .]/(f0, f1, . . . , fm, . . .)

である。

さらに一般の Spec k[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fc)に対しても同じようにジェットスキーム
や孤空間を求めることができる。

定義 3.6. X を k 上有限型のスキームとする。



1. γ ∈ X∞ とイデアル層 a ⊂ OX に対して γ による a の位数を次のように定義
する。

ordγ(a) = sup{r ∈ Z≥0 | γ∗(a) ⊂ (tr)},

ただし γ∗ : OX → K[[t]]は γ による環の準同型写像であり、K は k の体の拡大体
である。

2. m ∈ Z≥0に対して contact locusと呼ばれるX∞の部分集合Contm(a),Cont≥m(a) ⊂
X∞ を次のように定義する。

Contm(a) = {γ ∈ X∞ | ordγ(a) = m},

Cont≥m(a) = {γ ∈ X∞ | ordγ(a) ≥ m}.

定義 3.7. X を k上有限型のスキームとする。構成的部分集合 S ⊂ Xmの逆像 ψ−1
m (S) ⊂

X∞ をシリンダーと呼ぶ。

例 3.8. X を k 上有限型のスキームとし、a ⊂ OX をイデアル層とする。このとき
Contm(a),Cont≥m(a) ⊂ X∞ はシリンダーである。

k 上の代数多様体 X の Jacobianイデアルを JacX/k := Fittn(ΩX/k)と書く。

定義 3.9. X を k 上の代数多様体とし、C ⊂ X∞ をシリンダーとする。ある e ∈ Z≥0 に
対して C ⊂ Conte(JacX/k)と仮定する。このとき、C のX∞ における余次元を十分大き
いmに対して

codim(C) := (m+ 1) dimX − dimψm(C)

と定義する。

注意 3.10. 十分大きい mに対して (m + 1) dimX − dimψm(C)は一定になることがわ
かっている。
完全交叉代数多様体の極小対数的食い違い係数は contact locusの余次元により計算す
ることができる。

定理 3.11. B = Spec k[x1, . . . , xN ]/(f1, . . . , fc)を完全交叉代数多様体、x = 0 ∈ B を
原点、a ⊂ OB をイデアル層、δ を非負の実数とする。このとき、

mldx(B, a
δ) = inf

w,b∈Z≥0

{
codim(Cw,b)− b− δw

}
が成り立つ。ただし、mx ⊂ OB は閉点 x ∈ B に対応する極大イデアル層であり、

Cw,b = Contw(a) ∩ Cont≥1(mx) ∩ Contb(JacB/k)



とする。

非特異代数多様体や完全交叉代数多様体の場合の PIA予想は極小対数的食い違い係数
が孤空間により計算できることを用いて証明をされている。

定理 3.12. A = Spec k[x1, . . . , xN ]とし、x = 0 ∈ Aを原点、a ⊂ OA をイデアル層、δ
を非負の実数とする。B = Spec k[x1, . . . , xN ]/(f1, . . . , fc) を完全交叉代数多様体とし、
b = a Spec k[x1, . . . , xN ]/(f1, . . . , fc)とする。このとき、

mldx(A, (f1 · · · fc)aδ) = mldx(B, a
δ)

が成り立つ。

この定理により完全交叉代数多様体の LSC 予想は非特異代数多様体の場合の LSC 予
想に帰着される。

3.2 k[t]上のスキームの弧空間
k[t]上のスキームの弧空間を考えることで完全交叉特異点の有限群による商の場合の極
小対数的食い違い係数も孤空間により計算することができる。この小節では k[t] 上のス
キームの弧空間について紹介し、完全交叉特異点の有限群による商の場合の極小対数的食
い違い係数の孤空間による計算方法を紹介する。

定義 3.13. X を Spec k[t] 上有限型のスキームとする。関手 Fm : (Sch/k) → (Sets) を
次のように定義する。

Fm(Y ) = Homk[t]

(
Y ×Spec k Spec k[t]/(tm+1), X

)
.

このとき Fm は k 上有限型のスキーム Xm で表現可能であり、この Xm を X の m 次
ジェットスキームと呼ぶ。

m ≥ n ≥ 0 に対して、自然な射 k[t]/(tm+1) → k[t]/(tn+1) から誘導される射 πmn :

Xm → Xn があるため k 上有限型スキームの時と同じように孤空間 X∞ を定義すること
ができる。

定義 3.14. X を k[t]上有限型のスキームとする。このとき射影極限 X∞ := lim←−
m

Xm が
存在し、X∞ を X の弧空間という。また X∞ から Xm への射影を ψm : X∞ → Xm と
かく。



Contm(a)、Cont≥m(a)についても k上有限型スキームのときと同様に定義することが
できる。

例 3.15. X = Spec k[t][x] に対して Xm = Spec k[x0, x1, . . . , xm] となる。一般に k 上
有限型のスキーム X と Y = X ×Spec k Spec k[t]に対して Xm ' Ym が成り立つ。

注意 3.16. k 上有限型のスキーム X に対しては X0 ' X が成り立つが、k[t]上有限型の
スキームでは、一般的にはこの同型は成り立たない。

例 3.17. X = Spec k[t][x, y]/(tx + y2) とするとき、X0 = Spec k[x0, y0]/(y
2
0)、X1 =

Spec k[x0, y0, x1, y1]/(y
2
0 , x0 + 2y0y1)となる。

ここからのこの小節では常に G ⊂ GLN (k) を位数 d の有限群であり AN
k =

Spec k[x1, . . . , xN ]に線形に作用しているとする。さらに射 AN
k → AN

k /Gが余次元 1で
エタールであると仮定する。

定義 3.18. ξ ∈ k を原始 d 乗根とする。G は有限群であるので γ ∈ G は対角化でき
る。そこで x1, . . . , xN をうまく取り替えることにより γ は対角行列であり対角成分は
ξe1 , . . . , ξeN (0 ≤ ei ≤ d− 1)であるとする。

1. このとき、age(γ) =
∑N

i=1
ei
d と定義する。

2. k[t]-射 λγ を

λγ : k[t][x1, . . . , xN ]G → k[t][x1, . . . , xN ]; xi 7→ t
ei
d xi

と定義する。

この射は Denefと Loeserが [DL02]の中で商特異点を調べるために考えたものである。
この λγ を考える利点としては複雑な孤空間である (AN

k /G)∞ の contact locus の余次
元を、簡単な孤空間である (AN

k )∞ に λγ で contact locus を移すことで、この孤空間の
contact locus の余次元で計算が可能になることである。完全交叉特異点の有限群による
商の場合も次の λγ から誘導される射を考えることで完全交叉に近い場合の孤空間を考え
ることに帰着させる。

定義 3.19. 原点に対応する極大イデアルに含まれている元 f1, . . . , fc ∈ k[x1, . . . , xN ]G

を正則列とする。このとき、

µγ : k[t][x1, . . . , xN ]G/(f1, . . . , fc)→ k[t][x1, . . . , xN ]/(λγ(f1), . . . , λγ(fc))



を λγ から誘導される k[t]-射と定義する。

注意 3.20. 全ての i に対して ei > 0 のとき、(λγ(f1), . . . , λγ(fc)) ⊂ (t) とな
るので、一般的には k[t][x1, . . . , xN ]/(λγ(f1), . . . , λγ(fc)) は完全交叉ではない。
しかし、代数多様体が完全交叉の場合の孤空間の性質の証明の多くの場合が
k[t][x1, . . . , xN ]/(λγ(f1), . . . , λγ(fc))の孤空間の性質の証明についても適用できる。
k[t]上有限型のスキームに対してもシリンダーを k 上有限型のスキームの場合と同じよ
うに定義する。

定義 3.21. X を k[t] 上有限型のスキームとする。構成的部分集合 S ⊂ Xm の逆像
ψ−1
m (S) ⊂ X∞ をシリンダーと呼ぶ。

k[t]上有限型スキーム X の Jacobianイデアルを JacX/k[t] := Fittn(ΩX/k[t])と書く。

定義 3.22. 原点に対応する極大イデアルに含まれている元 f1, . . . , fc ∈ k[x1, . . . , xN ]G

を正則列とし、B = Spec k[x1, . . . , xN ]G/(f1, . . . , fc)を代数多様体とする。γ ∈ Gに対
して B

(γ)
= Spec k[t][x1, . . . , xN ]/(λγ(f1), . . . , λγ(fc))とする。C ⊂ (B

(γ)
)∞ をシリン

ダーとする。ある e ∈ Z≥0 に対して C ⊂ Conte(Jac
B

(γ)
/k[t]

)と仮定する。このとき、C
の B

(γ)

∞ における余次元を十分大きいmに対して

codim(C) := (m+ 1) dimB − dimψm(C)

と定義する。

完全交叉特異点の有限群による商の場合の極小対数的食い違い係数は次のように孤空間
を用いて計算できる。

定理 3.23 (中村-柴田). 原点に対応する極大イデアルに含まれている元 f1, . . . , fc ∈
k[x1, . . . , xN ]G を正則列とし、B = Spec k[x1, . . . , xN ]G/(f1, . . . , fc)を代数多様体とす
る。x = 0 ∈ B を原点とし、a ⊂ OB をイデアル層とし δ を非負の実数とする。この
とき、

mldx(B, a
δ) = inf

w,b∈Z≥0,γ∈G

{
codim(Cw,γ,b) + age(γ)− b− δw

}
が成り立つ。ただし mx ⊂ OB は閉点 x ∈ B に対応する極大イデアルであり、B(γ)

=

Spec k[t][x1, . . . , xN ]/(λγ(f1), . . . , λγ(fc))とし、

Cw,γ,b = Contw(aO
B

(γ)) ∩ Cont≥1(mxOB
(γ)) ∩ Contb(Jac

B
(γ)

/k[t]
)



とする。

この定理により商特異点の極小対数的食い違い係数は巡回群の商特異点の極小対数的食
い違い係数より計算できることがわかる。これは任意の商特異点の極小対数的食い違い係
数はある巡回群による商特異点の極小対数的食い違い係数に等しいかという Borisovの問
題に対して肯定的な解答を与えている。

系 3.24 (中村-柴田). a ⊂ k[x1, . . . , xN ]Gをイデアルとし、δを非負の実数とする。γ ∈ G
に対して, 〈γ〉を γ で生成された Gの部分群とする。x ∈ AN/Gと xγ ∈ AN/〈γ〉を AN

の原点の像とする。このとき、

mldx(AN/G, aδ) = min
γ∈G

mldxγ

(
AN/〈γ〉, (aOAN/⟨γ⟩)

δ
)
.

が成り立つ。

定理 3.23により完全交叉特異点の有限群による商の場合も極小対数的食い違い係数が
孤空間により計算できることがわかったので、完全交叉代数多様体の場合の PIA予想を
証明する手法と同じような手法により、完全交叉特異点の有限群による商の場合の PIA

予想を証明することができる。

定理 3.25. A = Spec k[x1, . . . , xN ]G とし、x = 0 ∈ A を原点、a ⊂ OA をイデアル
層、δ を非負の実数とする。原点に対応する極大イデアルに含まれている元 f1, . . . , fc ∈
k[x1, . . . , xN ]G を正則列とし、B = Spec k[x1, . . . , xN ]G/(f1, . . . , fc)を代数多様体とし、
b = a Spec k[x1, . . . , xN ]G/(f1, . . . , fc)とする。B が klt特異点であると仮定する。この
とき、

mldx(A, (f1 · · · fc)aδ) = mldx(B, a
δ)

が成り立つ。

注意 3.26. この定理で klt特異点であることを仮定している理由としては、この定理の証
明の中で A∞ に含まれるあるシリンダーと B∞ の共通部部分が thinでないという性質を
示すところで klt特異点であるという性質を使っている。完全交叉代数多様体の場合は特
異点に対してこのような仮定がなくても、この性質を示せるが k[t]上有限型のスキームで
は一般にこの性質は成り立たないことがわかっている。
この定理 3.25 により定理 1.5を示すことができる。さらに定理 1.5より完全交叉特異
点の有限群による商の場合の LSC 予想は商特異点の場合の LSC 予想に帰着することが
できるので定理 1.3が示される。



4 商特異点の場合の極小対数的食い違い係数の性質
最後にこの章では商特異点の極小対数的食い違い係数が簡単に計算できることを利用し
てわかった最近の結果を紹介する。この章の内容は論文 [NS]に書かれているものである。

定義 4.1. nを正の整数とし、G ⊂ GLn(k)を有限群とする。dを Gの位数とし、ξ ∈ k
を原始 d乗根とする。このとき、Gは有限群であるので γ ∈ Gは対角化できる。そこで
x1, . . . , xN をうまく取り替えることにより γ は対角行列であり対角成分は ξe1 , . . . , ξeN

(1 ≤ ei ≤ d)であるとする。このとき、age′(g) :=
∑n

i=1
ei
d と定義する。

注意 4.2. age(g) = age′(g)−#{1 ≤ i ≤ n | ei = d}が成り立っている。
定理 3.23により商特異点の極小対数的食い違い係数が次のように簡単に計算できるこ
とがわかる。

命題 4.3. G ⊂ GLn(k)を有限群とし、x0 ∈ An
k/Gを An

k の原点の像とする。このとき

mldx0

(
An

k/G,OAn
k/G

)
= min{age′(g) | g ∈ G}.

が成り立つ。

定義 4.4. X を正規代数多様体とし、p ∈ X を閉点とする。X を点 p で Q-Gorenstein

特異点であると仮定する。つまりある正の整数 r に対して rKX が点 pで Cartierである
と仮定する。このとき、X の pにおける Gorenstein指数を rKX が点 pで Cartierとな
る最小の正の整数 r とする。

極小対数的食い違い係数の定義より極小対数的食い違い係数の値は Gorenstein指数に
依存していることがわかるが、Shokurov は逆に Gorenstein 指数が極小対数的食い違い
係数に依存していること予想している。

予想 4.5 (Shokurov’s index conjecture). 任意の n ∈ Z>0 と a ∈ R≥0 に対して次の条件
を満たす正の整数 r(n, a)が存在する。

• n次元 Q-Gorenstein代数多様体 X と閉点 p ∈ X が mldp(X,OX) = aを満たし
ているとき X の pにおける Gorenstein指数は r(n, a)以下である。

定理 4.3を使い商特異点の場合の Shokurov’s index conjectureを示した。



定理 4.6 (中村-柴田). 商特異点に対して予想 4.5は正しい。

また Shokurovは極小対数的食い違い係数について次のことを予想している。

予想 4.7 (Shokurov). X を n 次元 Q-Gorenstein 代数多様体とし、p ∈ X を閉点とす
る。このとき

1. mldp(X,OX) ≤ nであり、等号が成り立つ必要十分条件はX が閉点 pで非特異で
あることである。

2. もし X が pで特異点であれば、mldp(X,OX) ≤ n− 1である。
3. mldp(X,OX) = n− 1ならば、X は点 pで Gorensteinである。

この予想についても商特異点の場合に定理 4.3を使い証明することができた。

定理 4.8 (中村-柴田). 商特異点に対して予想 4.7は正しい。
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