
On a gluing construction of K3 surfaces

上原崇人 ∗

概 要

本稿では, 「城崎代数幾何学シンポジウム 2022」において講演した内容を, 小池貴之氏
(大阪公立大学)との共同研究 (論文 [KU1, KU2])をもとに概説する. 目的は, K3曲面の「貼
り合わせ構成」を紹介するとともに, 本構成によるK3曲面の族が射影的曲面の族を含むこ
とを示すことである.

1 はじめに
本稿では, 「城崎代数幾何学シンポジウム 2022」において講演した内容を, 小池貴之氏 (大阪

公立大学)との共同研究 (論文 [KU1, KU2])をもとに概説する.

論文 [KU1]において, K3曲面の族を構成するため, いわゆる「貼り合わせ構成」の方法を展
開した. すなわち, 複素射影平面の 9点ブローアップに埋め込まれた楕円曲線の正則管状近傍の
補集合で与えられる開複素曲面を 2つ用意して, この 2つの複素曲面を正則に貼り合わせること
で 19次元のK3曲面の族が構成されることを論文 [KU1]で示した. さらに, 2021年 Lequen氏
[L]によって, Lebesgue測度に関してほとんど全ての周期に対応するK3曲面は, この貼り合わ
せ構成により得られることも示されている. このK3曲面の族における一般の曲面は非射影的
であるが, 論文 [KU2]において, K3曲面の族において 18次元の射影的曲面の部分族が存在する
ことを示している. 本稿では, K3曲面の「貼り合わせ構成」を紹介するとともに, 本構成によ
るK3曲面の族が射影的曲面の族を含むことを示す.

2 K3曲面の構成と主結果
本節では, K3曲面の貼り合わせ構成について紹介する. 詳しくは, [KU1, KU2]を参照せよ.

まず, パラメータを準備する.

(0) (p, q) ∈ R2 は Diophantine条件をみたす, つまり, α > 0と A > 0が存在して, 任意の
n ∈ Z≥1に対して, 次の不等式をみたすとする:

min
(µ,ν)∈Z2

||n(p, q)− (µ, ν)|| ≥ A

nα
.
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(a) (τ,p) = (τ, p+1 , . . . , p
+
9 , p

−
1 , . . . , p

−
9 ) ∈ {Im τ > 0} × C18は次の等式をみたすとする:

9∑
k=1

p±k = ±(pτ − q). (1)

(b) (ξ, s) ∈ C× {0 < |s| < 1}とする.

まず, (0)と (a)で定まるパラメータから, 射影平面 P2に埋め込まれた楕円曲線 C0 := C/(Z ⊕
Zτ) ⊂ P2を考えて, 9点 {p±1 , · · · , p±9 } ⊂ C0のブローアップを S± → P2として, C0の狭義変換
をC± ⊂ S±とする. このとき, Pic0(C±) ∼= C/(Z⊕ Zτ)と同一視すると, C±の S±における法
束NC±/S±はNC±/S± = ±(pτ − q)となる. ここで, (p, q)はDiophantine条件をみたすことに注
意すると, Arnol’dの定理 [A]により, C±の S±における正則な環状近傍W± ⊂ S±が存在する.

つまり, W±はNC±/S± のゼロ切断の近傍と双正則な C±の近傍であるが, 今回の設定では, 適
当な定数R > 1を用いて,

W± ∼= {(z±, w±) ∈ C2 | |w±| < R}/ ∼±

かつ, C± ∼= Cz± × {w± = 0}/ ∼±と表される. ただし, ∼±は次で定まる同値関係である:

(z±, w±) ∼± (z± + 1, exp(±p · 2π
√
−1) · w±) ∼± (z± + τ, exp(±q · 2π

√
−1) · w±).

また, (b)で定まるパラメータを用いて, S±の開部分多様体M±を

M± := S± \ {[(z±, w±)] ∈ W± | |w±| ≤
√

|s|/R}

で定義して, M±の境界の近傍を

V ± := {[(z±, w±)] ∈ W± |
√

|s|/R < |w±| <
√

|s|R} ⊂M±

で定める. さらに, gξ : C
+ → C−を gξ([z

+]) := [z+ + ξ]で定義して, 双正則写像 f : V + → V −

を
f([(z+, w+)]) = [(z−, w−)] = [(gξ(z

+), s/w+)]

で定める. このとき, f によって V +と V −を同一視して, M+とM−を貼り合わせることで, コ
ンパクト複素曲面X = Xb := M+ ∪f M−が定まる. ただし, b = (τ,p, ξ, s)である (図 1参照).

(a)と (b)で定まるパラメータ b = (τ,p, ξ, s)の空間をBとおく. 条件式 (1)を加味すると, Bは
19次元の複素多様体となることに注意する. 論文 [KU1]において次の結果を示している.

定理 2.1 ([KU1]) 各XbはK3曲面であり, {Xb}b∈Bは 19次元の有効なパラメータ空間Bをも
つ複素解析族をなす. また, 一般の b ∈ Bに対して, Xbは非射影的なK3曲面である.

ここで, コンパクト複素曲面XがK3曲面であるとは, Xの基本群が自明, かつ, X上で至ると
ころ消えない正則 2次形式が存在することである. 本構成における曲面X = Xb上の正則 2次
形式 σは,

σ|V = c · dz ∧ dw
w

をみたすことが示される. ただし, c ∈ C∗は定数で, V ⊂ Xは V +
s

∼= V −
s に対応する開部分多様

体, (z, w)は (z+, w+)から誘導される座標である. この関係式を用いて周期を計算することが,

定理 2.1における複素解析族の有効性を示すための要である.

実は, ほとんど全てのK3曲面は本構成により実現されることが, 2021年に Lequen氏によっ
て示されている.
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図 1: K3曲面の構成

定理 2.2 ([L]) Lebesgue測度に関してほとんど全ての周期 ξと, 周期が ξとなる任意のK3曲面
Y に対して, Y ∼= XとなるK3曲面X = Xbが存在する.

さて, 定理 2.1によれば一般のパラメータ b ∈ Bに対して, Xbは非射影的なK3曲面であったが,

族 {Xb}b∈B に射影的なK3曲面も含まれるか否かは自然な疑問である. この問題を解決するこ
とが本原稿の目的である. パラメータ空間Bにおいて, ξ = ξ0 ∈ Cと固定した 18次元の部分空
間をBξ0 ⊂ Bとおく.

定理 2.3 ([KU2]) ある ξ0 ∈ Cが存在して, {Xb}b∈Bξ0 は 18次元の有効なパラメータ空間をも
つ射影的K3曲面からなる複素解析族をなす.

次節以降, 定理 2.3を示していく.

3 直線束の構成
本節では 2節と同じ記号を用いる. L±を S±の正則直線束として, (L+.C+) = (L−.C−)を

仮定する. さらに, g∗ξ0(L
−|C−) ∼= L+|C+ となる ξ0 ∈ Cが存在することを仮定する. ここで,

(L+.C+) = (L−.C−) ̸= 0ならば, ξ0 ∈ Cは必ず存在することに注意する. この ξ0 ∈ Cを固定し
て次の命題を示すことが本節の目的である.

命題 3.1 任意の b ∈ Bξ0に対して, 直線束 L+|M+と L−|M−は貼り合わさり, X = Xb上の正則
直線束 L = L+ ∨ L−を定義する.

記号を簡単にするため, R > 1に対して,

W := {(z, w) ∈ C2 | |w| < R}/ ∼
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とおく. ただし, ∼は次で定まる同値関係である:

(z, w) ∼ (z + 1, exp(p · 2π
√
−1) · w) ∼ (z + τ, exp(q · 2π

√
−1) · w).

また, C = {[(z, w)] ∈ W | w = 0} ⊂ W を楕円曲線として, π : W → Cを π([(z, w)]) = [z]で与
えられる自然な射影とする. 次の補題を準備する.

補題 3.2 (p, q) ∈ R2はDiophantine条件をみたすとする. このとき, 任意の L ∈ Pic0(W )に対
して, L = π∗(L|C)が成り立つ.

証明. 任意のL ∈ Pic0(W )に対して, H1(W,OW ) → Pic(W )
c1−→ H2(W,Z)の完全性とc1(L) = 0

により, Lはあるα ∈ H1(W,OW )の像と一致する. よって, α ∈ H1(W,OW )に対してπ∗(α|C) = α

となることを示せば十分である.

α = {(Wjk, fjk)}とおく. ただし, Cの Stein被覆 {Uj}を用いて, Wj = π−1(Uj) ∼= Uj×{|w| <
R}とおき, Wjk = Wj ∩Wkとおいた. また, fjkはWjk上の正則関数で, Wj において収束ベキ
級数

fjk(zj, wj) =
∞∑
n=0

fjk,n(zj) · wnj

で表される. ただし, (zj, wj)は (z, w)に対応するWjにおける座標である. このとき,

{(Wjk, f̂jk)} = δ{(Wj, gj)}

となるWj上の正則関数 gj : Wj → Cが存在することを示せばよい. ただし,

f̂jk(zj, wj) := f(zj, wj)− f(zj, 0) =
∞∑
n=1

fjk,n(zj) · wnj .

まず, 任意の j, kに対してwk = tkj · wjをみたす乗法的 1-コサイクル {tjk ∈ U(1)}が存在する.

この 1-コサイクル {tjk}はNC/W を実現する. また, {(Ujk, fjk,n)} ∈ H1({Uj}, N−n
C/W )かつ (p, q)

はDiophantine条件をみたすため, 各 n > 0に対して δ-方程式

−gj,n + t−njk · gk,n = fjk,n

は唯一の解 gj,n : Uj → Cをもつ. あとは, ベキ級数

gj(zj, wj) =
∞∑
n=1

gj,n(zj) · wnj (2)

が収束することを示せばよい. 実際, Uedaの補題 ([U], Lemma 4 参照)により, C と {Uj}の
みに依存する K > 0が存在して, C 上の任意の直線束 E ∈ Pic0(C)と任意の 0-コチェイン
{hj} ∈ C0({Uj},O(E))に対して, 不等式

d(IC , E) · ||{hj}|| ≤ K · ||δ{hj}||

が成立する. ただし,

||{hj}|| := max
j

sup
z∈Uj

|hj(z)|, ||δ{hj}|| := max
j,k

sup
z∈Uj∩Uk

|hjk(z)| ({hjk} := δ{hj})
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とおいた. また, IC ∈ Pic0(C)は自明な直線束で,

d(IC , E) := inf max
j,k

|1− sjk|

である. ここで, 下限はEを実現する全ての乗法的 1-コサイクル {sjk ∈ U(1)}にわたってとる
ものとする. 仮定により, (p, q)がDiophantine条件をみたすため, A > 0と α > 0が存在して,

全ての n ≥ 1に対して d(IC , Nn
C/W ) ≥ A · n−αをみたす. Cauchyの不等式を用いると, 任意の

ℓ ∈ (0, R)に対して,M > 0が存在して,全てのn ≥ 1と zj ∈ Uj∩Ukに対して |fjk,n(zj)| ≤M/ℓn

をみたす. よって,

|gj,n(zj)| ≤
K

d(IC , Nn
C/W )

·max
j,k

sup
zj∈Uj∩Uk

|fjk(zj)| ≤
K

A · n−α · M
ℓn

=
KM

A
· n

α

ℓn
,

で ℓ ∈ (0, R)は任意であるため, ベキ級数 (2)は収束する. 以上により, H1(W,OW )において
π∗(α|C) = αが示された. 2

命題 3.3 (p, q) ∈ R2はDiophantine条件をみたすとする. このとき, 任意の L ∈ Pic(W )に対
して, L = π∗(L|C)が成り立つ. 特に, 制限写像 Pic(W ) → Pic(C)は同型である.

証明. CはW の変位レトラクトなので, 制限写像H2(W,Z) → H2(C,Z)は同型である. よって,

c1(L⊗ π∗(L−1|C)) = 0でL⊗ π∗(L−1|C) ∈ Pic0(W )となる. (L⊗ π∗(L−1|C))|CはC上の自明束
なので, 補題 3.2より, L = π∗(L|C)となる. 2

命題 3.1の証明. 命題 3.3と仮定 g∗ξ (L
−|C−) ∼= L+|C+ により, 双正則写像 f : V + → V −を介し

て制限 L±|V ±は同型である. よって, (M+, L+|M+)と (M−, L−|M−) は貼り合わさり, X上の正
則直線束 L = L+ ∨ L−を定義する. 2

4 計量の構成
前節同様, L±を S±の正則直線束として, (L+.C+) = (L−.C−)を仮定し, g∗ξ0(L

−|C−) ∼= L+|C+

となる ξ0 ∈ Cが存在することを仮定する. このとき, 命題 3.1より, 直線束 L+|M+と L−|M−は
貼り合わさり, X上の正則直線束 L = L+ ∨ L−を定義する. まず, 次の命題を示す.

命題 4.1 もしL±がアンプルならば, ε0 > 0が存在して, 0 < |s| < ε0なる任意の sに対して, L

はアンプルとなる.

証明. 正のChern曲率
√
−1Θh·e−cψ =

√
−1Θh+ c

√
−1∂∂̄ψ > 0 をもつC∞-Hermite計量 h · e−cψ

を L+ ∨ L−上に構成すればよい. ここで,

• hは L±上の計量 h±を貼り合わせでえられる計量.

• ψは S± \ C±上の関数 ψ±を貼り合わせでえられる関数.
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楕円曲線 C±の近傍では, h±や ψ±は貼り合わせ可能な形状をしている必要がある. そのた
め, 0 < R1 < R2 < Rを準備する. ただし, R2は固定して, R1は Step 1において決定する.

0 < |s| < ε0 := (R1/R)
2ならば貼り合わせ可能な計量と関数を構成する.

Step 1. 計量 h±の構成 (この Stepでは, ”±”は省略する).

L ∈ Pic(S)をアンプルな直線束とする. すると, 自然数 n ∈ Nが存在して, S ∋ x 7→ [g1(x) :

· · · : gN(x)] ∈ PN−1が埋め込みとなる基底 g1, g2, . . . , gN ∈ H0(S, Ln ⊗ [−C])が存在する. ただ
し, 各 giはC上で極をもつ Ln上の切断とみなす. このとき, L上の特異Hermite計量 hsを

⟨ξ, η⟩hs,x :=
ξ · η

(|g1(x)|2 + |g2(x)|2 + · · ·+ |gN(x)|2)
1
n

, (ξ, η ∈ L|x)

で定める. hsはC上で極をもち, 制限 hs|S\C はC∞-計量かつ正の曲率形式
√
−1Θhs|S\C > 0を

もつ. この計量を貼り合わせるため,

√
−1ΘhC =

π(L.C)

Im τ
·
√
−1dz ∧ dz

なる L|W 上のC∞-計量 hC を用意する (ここで, πは円周率であり, 射影 π : W → Cではない).

hC は貼り合わせ可能な計量であり,
√
−1ΘhC ≥ 0かつ

√
−1ΘhC (∂/∂z, ∂/∂z) > 0をみたす. そ

して, L上の計量 hを

h−1 :=

{
RegularizedMax(h−1

s , ε · h−1
C ) on W

h−1
s on S \W

で定める. ただし, ε > 0で, RegularizedMax: R2 → RはDemailly[D]を参照せよ. 通常の最大
関数maxは滑らかではないため, max関数を平滑化した RegularizedMaxを用いる. より厳密
には, hsと hC の局所ポテンシャル関数 φsと φC に対して, hの局所ポテンシャル関数 φを

φ = RegularizedMax(φs, φC − log ε)

で定めることで hを定義する. そのため, hは C∞級の計量であり,
√
−1Θh(∂/∂z, ∂/∂z) > 0

かつ
√
−1Θh ≥ 0をみたす ([D], Lemma (5.18) (e)参照). ここで, ε > 0を十分小さくとると,

S \ {|w| < R2}において h = hsとなる. また, hsがCにおいて極をもつことから, R1 > 0を十
分小さくとると, {|w| < R1}において h = ε−1 · hC となる. 以後, このR1 > 0と hを固定する.

Step 2. 関数 ψ±の構成 (この Stepでは, ”±”は省略する).

ε0 := (R1/R)
2とする. 0 < |s| < ε0なる sに対して, λ = λs : R>0 → Rを条件

λ(t) =
(
log(t2/|s|)

)2
if 0 < t < R2, λ(t) ≡ constant if t ≥ R.

をみたすC∞-関数として, ψ = ψs : S \ C → Rを次で定まるC∞-関数とする:

ψ(p) :=

{
λ(|w|) (p = (z, w) ∈ W \ C)
λ(R) (p /∈ W ).

ψはwのみに依存する関数であり, S\{|w| ≤ R}において
√
−1∂∂ψ = 0である. また, {0 < |w| <

R2}において
√
−1∂∂ψ = 2

√
−1 · dw∧ dw/|w|2, つまり, {0 < |w| < R2}において

√
−1∂∂ψ ≥ 0
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で
√
−1∂∂̄ψ(∂/∂w, ∂/∂w) > 0となる. 最後に, c > 0をコンパクト集合 {R2 ≤ |w| ≤ R}にお

いて √
−1Θhs + c

√
−1∂∂ψ > 0

となるよう選ぶ. {R2 ≤ |w| ≤ R}において
√
−1Θhs は正であるため, 条件をみたす c > 0が存

在することに注意する.

Step 3. h± · e−cψ±の曲率 (この Stepでは, ”±”は省略する).

S \ C において h · e−cψ を考える. まず, c > 0の選び方により, S \ {|w| < R2}におい
て,

√
−1Θh·e−cψ =

√
−1Θhs + c

√
−1∂∂ψ > 0となる. また, {0 < |w| < R2}においても

h · e−cψ は正の曲率をもつ. 実際,
√
−1Θh ≥ 0,

√
−1∂∂ψ ≥ 0, かつ

√
−1Θh(∂/∂z, ∂/∂z) > 0,√

−1∂∂̄ψ(∂/∂w, ∂/∂w) > 0より,
√
−1Θh·e−cψ =

√
−1Θh + c

√
−1∂∂̄ψ > 0となる. よって,

h · e−cψは S \ Cにおいて正となる (表 1参照). なお, ω :=
√
−1Θh + c

√
−1∂∂̄ψ ∈ c1(L|S\C)は

S \ CにおけるKähler計量であり, Cの近傍 {|w| < R1}において

ω|{|w|<R1} =
π(L.C)

Im τ
·
√
−1dz ∧ dz + 2c ·

√
−1dw ∧ dw

|w|2
と表される.

Step 4. L+ ∨ L−における計量の構成.

上記の議論から, S± \ C± における C∞-計量 h± · e−cψ±
が存在して, S± \ C± において√

−1Θh±·e−cψ± > 0であり, {0 < |w±| < R1}において

h± = ε−1 · hC± , ψ±(z±, w±) =

(
log

|w±|2

|s|

)2

をみたす. 今回の K3曲面 X は, 2つの曲面 M± = S± \ {|w±| ≤
√

|s|/R}を双正則写像
(z+, w+) 7→ (z−, w−) = (g(z+), s/w+) を介して貼り合わせることで構成された. |s| < (R1/R)

2,

つまり,
√
|s|R < R1 とすると, 命題 3.3 により, h± は貼り合わさり Ls = L+ ∨ L− 上の

C∞-Hermite計量を定める. さらに, {
√

|s|/R < |w+| <
√
|s|R}において, ψ+(z+, w+) =

(log |w+|2/|s|)2であり,

ψ−
(
g(z+),

s

w+

)
=

(
log

|s/w+|2

|s|

)2

=

(
− log

|w+|2

|s|

)2

= ψ+(z+, w+),

つまり, ψ±は貼り合わさりX上のC∞-関数 ψを定める. よって, h · e−cψはX上で正の曲率形
式をもつC∞-計量となる. 2

定理 2.3の証明. まず, {Xb}b∈Bは 19次元の有効なパラメータ空間 b = (τ,p, ξ, s) ∈ Bをもつ複
素解析族をなしていた. また, (L+.C+) = (L−.C−)(> 0)となるアンプルな正則直線束L± → S±

が存在することに注意する. この直線束L±を固定すると, 条件 g∗ξ (L
−|C−) ∼= L+|C+から ξ = ξ0

は Z ⊕ Zτ を法として唯一存在して, パラメータ (τ,p)に正則に依存することが示される. さ
らに命題 4.1より, 0 < |s| << 1なる sに対して, K3曲面 X = Xbはアンプルな正則直線束
L = L+ ∨ L−を許容する. よって, {Xb}b∈Bξ0 は 18次元の有効なパラメータ空間をもつ射影的
K3曲面からなる複素解析族をなす. 2
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より感謝申し上げます. 本研究は JSPS科研費 19K03544の助成を受けたものです.
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0 < |w±| < R1 R1 < |w±| < R2 R2 < |w±| < R S± \ {|w±| < R}

h±

ε−1hC± [”max”{(h±
s )

−1, εh−1
C±}]−1 h±s

·
√
−1Θh± ≥ 0 ·

√
−1Θh± ≥ 0 ·

√
−1Θh± > 0

·
√
−1Θh± > 0 ·

√
−1Θh± > 0

in z-direction in z-direction

ψ±

{log(|w±|2/|s|)}2

?

const.

·
√
−1∂∂̄ψ± ≥ 0 ·

√
−1∂∂̄ψ± = 0

·
√
−1∂∂̄ψ± > 0 in w-direction

曲率
√
−1Θh± + c

√
−1∂∂̄ψ± > 0 positive positive

if 0 < c << 1

表 1: Hermite計量の構成
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