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概 要

本稿では, 論文 [1]の内容を解説する.

1 序章
Sylvester-Gallaiの定理は Sylvesterにより 1893年に提唱され, 1944年
にGallaiによって解決された射影平面上の幾何学における古典的な定理
である. その主張は以下のように極めて簡明である：

定理 1.1 (Sylvester-Gallaiの定理 ([7]))

AをP2
R中の, 一点を共有しない直線の有限族とする.

L2(A) := {H ∩ L | H,L ∈ A, H ̸= L}

をAが作る交点集合とすると, L2(A)は必ず二重点を含む.

少し言葉を補足しておく. P2
R中の点 pに対して

Ap := {H ∈ A | p ∈ H}

とおくと, 定理中の「一点を共有しない」は「A = Apを満たす点 pが存
在しない」となり, 二重点 pとは |Ap| = 2を満たす点 pのことである. こ
の一般化として |Ap| = kとなるような点 pを k重点と呼ぶこととする. ま
たAp ̸= Aが成り立つ pが存在するAを pencilと呼ぶが, 本稿ではAは
pencilではないことを以下仮定する.
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Sylvester-Gallaiの定理の証明の歴史については色々とあるようで, Gal-

laiより先にMelchiorがより精度の高い結果を出していたようである. ま
た定理 1.1は Sylvesterのオリジナルな定式化ではない. Sylvesterは一直
線上にないような有限個の点集合を与え, それらを二点ずつ選んで直線で
結んでいった場合に, 三点以上が乗る直線が存在する, という書き方をし
ている. これらの二つの定式化の証明には面白いことに若干の違いがみ
られるが, 基本的には比較的シンプルかつ初等的な議論で証明ができる.

どちらにせよ, 二重点の重要性は代数幾何学では言うまでもなく, それが
常に存在するというこの定理の重要性もまた明らかであろう.

二重点が存在するならば, 当然それがいくつあるのかが気になるところ
である. この視点から以下の予想が提示された：

予想 1.2 (Dirac-Motzkin予想)

n2(A)でL2(A)に含まれる二重点の数を表すとする. このときP2
R中の直

線配置Aに対して
n2(A) ≥ |A|

2

が成り立つ.

Dirac-Motzkin予想は openではあるが, 実際はほとんど全ての部分が
GreenとTaoにより [8]において解決された. 即ちある自然数 n0が存在し
て |A| ≥ n0を満たすAに対してはDirac-Motzkin予想が正しいことが [8]

において示されている. この n0そのものは明示的には求められていない.

Green-Taoによれば理論的には求めることは可能であるが, それ自体にあ
まり重要性はないとのことである. どちらにせよ, 理論上は有限個の直線
配置に対して Dirac-Motzkin予想を調べれば完全な解決が得られること
となる.

さて, ここまで全て実射影平面で問題を考えていることに気づかれた方
も多いだろう. 本稿の目的はこれらの定理の複素版を考えることである.

「考える」と書いたのは, 上の二つの結果あるいは予想に対して簡単な反
例がすぐに見つかり, 実と複素では様相が全く異なることが昔から知られ
ていたためである.

例 1.3

Aを
(xn − yn)(yn − zn)(xn − zn) = 0
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で定義されるP2
C中の直線配置とする. もし n ≥ 3ならばこの配置は二重

点を一つも持たない. よって Sylvester-Gallaiの定理もDirac-Motzkin予
想もどちらも成立しない.

というわけで早速複素版はダメなことがわかってしまう. これに力を
失ったのか, 複素版の直線配置の二重点問題はあまり研究がされてこな
かったようである. この状況に対して新しい視点を投げかけたのがAnzis

と Tohaneanuによる論文 [6]であり, その中で彼らは以下の定理を証明
した.

定理 1.4 ([6])

AがP2
R中の超可解配置であるとする. 即ちある p ∈ L2(A)が存在して,任

意のH,L ∈ A\Ap, H ̸= Lに対してあるK ∈ Apが存在してK ⊃ H ∩L

を満たすような配置である. このとき n2(A) ≥ |A|/2が成立,

定理1.4中のpを超可解配置Aのモジュラー点という,一般にモジュラー
点は超可解配置に対して複数ある. 超可解配置は代数・幾何・組み合わ
せ論的に極めて良い性質を持つことで知られている配置であるが, Anzis

とTohaneanuはその良さがDirac-Motzkin予想に対しても成立すること
を示したわけである. つまり実超可解配置に対してDirac-Motzkin予想は
正しい. これはもちろんGreen-Taoの結果に含まれる部分も多いが, この
定理のポイントはある性質を持つ配置に対しては本数に関係なくDirac-

Motzkin予想が正しいことを示したところにある. このような結果が得ら
れれば, 以下の予想を提唱するのも自然であろう：

予想 1.5 (Anzis-Tohaneanu予想 ([6]))

AがP2
C中の超可解配置ならば, Dirac-Motzkin予想は正しい.

実際例 1.3中の配置は超可解配置ではない. ただし, もともとの Sylvester-

Gallaiの定理の証明などが実構造をフルに使った証明であったことも相
まってか,複素となるとこの種の主張を示すことはなかなか容易ではなく,

Anzis-Tohaneanu予想も様々な数学者が精力的に研究を進めたものの, な
かなか解決を見ることはなかった. それに対して筆者は, Aから定まる対
数的ベクトル場の分裂型の概念を用いることで, 予想 1.5を解くことに成
功した. それ自体は以下の定理の簡単な応用であり, ここでは以下の定理
を主定理として述べることとする：

定理 1.6 ([1])

H ∈ Aに対してA′ := A \ {H}とおく, もしA′が自由性という代数的条
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件を満たすならば, n2(A) > 0. 実際二重点が一つH上に存在する.

自由性の定義はセクション 2に譲るが, ここではベクトル束に関連する
代数的な条件であるとご理解いただければ幸いである. つまりある種の
代数的な条件を満たす配置に対しては複素版の Sylvester-Gallaiの定理が
成立することがわかる. 実は複素版の Sylvester-Gallaiの定理は不成立と
いったが, そのような配置 (Sylvester-Gallai配置と呼ばれる）はほとん
ど見つかっていない. つまり例 1.3の無限系列以外には筆者は二つの例外
しか知らない. よって実は複素直線配置も二重点を持ちたがっているので
は, とも考えられる. この観点から, 複素配置の Sylvester-Gallaiの定理の
研究は, 複素配置がDirac-Motzkin予想を満たすような条件を探索するこ
とが, 一つの研究の指針を与えてくれるのでは, と筆者は考えている.

よって本稿の目的は定理 1.6を示すこと及び今後の展望や未解決問題を
提示することである. セクション 2で関連する定義や定理が紹介され, セ
クション 3で定理 1.6及びその系として定理 1.4が証明される. セクショ
ン 4では関連する問題や今後の展望が述べられる.

謝辞. 城崎シンポジウム 2022において講演の機会を与えてくださった
池田京司氏, 稲場道明氏, 深澤知氏に深く感謝する. 本研究は日本学術振
興会科研費・基盤研究 (B) （JP16H03924）の助成を受けている.

2 証明への準備
本章の結果に関する一般的なリファレンスとして [10]及び [13]をあげ

ておく . 証明において重要な役割を果たすのは超平面配置の代数である.

次元が少し動くため, 一般的なセットアップで説明をまず行う. Kを標
数 0の体とする. 標数はほとんどの以下の結果において関係ないのであ
るが, 一部重要な場面で標数 0が必要となるため, 本稿では標数 0の体上
でのみ考えることとする. V = Kℓ 中の超平面配置Aとは, Aが線型な
超平面の有限集合であるときにいう. これは自然にPℓ−1

K 中の超平面配置
を与えることと同値であるため, 以後この二つを区別しないことがある.

Sylvester-Gallaiの定理はよって V = R3中の平面配置の話と考えること
ができる.

H ∈ Aに対して kerαH = H となるような αH ∈ V ∗を一つ固定する.

S = Sym∗(V ∗) = K[x1, . . . , xℓ]を V の座標環とし,

DerS := ⊕ℓ
i=1S∂xi
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とおく. このとき超平面配置Aの対数的ベクトル場D(A)を

D(A) := {θ ∈ DerS | θ(αH) ∈ SαH (∀H ∈ A)}

で定義する. D(A)は Sから自然に導入される次数が付いた, 階数 ℓの反
射的加群となることがわかるが, 一般的には自由加群とはならない. よっ
てAが自由で指数 exp(A) = (d1, . . . , dℓ)をもつとは,

D(A) ≃ ⊕ℓ
i=1S[−di]

が成立するときにいう. 超平面配置の自由性がどのように決まるかは筆者
をはじめ様々な研究者が研究を行っているが, まだまだ未知の部分が多い.

続いてAの組み合わせ論について簡単に述べる. Aの交差格子L(A)を

L(A) := {∩H∈BH | B ⊂ A}

で定義する. Aの元たちが交わりとして構成する線型部分空間全体の集
合であり, Aの元がどのように交わっているかという組み合わせ論的情報
としてとらえられる. これをさらに換骨奪胎したものがマトロイドであ
り, 超平面配置は幾何学的な実現でありかつそれからマトロイドL(A)を
得ることができるという意味で実現可能なマトロイドとも呼ばれる.

Lk(A) := {X ∈ L(A) | codimV X = k}

と定義すると, Dirac-Motzkin予想で用いた用語 n2(A)はL2(A)の元の数
のことを表しており, コンシステントになる. L(A)上にメビウス関数 µ

を µ(V ) := 1かつX ̸= V に対しては

µ(X) := −
∑

X(Y⊂V, Y ∈L(A)

µ(Y )

と, 余次元が低いところから帰納的に定義し, その母関数を

χ(A; t) :=
∑

X∈L(A)

µ(X)tdimX =
ℓ∑

i=0

(−1)ibi(A)tℓ−i

で定める. これを特性多項式と呼ぶ. L(A)はAの組み合わせ論的情報の
多くを保持しているが, 物としては大きくかつ複雑で取り扱いが難しい.

そこで情報を弱くしても数値化することで扱いやすい組み合わせ論的情
報としたものが特性多項式である. ちなみにK = Cのとき

bi(A) = dimQ H i(Cℓ \ ∪H∈AH,C)
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となることが [9]により知られている. もっというと [9]によりH∗(Cℓ \
∪H∈AH,C)が環としてL(A)から決定されることが知られている. このよ
うに超平面配置のある性質がL(A)にのみ依存するかどうかというのは基
本的かつ重要な問題であるが, ほとんどの場合どちらかすらわかっていな
い. 例えば補空間の基本群はL(A) からは決まらないことが知られている
が, 自由性がどうかは 40年来未解決であり, 寺尾予想と呼ばれている. 寺
尾予想を支える一つの定理が以下の寺尾の分解定理である：

定理 2.1 (寺尾の分解定理, [12])

Aが exp(A) = (d1, . . . , dℓ)たる自由配置であれば

χ(A; t) =
ℓ∏

i=1

(t− di).

よって自由性は特性多項式のことを知っているといえる. 逆はどうかと
いうのが寺尾予想ともいえる.

続いて自由性が関連する二つの完全列と制限写像を定義しよう. 一つ
目はある意味素直な制限写像である：

定義 2.2 (Euler制限射)

H ∈ Aに対してAのHへの制限AH を

AH := {H ∩ L | H ∈ A′ := A \ {H}}

で定義すると, 以下の完全列が存在する：

0 → D(A′)
·αH→ D(A)

ρH→ D(AH).

この完全列をEuler完全列と呼び,

ρH(θ)(f) := θ(f)

で定義される ρH を Euler制限射と呼ぶ. ここで f ∈ S に対して f は
f ∈ Sの S/αHS = S における自然な像を表す.

Euler制限射は単純に αH でmoduloを取るだけという極めてシンプル
な定義である. しかし代数幾何的にはそれだけでD(A)からD(AH)に写
像が構成できるのは少し不思議と言えなくもない. 代数幾何的には以下
に定義するように制限の際の重複度まで込めた対象に対する制限射を定
義するほうが明らかに自然である.
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定義 2.3 (多重配置 ([14]))

m : A → Z>0を重複度といい, 組 (A,m)を多重配置と呼ぶ. 多重配置に
対して

D(A,m) := {θ ∈ DerS | θ(αH) ∈ Sα
m(H)
H (∀H ∈ A)}

で多重配置の対数的ベクトル場が定義される. 重複度がない場合と同様
にその自由性や指数 exp(A,m)も定義される.

定義 2.4 (Ziegler制限 ([14]))

H ∈ Aに対してAH 上の重複度mH を, X ∈ AH に対して

mH(X) := |{L ∈ A \ {H} | L ∩H = X}|

で定める. これをZiegler重複度と呼び, (AH ,mH)をAのHへのZiegler

制限と呼ぶ.

このようにして重複度付きでの制限を定義することは代数幾何的には
非常に自然である. しかしながらD(A)の元に対して素直にαHでmodulo

を取ると像がD(AH ,mH)に含まれなくなる. それはひとえに Euler微分
θEが邪魔をすることとなる. これはmoduloを取る前もあとも全ての超平
面にピッタリ重複度 1で接するためである. おそらくこれが理由でZiegler

以前には, 自由配置研究に Ziegler制限が考えられていなかったのだろう.

これを解決するために Zieglerは以下の分解に着目した.

補題 2.5 ([13]等を参照)

H ∈ Aに対して

DH(A) := {θ ∈ D(A) | θ(αH) = 0}

とおくと,

D(A) = SθE ⊕DH(A)

が成立する.

このDH(A)は上の分解を見れば自由性やD(A)の構造を見る際には本
質的であることがわかる. このひと手間を挟むことでようやく Ziegler制
限射が定義できる：
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定義 2.6 (Ziegler制限射 ([14]))

以下の完全列が存在する：

0 → DH(A)
·αH→ DH(A)

πH

→ D(AH ,mH).

ここで πH := ρH |DH(A)で定義される写像を Ziegler制限射と呼び, また
上の完全列をZiegler完全列と呼ぶ.

この二つの完全列を用いることで主定理を証明する. まず Ziegler制限
に関する定理をいくつか導入しておこう.

定理 2.7 ([14]))

Aが自由配置で指数が (1, d2, . . . , dℓ) であれば, Ziegler制限 (AH ,mH)は
自由多重配置で指数は (d2, . . . , dℓ). 更に πHは全射であり, それはDH(A)

の基底をD(AH ,mH) の基底へと移す.

では多重配置も含めた超平面配置の自由性の結果をいくつか導入する.

命題 2.8

ℓ = 2ならば多重配置 (A,m)は自由配置. 更に ρH : D(A) → D(AH)はい
つも全射.

証明. 自由性は体の拡大によらないので閉体上の話としてよく, とすると
D(A)の自由性はその層化として得られるP1上の反射層の分裂と同値で
あるが, これはよく知られたGrothendieckの定理から直ちに従う. また
二次元配置の制限として得られる一次元配置は一点からなる集合のため,

生成元はEuler微分であり, それは明らかに像に含まれるので全射性も自
明. □

上で用いた事実を簡単に下で述べておく.

命題 2.9 ([5], [13]も参照)

Γ∗(D̃(A)) := ⊕k∈ZH
0(D̃(A)(k)) = D(A).

二次元配置で重複度がない場合自由性も指数も容易にわかる.

補題 2.10

ℓ = 2ならAjは自由で, 空でなければ exp(A) = (1, |A| − 1). 特に次数が
1の基底として Euler微分をとれる.
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証明. θ2 := Q(A)/αH∂αH
とおく. ここで ∂αH

は αH と独立な元を適当に
とったときの, αH に対応する双対基底の一部. とすれば θE, θ2が基底と
なるのは自明. □

二次元多重配置も自由であるが,その指数は一般にほとんどわからない.

しかし, わかる場合が少しだけある. 以下はその中でも有名な結果である.

定理 2.11 (Yuzvinsky)

(A, 2)は指数として (|A|, |A|)を持つ.

超平面配置の性質を調べる際によく使われるのは既に出てきた制限及
び以下のように定義される局所化である：

定義 2.12

X ∈ L(A)に対してAのXでの局所化AX を

AX := {H ∈ A | X ⊂ H}

で定義する.

予想 1.5で出てきた超可解配置を定義しておこう.

定義 2.13

V = K3中の配置Aが超可解配置であるとは, あるX ∈ L2(A)が存在し
て, 任意のH,L ∈ A \ AX に対してあるK ∈ AX が存在してK ⊃ H ∩ L

を満たすときに言う. このXをモジュラー直線と呼ぶ.

超可解配置は実は自由配置である.

定理 2.14 (Stanley)

Aを, Xをモジュラー直線とするK3中の超可解配置とすると, A は自由
で exp(A) = (1, |AX | − 1, |A| − |AX |) となる.

3 主定理たちの証明
本章では主定理たちを証明する. ただし詳細まで立ち入ると長くなる

ため, 本質的な部分に絞って概略を説明するにとどめる. 詳細な証明は [1]

を参照されたい. まず以下の定理を証明しよう.
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定理 3.1 (自由全射定理, [1], [4])

A′ := A \ {H}が自由ならば, Euler完全列

0 → D(A′)
·αH→ D(A)

ρH→ D(AH) → 0

つまり ρH は全射.

証明. X ∈ AH に対して局所化すると命題 2.8から ρH は全射. よってA
の階数に関する帰納法から ρHは原点以外の局所化で全射としてよい. つ
まり層の完全列

0 → D̃(A′)
·αH→ D̃(A)

ρH→ D̃(AH) → 0

を得る. ここでコホモロジー完全列およびH1(D̃(A′)(k)) = 0が自由性か
ら従うことに注意すれば, 命題 2.9と合わせて題意を得る. □

では主定理を示そう.

定理 1.6の証明. H 上に二重点がないと仮定しよう. これは Ziegler制限
(AH ,mH) においてmH(X) ≥ 2が全てのX ∈ AHで成立することを主張
している.

まず定理 3.1より ρH は全射. D(A) = SθE ⊕ DH(A) かつ exp(AH) =

(1, |AH | − 1)で次数が 1の部分はEuler微分に対応するため（補題 2.10),

独立性を用いてある 0 ̸= θ ∈ DH(A)|AH |−1が存在することがわかる. 他方
exp(AH ,mH) = (a, b)とおくと定理 2.11から |AH | ≤ a ≤ bと仮定してよ
い. θ ∈ DH(A) → D(AH ,mH) を思い出せば, 次数の関係から πH(θ) = 0

でなければならないが, πH(θ) = ρ(θ) ̸= 0 よりこれは矛盾. □

予想 1.5の証明. |A| = n, |AX | = mとして, m− nとmの大小により場
合分けする. m − n < mの場合は簡単なので読者に任せよう. 直感的に
はこの場合はモジュラー点を通る直線が多いため, 通らない直線とたくさ
ん交わり二重点を作る. もちろんこれらのうちいくつかはモジュラー点を
通らない直線同士の交わりとして二重点ではなくなるが, そういった直線
が少ないため, |A|/2より多い数の二重点を作るに困らないだけの二重点
が構成されるという感じとなる.

よってm − n ≥ mとする. このときH ∈ A \ AX をもってくると, そ
れはA\AXのH以外の n−m− 1個の元と異なる点で交わるが, それは
超可解配置の定義から, 必ずAXのある元でカバーされており二重点では
ない. またA \ {H}も定義から超可解配置なので自由, よって定理 1.6か
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らH上には二重点 pH がある. 超可解配置の定義からこれはHとAX の
元との交点であるから, pH はH ∈ A \ AX ごとに異なる点である. よっ
て二重点はm− n個以上あり, 仮定からこれは |A|/2より大きい. □

4 今後の展望
このように代数的な性質である自由性が二重点の存在問題と関連する
ことが分かった. 上述の状況から,以下の予想を提示するのは自然である：

予想 4.1 ([1])

AがP2
C中の二重点を持たない直線配置ならば自由配置となる.

これまで見つかっている二重点を持たない複素直線配置,いわゆるSylvester-

Gallai配置は（そもそもほとんど数がないが）すべて自由である. 故に
自由でないならば二重点を持つという予想 4.1は, 代数・代数幾何的視点
から見た複素版の Sylvester-Gallai定理といえるのでは, と期待している.

また同様に, ℓ ≥ 4のときX ∈ L2(A)で |AX | = 2たるXを二重点的なも
のと見なした場合の高次元版 Sylvester-Gallaiの定式化や, Pn

C (n ≥ 3) 中
の直線配置の二重点と, これらに対応する対数的ベクトル場の関係（余次
元が高い場合にも存在する）といった研究の方向もあると考えている.
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