Beitrage zur Theorie der Elastizitat
gekrimmter stabformiger Korper.

von

Tsuruzo Matsumura.

(Eingegangen November 11, 1914.)

Eine allgemeine Untersuchung iiber die Elastizitat doppelt gekriimmter
stabformiger Korper ist meines Wissens bisher noch nicht unternommen
worden, und was beziglich der Theorie solcher Elastizitit in Lehrbiichern
gegeben ist, ist sehr beschrankt. Ich beabsichtige im Folgenden, zunichst
die Theorie in allgemeiner Form zu entwickeln und dann einige Anwen-
dungen derselben zu behandeln.

In Abb. 1 sei OGG' die
Mittellinie eines doppelt

gekriimmten  stabformigen

Abb. 1.

N

Korpers. Derselbe sei im
Punkt O drehbar gehalten
und an beliebigen Punk-
ten der Mittellinie von
Kriften angegriffen, deren

Richtungslinien derart sind,

dass das resultierende Mo-

X ment sammtlicher Krifte
an O gleich Null ist. Die

Richtungslinien kénnen auch

Y:
beliebig sein wenn der stab

an O eingeklemmt ist.
Mit O als Ursprung sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem genommen

und seil
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ein Punkt der Mittellinie, mit den Koordinaten «/, 3/, #/,
ein anderer Punkt derselben zwischen O und G, mit
den Koordinaten =z, y, z,

die zu O, ¢ bzw. G’ unendlich nahe gelegenen Punkte
der Mittellinie, ‘

die Tangente, die Binormale und die Hauptnormale
im Punkt &,

diejenigen im Punkt @,

die Richtungswinkel von VA’ gegeniiber den Koordi-
natenachsen,

diejenigen von G'B,

” 7y GIO’;

” » G4,

95 99 GB:
ey 7 GO}

die resultiercnden Momente um GA, GB bzw. GC,
welche durch alle iiber ¢ hinaus wirkenden Krifte
hervorgerufen werden,

die «-, y-, =~ Komponenten der Resultante von M,
My, M.

Zur Bestimmung von M, My, M; durch M,, M, M, gelten dann die Be-
ziehungen :

M, =M, cos a,+ M, cos B, + M, CO8 Ty

My=M, cos ay+ M, cos B+ M, CO87 § +evneerenens (1)

My= M, cos az+ M, cos B3+ M, cos 7.

Loést man diese Gleichungen nach M, M,, M, auf, so erhilt man zur

nmgekehrten Bestimmung derselben durch M, M,, M, :

M.= M, cos a,+ M, cos a,+ M, cos ay, |

M, =M, cos 3+ M, cos B+ M CO8 Sy, } wovoevvnrennnnne (2)

M,= M, cos y,+ M, cos v+ M; cos 1.
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Ein einfacher Fall wird vorausgesetzt, dass die Hauptachsen des Quer-
schnittes G mit GB und GC zusammenfallen. Es seien ferner o, dJ,, J;
die Tragheitsmomente des Querschnittes G in Bezug auf die Achsen G,
CB bzw GC. ‘

Der von M, verursachte Verdrehungswinkel pro Lingeneinheit der Stab-

N

mittellinie kann durch 4J, dargestellt werden, wenn gesetzt wird

A= Gl 7 fiir kreisformige (Querschnitte,
1
A= %(]l + 7]1) »» elliptische »
72 8
A —_-pag’_(l + }) » rechteckige ”
2 3

unter G den Schubelastizititsmodul verstanden. Dann ist AM,ds die Dreh-
ung des Korperteiles GG’ um die Achse G'4, die durch die Verdrehung
des Langenelementes GG, veranlasst wird.

Der von 2/, verursachte Biegungswinkel pro Léngeneinheit der Stab-

mittellinie kann durch BM, dargestellt werden, wenn gesetzt wird
S .1 pdF
B_-—_—Eﬁ’o”x mit x = Y4 f—p-i-v s

i

worin bedeutet
E den Elastizititsmodul,
F die Querschnittsgrosse,
p den Kriimmungshalbmesser,
7 den Abstand des Flichenelementes dF von der Achse GB.

Dann ist BM,ds die Drehung des Korperteiles GG, die durch die Biegung
des Elementes GG, um die Achse G'B veranlasst wird.
Der von JM; verursachte Biegungswinkel pro Langeneinheit der Stab-

mittellinie kann durch CM,; dargestellt werden, wenn gesetzt wird

1) Genauer ist

1 Pp 1
B= Ew( 7 “*7),

unter P die Kraftkomponente in der Richtung GA verstanden.
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1
Dann ist OM,ds die Drehung des Korperteiles GG’, die durch die Biegung

des Elementes GG, um die Achse G'C veranlasst wird.

Die Drehungen AMds, BM,ds, CMsds haben zur Folge, dass das Lan-
genelement @'Gy eine Drehung (Rotation) und eine Schiebung (Translation)
erfihrt. Sind nun de,, dw,, do, die 2-, y-; - Komponenten dieser Drehung,

so gelten dhnlich den Gleichungen (2)

dw, =(AM, cos a,+ BM, cos ay+ CM; cos a) ds,
" dw, =(AM, cos B, + BM, cos B,+ CM; cos B;) ds,
dw, =(A4M, cos y,+ BM, cos 3+ CM; cos 1) ds.
Hierin sind im allgemeinen }.IM,, BM,, CM,; und alle Richtungswinkel
die Funktionen von z, ¥, 2. ‘

Durch Integration erhilt man
@, = f(AM, cos oy + BM, cos ay+ CM, cos u;) ds+ H,

0, = f (AM, cos B+ BM, cos B+ CM, cos ) ds+ H, *}....e.... (3)

Yy
w, = f(AﬂL 08 7y + BM, cos o+ CM; cos i) ds + H, J
Hierin sind H,, H, H, die z-, y-, z- Komponenten der Drehung des
Elementes 00, und zwar gleich Null, wenn der Stab in 0 eingeklemmt
ist. Die Integralgrenzen sind von O bis G’ entsprechend zu nehmen.

Bezeichnet man mit w,, ,, @, die Drehuﬁgskomponenten von G'G’; um
die Achsen G'4’, G'B’ bzw. G'C’, so ist dhnlich den gleichungen (1)

0, =w,co8 ¢+ w, cos B/ +w,cosy,, )
@0, =0,c08 &, + 0,008 B,/ + w, co8 y,, § ccoeererees (4)
w;=0,c08 a5’ + w, cos B+ w, cos 5. )

Ferner konnen die Aenderungen 4dcose,’, dcos B/, dcosy der Rich-

tungskosinus von G'4’ durch ®,, w,, w, bestimmt werden. Tritt namentlich
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w, allein auf, so erfahrt 'G{ eine Drehung um G'X’, (s. Abb. 2) ohne

jede Aenderung von cose,’. Aendern sich dy, dz um 7 bzw. £, so ist

= w,dy= w, cos f ds,
—p= w,lz= w, cos TI, ds’ Abb. 2

und daher V ‘ /ﬁ -5

)
| [
V ’ ] G,’ / A
dcos B/ = =—w,co8 71/, !
ds 1 4
f
I } &
deosy/=——=w,cosB/’. | A ___||]l- X’
ds S
7/
//
. . - = . . Ve
In gleicher Weise ist fiir alleiniges ya Vi >y

Auftreten von w,

4 cos 7/ =—w,cos a/,

r ’
dcosa/ = w,cosy/,
und fiir solches von @,

L !
4 cos u/ = — w.cos B,

4 cos 3/ = w,ecos o/

Dann ist fiir den allgemeinen Fall, dass ©,, @, ®, alle zusammen
auftreten

dcosa)= w,cos r/ — w.cos B/,
deos By = weos o) —w,c087,; Vol e eeeen (5)

dcos y/ = w,cos B/ — w,cos a)

Fiar die Acnderung der Richtungskosinus von G’B’ bzw. (ZC gelten
dieselben Formeln, indem nur alle Zeiger 1 mit 2 bzw. 3 zu vertauschen
sind.

Die Schiebung des Lingenelementes G’G," hat die Aenderung von af,

!, %' zur Folge.

Y .
Die Gleichung der Ebene, die durch die Linie G4 und durch den
Punkt G’ geht, ist bekanntlich

.
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(X—a)] (' —2) cos f1—(y'—y) cos 11 ]

+(Y—y)| (&' —x) cos 7,— (' —2) cos o, J

+ (Z-—.z) __(y’—y) cos oy, — (' — ) cos }91:]:0,

wnter X, ¥, Z, die Koordinaten irgend eines Punktes der Ebene verstanden.

Die Richtungskosinus der Normale dieser Ebene sind

(+' —=)cos By— (' —y)cos 7,

cos 4, =
T V(& —xP+ Y —y )+ — 2= (o' —x) cos o, + (y' —y) cos B+ (' —z) cos ,]*
oS 1 = (2’ —x) cosy,— (¥ —z) cos a,
f V(@ =)+ (y —y)y+ (@ —2)—[(@ —x) cos o+ (' — y) cos By + 2’ —2) cos 7, P
, _ - S
008 3, = (¥’ —y) cos a, — (&' — x) cos f;

V@ @)+ — gV 7 —2)— (& —) CO8 ty+ (¢ — §) CO8 o+ (7 —7) G0 7,

Hierin ist zu beachten, dass der gemeinsame Nenner gleich dem senk-
rechten Abstand p, von G’ zur Achse G4 ist.

Also

preos Ay =(2'—2) cos B—(y' —¥) Co.s 1
1008 py= (o' — &) cos yy— (' —2) CO8 @, geeeornne 6)
picos v, =(y’ — ) cos a; — (2’ — x) cos f,.

Einerseirs ist P AM,ds die Strecke, um welche der Punkt G’, infolge
der Verdrehung des Lingenslementes GGy, senkrecht zur Ebene G'GA4
verschoben wird. Die x-,y-,2- Komponenten dieser Verschiebung sind

Py AM, ds cos 4,
py AM, ds cos py,
Py AM; dscosy,,
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oder mit (6)

AM, _(z" —2z)cos fi—(y' —y)cosy,

AM,| (&’ - ) cos y; — (2" —2) cos ¢,

Gleicherweise

des Punktes G’ senkrecht zur Ebene

AM,| (y' —y) cos ay— (&' — ) cos B, | ds.

ds,

ds,

sind die -, y-, »- Komponenten der Verschiebung

G'GB, welche die Biegung des

Elementes GG, um die Achse GB zur Folge hat,

BM,| (2~ 2) cos fu— (' ~y) cos

BM, I:(w’ — ) o8 r;— (2’ — z) cos a,

] ds,
] ds,

BM, [(y’ - y)‘cos a,— (@' — x) cos ,32] ds.

und diejenigen der Verschiebung desselben Punktes senkrechet zur Ebene

G'GC, welche die Biegung des Elementes GG; um die Achse GC zur

Folge hat,
O | (# —2) cos fu— (') o5 7
CM, I:(ac’ — ) co8 7a— (3’ —2) cos g
CM, [(y' —y) cos ay— (x' — ) cos B,

Die Summe aller z-Komponenten der

Differential der Aenderung von «’, d.h.

ds.

ds,

- ds,

Verschiebungen von G’ ist das

ddx’ =(AM, cos B+ BM, cos 3,+ C M, cos Be)(7' — 2) ds

—(AM, cos v+ BM, cos 7o+ CM; cos y:)(y' —y) ds.
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Ebenso ist

ddy’ =(AM, cos y,+ BM, cos y,+ CMy cos p;)(2' — ) ds
—(A4M, cos a,+ BM, cos ay+ CM; cos a;)(2' —2) ds,

dd' =(AM, cos a;+ BM, cos ay+ CM; cos a;)(y' —y) ds
— (AM, cos B+ BM, cos B+ CM, cos 3;)(«'— ) ds.

Durch Integration erhilt man
ax =f(AM1 cos B+ BM, cos B+ OM, cos B5) (2 — =) ds
- f (AM, cos 11+ BM, cos 1+ OMy cos 13)(y' — y) ds+ K,
dy' = f (4AM, cos 1, + BM, cos v, + CMy cos y5)(2/ — ) ds
. f(AM1 cos a;+ BM, cos uy+ CMy cos a)(z' —z) ds+ K,

44 = f (AM, cos ay+ BM, cos a,+ CM; cos a5)(y’ —y) ds

- f(AM1 cos By + BM; cos B+ OM; cos Bo)(x! — ) ds+ K,.

Hierin sind K, K,, K, die Aenderungen von «',y’,%/, die von den Dreh-
ungen H,, H, H, des Elementes OO, herrithren, und zwar gleich Null,
wenn der Stab an O eingeklemmt ist. Die Integralgrenzen sind von O
bis G’ entsprechend zu nehmen. '

K,, K,, K, koénnen durch H,, H,, H, bestimmt werden. Tritt namentlich

H, allein auf, so ist in Bezug auf Abb. 3

K, =0, Abb. 3. z

K,=—:H, ey -‘i _—_____-___JTgl

K,=y'H,. E t \
Ebenso fir H, allein _){_Kyl(_ Hx\(

K,=H, Y 0
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K, =0,
K, =—d'H,

sowie fiir H, allein

K.=-y'H,
Ky = wIHn
K,= 0.

Daher ist fur den allgemeinen Fall
K“’ = zl‘Hy _y,Hz:
K, = x’Hz—z'Hx’ ..................... (8)

Y

K,=y'H —2'H,.

Anwendungen. Abb, 4.
Die vorstehenden Formeln sollen auf P
die Ermittelung der Forménderung einer /G' K

Y4
Schraubenfeder angewendet werden. A :b
Beispiel 1. Eine zylindrische Schrau- :
benfeder sei am einen Ende O drehbar

gehalten und am anderen Ende G’ durch

eine Kraft P angegriffen, deren Richtungs-

linie mit der Achse der Schraube zusam-

menfillt. Es soll die Forminderung der

Feder genau ermittelt werden.

Von O aus seien 0OX, 0Y, O0Z.
gezogen, wie in Abb. 4 ersichtlich und Y
es bezeichne

r den Halbmesser der Windungen,
n  die Zahl ' » ,
¢ den Steigungswinkel d.h. den
Winkel, welchen G4 mit "
der XY Ebene bildet, Y
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s’ die Lange des gewundenen Drahtes /K,
! die Lange OG’ der Feder,

p den Kriimmungshalbmesser =
cos’s

Fiir einen Punkt G der Schraubenlinie ist

=—Prsin 8,

M,
M,= Prcosf,
M,

= 0,
€08 a;= —¢cos ¢ 8in 0, cos o,= sin4sin 4, €08 a; =cos 8,
cosBi= cosscosl,” cosfB,=—sin7cosb, cos By=sin 0, ; (9)
cos ;== sin g, COB ;= CO8%, cos 7= 0.

Dann ist nach (1)

M, = — Pr sinfl (—cos ¢ sin 0) + Pr cos ¢ cos ¢ cos § = Pr cos 1,
M, = — Prsin 0 sin ¢ sin 8 + Pr cos @ (—sin ¢ cos §) = — Prgin 4,
M, =— Prsin 0 cos 8 + P cosfsin 8 = 0.

Vernachlassigt man die Forménderung der Drahtteile OH und @K,
so wird die axiale Verlingerung 4/ der Feder gegeben durch die Dritte

der Gleichungen (7). Durch Einsetzen von [ fiir 2/ in derselben erhilt man

8’
dl== f [APr cos ¢ (—cos ¢ sin 8)— BPr sin ¢ sin 7 sin 0}(y' —y) ds

¥ ‘
—f [4Pr cos © cos ¢ cos @— BPr sin ¢ (—sin ¢ cos 8) (2’ —x) ds
+y'H,—«'H,.

Hierin ist zu setzen
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y'=0, =0 fur den Punkt ¢,

y=rsind, z=rcos b,
ds= rdf
co8 ¢ v
Also .
Acos? i+ Bsin* [ #2m O -
4 = P : (sin26 a6 + f costd db’J
cos ¢ _ L A
) 27n 2mn
oder mit f sin’d df= 7n, fcos20 di= =n

Acos® i+ Bsein?s

A= 2mnlr® -
cos ¢

=P A cos? i+ Bsin®¢
sin ¢

Die Drebung des Drahtteiles 'K um seine eigene Mittellinie ist nach (3)

4
w, =f [4Pr cos 2 (—cos ¢ sin §)— BPrsin ¢ sin ¢ sin 0]ds+ H,

A cos’ i+ Bsin®¢ 2mn
=— P’ f51n0d0+ H,,

cos ¢

2rnn

oder mit f sin 0 df= 0

w,=H .

Hierin ist H, die Drehung des Drahtteiles OH um seine eigene Mittellinie.
Dieselbe ist unbekannt, kann aber durch die Bedingung d4y'=0 ermittelt
werden. Nach (7) ist

8/
4y’ = f[AP9~ cos ¢ 8in 4— BPr sin 7 cos ¢](x’—x) ds
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— f[AP7 cos ¢ (—cos ¢ sin §)— BPr sin ¢ sin ¢ sin 0](2' —z) ds
+o'H,—2H, =0

oder wegen

a'= 0, x= 7 cos 0, = 1= 2mnrtg1,

rdi

a=0rtg1, ds= .
o8 ¢

2nn

dy'=— P*(A— B)sin ifcos 6o

A cos®i+ Bsin®e omn -
o st tg ¢ I(an— ) sin 8 d6

—mnrtgi H,= O,

21n

2nn .
oder mit f cos 8 df =0, f (27n— ) sin 0 df=2an

A cos’i4 Bsin®*1
cos ¢

2rn Pré tge—2mnrtgi H,= 0

H =P A cos* i+ Bsin’¢

oder ;
€os ¢

Die Drehung von 'K um eine durch G/ gehende, zu OY purallele
Achse, ist nach (3)

s’
w, = f [APr cos i cos i cos #— BPr sin ¢ (—sin 4 cos 0)]ds + H,

© Acos*i+ Bsin®e 2ren
=D f cos 0 df+ H,

cos ¢ A

2mn
oder wegen f cosd df= 0

]
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w,= H

v

Hierin ist H, dic Drehung von OH um OY. Dieselbe ist unbekannt, kann

aber durch die Bedingung 4x’=0 gegeben werden. Nach (7) ist

g
Ax'ﬁf [APr cos i cos ¢ cos § — BPrsin 2 (—sin i cos 6)](z' —z)ds

— | [4Prcosisins—BPrsinicosc|(y' —y)ds+z'H,~y' H,
, Y-y v =Y

Acos® i+ Bein%  p2nn
=D o tg g f (27n— ) cos 0 d6

2nn
+ P*(4— B) sin if.sin 0dé
+2mar tg ¢ H,= 0.
Da beide Integrale gleich Null sind, so folgt

\
. H,=0.

Die Drehung von G'K um OZ ist ferner nach (3)

R/
w,= f [ 4Py cos i sin i— BPr sin i cos §] ds+ 1,

2rn

= Pr¥(4—B)sin zf df + H,
=2mn P A~ B)sini+ H,..cocovvvennnnnnn. (1)

Hierin ist 17, die Drehung von OH um OZ. Dieselbe ist wieder unbekannt,
kann aber sofort ermittelt werden. In Bezug auf Abb. 4, wenn ('K um
OZ in einem Sinne eine Drehung erfihrt, so muss auch OH, aus Symmetrie
der Form, um dieselbe Achse die gegensinnige Drehung um den gleichen
Winkel erfahren.

Also
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w,= —H,
Dies mit (11) gibt

w,=—H,= anPr(A— B) sin+
= o Pri(A~B)cosi
Hinsichtlich der Drehung von OH und G’K lisst sich das Folgende
zusammenfassen : '
©, = H, =D A cos® i+ B fin® 2
Co8 ¢

w,=H,=0,

w,=— H,= & Prl(4— B) cosi.

Hieraus erhellt, dass die Teile OH und G’K um OZ sich dreben im

Sinne, die Windungszahl zu vermehren, und mit einander den Winkel
=DPrl (A—B) cos

bilden, indem sie immer senkrecht zu OZ bleiben. Sie. beide erfahren

ferner die Drehung um ihre eigene Mittellinie um den Winkel

—pe A cos’ i+ Bsin®e

v ’
CO8 2

im Sinne YZ.

Die vorstechenden Ergebnisse gelten auch fiir den Fall, dass die Schrau-
benfeder durch die Axialkraft gedriickt wird, so fern es von der Aus-
knickung des Schraubenkérpers abgesehen wird. Nur finden dann alle

Drehungen und alle Verschiebungen in entgegengesetzter Richtung statt.

Beispiel 2. s soll die Verkiirzung der konischen Schraubenfeder unter
der Einwirkung der Axialkraft ermittelt werden.
In Bezug auf Abb. 5 sei GN eine Gerade, die mit einer Achse OZ in

N cinen Winkel & einschliesst. Man denke sich, ein Punkt G bewegt sich



- Beitrage zur Theorie der Elastizitit gekriimmter stabformiger Korper. 73

auf dieser Geraden mit einer gleichférmigen Geschwindigkeit v, wihrend
GN ihrerseits um die Achse OZ mit einer gleichférmigen Winkelgesch-
windigkeit @ rotiert. Ks sei die

Kurve so entstanden die Mittellinie z Abb. 5.

der Schraubenfeder. Dann ist die
Projektion der Mittellinie in XY
Ebene eine Archimedische Spirale

mit der Gleichung:

f

r= r,— (ro—1,
2 )
. Po—1
oder mit m=—a 1
o27n

r= ry—im0.

Mit Rucksicht auf Abb. 5 ist
entsprechend dem Zeitelemente di,

dx = —(vdt sin 0 cos 8+ r wdt sin §),
" dy= —wdtsin dgin 0+ w di-cos 0, "
dz= wdt cos 4, :
oder weéén K
@ = 2n = sin & vdisind
v To—1y m
n 8ind

dz = —wvdtsin (cos 0+ " _gin 0),
n rwd € Y
dy =—vdtsin g (sm 00— — cos 0)
m
dz = wdlcosd.
Ferner ist

d*x =—vdtsin8(—sin 0+ 1 dr sin 0+ —— cos @ ) i
m db m
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oder mit - =—m, =w

dr a0
db t

d’r =v wdt*sin 0 (2 sin 6— " cos 0),
m

Y =—vdt sinﬁ(cos 6L " oog g+ . sin (i) do
m dl m

=—v o di*sin 6(2 cos 0+ sin 0),
m

d% = 0.

Die Richtungskosinus der Tangente G'4 sind dann

dx
COS @ = — -
Vdat+ dy* + da*
. r .
—sin B(COS 6+ — sin 0)
_ m
- . P . 2 . . r 2
~/ sin’0 (cos 0+ ——sin 0) + sin? (sm 00— cos 0) + cos®0
Tmn m
“cos 0+ —sin @
m
=T 1 r? !
—
sin?0 m
sin @ ——"_cos @
m
cos By=— —
~/ 1 + r?
sin’0 m?
008 7= ctg 6 ’

~/ 1 + 72
sin%0 m®

Die Richtungskosinus der Binormale G'B sind mit
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a = dy d%—dz d%,
b = dz dPx—dx d?%,
¢ = dx d*y—dy d’x,

wie bekannt
cos a2=——a— ,
_l/a2+ 62+ 62
" cos ﬂ,=_b— ,
1/a2+ b2+ 02
CO8 7, = ¢

Ya@+rre
Im vorliegenden Falle ist

a =vdtcos&-'vwdt’sinﬁ(2cos0+l-sin0)
m
= v*w di*sin J cos & (20080+L sin 0),
m

b= vdtcos&-vwdtz‘sin&(Qsin()—l- cos 0)
m

= v®w df* sin & cos 0 {2 sin 6 — T cos 0)
m

¢ = vdtsin 8(cosﬁ+i sin 0)-’0«) dtzsin8(2cos 0+—T—sin0>
m m

+v dtsinb‘(sin 6— " cos 0)-vwdtgsin3(2 sin §——"_ cos 0)
m m

. r?
= v*w df* gin% (2+ ——2>
m

Somit ist
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cos & (2 ;zos 0+ 2 sin 0)

€OS @y = m
s . r. . 2 R . r z rt
~/cos~b‘ (2 cos § + — sin 0) + cos’d (2 sin 8 — - cos 0) + sin?d (2+—)
m m m2
2 cos -+ sin @
- m
2 . E) b
~/4+L+ tg23(2+~’i)
m? m2
2 8in 0—-—cos0
cos B = ,
~/4+__+ tg? ( )
tg&(
COS Yy =

~/4+——+tov26 (2+lf2-)2
m-

Die Richtungskosinus der Hauptnormale sind

€08 &5=1/ | _cos?a,— cosa,

[ 2 +toa(2+f_)]sin 0—[i+to«a(2+’_'2) T cos 6
tg o ° 2 ® m? m

D

J Gt el o) |

c08 B3 =1/1— cos*B,— cos’p,

2
tua(
[tua +ig

r )] cos 0+ [L+ tgo (2+ ﬁ)]_r_ sin 6
1%y n? m*/Jdm

_|. ?
N/ ( +—> 4+—+t0*26‘(2+—) ]
sin%0 2 12 m?
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cos r3=y/1— €08’y — COS Ty

7

m

1 r? 7 rE\ET
—_—t 4+—-+t0‘25(2+—) J
'\/ ( sin%d m? )[ m: m?

Da — gegeniiber 1 immer sehr klein ist und damit
r

2 W2\ 2 2 4 2 2z 2
N e R K Y L)
m? m? mY ot R 7?

72

’ 2 2 . 2
=~ +1g% (4ﬂZ+ 1) =L~/1+ tg% (4+ ’—2>,
m 7 T m - m

so kann gesetzt werden

2cos §+ " sin

m

COB @y = = ,
L~/1+tg23 (4+1—°)
m /0
2 sin 60— cos §
m
co8 fB= - - ,
~/1 +1g20 (4+ l—)
m m”
2
tg(2+-2))
m
CO8 rg =

r . ?.2 ’
7~/ Ligo (447

2 r\7 . 1 2\ »
2 0-[——— t, 3(2 ———)J—cos i}
[tg8+tg6< +m2)J5111 tg6+g +m2 p”

r 1 7'2)[» 2 \( 7‘2 :]
+ W1 +tg20 4+-—)
m ~/ ( sin’é  m? Z 0\ m?
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2 72 [ 1 ( 72 ]7‘ .
g — tg o — ) —
[to'B +t€,3(2+ m2)]cosﬂ+ o +tgo(2+ m’) - sin

€08 By= — L=
& r N/ (L + ’_z)l:1 + to% (4 + LI)J ’
m sin%d e © m?

1

1 2\ . 7'27 '
N/ ( sin%d + W)Ll + g% (.4 +~m~2)

oS 7y =

M,, M,, M, haben diesclben Ausdriicke wie frither nur mit entgegen-
gesetzten Vorzeichen :
M,= Pr sind,
M,=—Pr cos b,

M,=— O.

Dann ist nach (1)

i

cos 0+ -7 sin § sin 6— 7 _cos 8

My=—Prsind i +Prcos @ m
RN ~/ 1 . 7
sino mt. sin%d m?
T
= —Pr : m
1 r ’
- 3+ "
N/ sin% m?
2 cos +——gin 6 . 2 sin  —"cos §
M,= Prsné m ~ —Prcos @ T =
 Jiig (¢+-25) r_ Ji+tgd (4+_2)
m m? m : m
= Pr 1

b

23 2
~/l +1tgo (4+W)



Beitrage zur Theorie der Elastizitit gekriimmter stabformiger Korper. 79

| (2+ ) ]sin 0- 13 g0 (24 ) | Toon
M;= Pr gin 0 g - ms- m '
r r
14+1tg% (44" ]
m N/ ( smzb )l: + ( + mz)
(2+ )]
+ Pr cosﬂ

(2+ ) __s1n0
)

2
e >[1+w<4+-f~J
m sin%0 m?

2 +tga(2+ T“‘,)

o 1 72 o =N
4 ) 1+ tg% (4 + ;)
m sin?%} m* /L m*

Die Verkiirzung der Feder ist nach der Dritten der Gleichungen (7)

mit ¢ fir &/

,  ©o8 6+ " gin @ 2 cosf+ T gin 8
a=|l4rT — " —— i+ BPn 7
S NI 1+tg25(4+~’—)
sin m? m?

{ZJ sin 0— [2][1] " cos 0

2
+cp ™ S (~y)ds
r ( 14 —)[1 + 1% (4 + )]
sind m2/l © m?
. sinf—Tcosd 2 sin 6— " cos 6
- j 4P = " ———+BPm =
" gin?d * 7 1+1tg% (4 + W)
\ [2J cos 0+ I’ZJI:I] —gin 8
—op ™ (~z) ds.

7 - 0
L 1+ 4% (4 _>]
(sm25 e )[ + + m?
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mit den Abkiirzungen :

(- 3]
[t weles 2]

Hierin ist zu setzen

x=rcos 0, y=7rsinf

ds=+/da* + dy*+ dz*

- 2 2
=vdf N/ sin%‘[(cos 6+ sin 0) + (sin 6—-" cos 0) J+ cos¥
m m

= dt~/1+ sin%o sin
m 1 y?
=— 1 + sin’é = - —+ dr.
sm é m> , sin%0 m?
Ferner ist zu beachten, dass der Koeffizient B= 1, B nicht un-

‘02
verinderlich wie 4 oder € sonder eine Funktion von # ist. Um aber

das Integral leicht durchfithren zu kénnen, und mit Ricksicht darauf, dass
der Einfluss der Biegung des Drahtes um die mit OZ einen kleinen Winkel
bildende Binormale  G'B auf die Verkiirzung der Feder nur sehr klein
ausfallen dirfte, begniige man sich fiir B seinen durqﬁschnittlichen Wert
zu nehmen.

Der Kriimmungshalbmesser ist bekanntlich

ds®

A (1 s1n'0) N/ 1+

'v"oltssmé——~/1+tg2 (4+ 9-)
m 2

m

. [l:

sin’0

v
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2 )
Sin&( '123+ Tz ) -125+ 70 .
- an m sin m . (12)

,).2 N 72
> N/1+tg20 (4+ 2})
m m

Berechnet man

N
EF p% ’

ro¥+ 7y

indem man fiir p den aus (12) mit fiir + sich ergebenden Wert

nimmt, so darf der erhaltene Wert als der durchschnittliche betrachtet
werden. k ‘

Die Verkiirzung ist dann

ot

T — o 7‘2 .128 + 7'22
m2
Al=44P j‘ ﬁ dr + BPJ o mr2 dr
2
T 1ot (1)

2 12
r 777,2[ 2 +tgé (2+7T_‘,)J
tg o m?
e Lo 5]
o gin®%  m? m?
oder mit ¢=_"
% . L7
¢ 2 /1 :
A= APm? ‘J—j—‘jsz+BHW SN s T
+ : b
W N s o 1+1g% (4+¢?) @

" [ Grwoers]
+amfj B ag.
b s+ 9 [ 10 (a4 )

sin?%0
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Hierin ist aber

gtd¢
I

sin%0

2 1 2
¢ sin%d +¢
1+tg% (4 +¢°)

Tsuruzo Motsumura.

3 1
2t — . )~/ 52
¢( ¢ sin% s81n°0 +¢
) 8

3 1 1
k)
8 sin% o ¢+ 8in%0 t¢ )

1

L e
o= 1 ¢~/ sin% +9
) 2

1 ) 1
il __+7)1 (/+~/ : /2)
( g% "\ sin?%o Tsj

+

: 3 tg% + 1
V3 yTrdigs | Y Iratgs N gsind
L (=) n
2 tg o 3tg0

1
- +1
1+4 tg? N/ ¢?sin®d

2 . .—_——a
[ Z+twoe+y|as ¢ Vs
tg o

8in’d

Vot [ 1 tg @)
sin%}

5 1 2
—1)1 ( +,)
1g%0 ) n{ o+ ~/ 8in%0 i

1

+
-2

(1—2 tg%)?

2

3489 ~/ L 41
1+41tg?d ¢? §in%

2,/3 tg8 /1 +4 tg%

Damit ergibt sich mit R=

n

3tg’0 ~/ 1 +1
1+4tg? ¢* sin’0

3 tg%
144 tg%
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) ; o ¢0< 2 - 8in%) >~/ si:ﬁ(? o0

“sin%d
8

- M= Pnd A[ (¢1 smz‘

1.
+ ~/ +
3 1 % ais T

s s 1
sin ¢0+~/ L
sin’d

I N/ 3 + dli— ¢y ,\/ """
sin%d sin’o

I
N

e
° ¢0+~/ +¢7

sin%0

1 . [ 1
3 (R + N/ ¢y? sin% M l)(R B N/ &y’ 8in%d * 1) 'J

+—_In — L S ——
2R 1 1
R—/ L 1)(R b 1) ~
( ~/ 2 sin%d +~/ &y 8in?d *

o N/ smgo ¢°N/ e

( 2 ‘
. 1 ( 2 . ) o+ / —+ ¢’
2 Mg &0 + ~/ sin —+ ¢

1 1
Rt ——+ 1)(R— e +1)
(1-2 tg*)°R; ( ~/¢12 sin’0 N/¢v02 sin%d *
L 7T I I
g R —’.——+1)(R Vo +1)
( ~/ &% sin% + ¢,k sin% *

..................... (13)
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Ist, wie gewdhnlich der Fall, der Winkel ¢ welchen die Tangente GA
mit der Linie GN einschliesst, nur wenig vom rechten Winkel verschieden,
80 ist

9

m
e () 5
*sin?0  sin% or S\277

gegeniiber 1 sehr klein und kann mit kleinem Fehler vernachlissigt werden.
Also
¢ 8in%}

1 )
+ 02 = ~ (& .
~/ sin%d ¢

Ebenso kann gesetzt werden

2‘/}2 _ 3 = 29}2

sin%
Dann folgt aus (12)

¢ 8in 0
v/ 1+1g% (4+ ¢%)

und aus (13)

Al=Pm3{A I—M +3 1 _ﬁ_]
- 4 8 sin% &

+ B [ #—¢s _l< 1 +7)1n—9"1]
| 2 20 UM

o[ (5 iy )
- 2 S 2\ tg¥ &y

B
(=]
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+f3.4 B ( 1 +7)+_(.]_( 5 —l)]ln }
-8 sin'd  2tgd \ tg¥ 2 \ tg

&
)

Hicraus ergibt sich 4/ negativ, d.h. die Feder erleidet cine Verkiirzung.

Zusammenfassung. -

1. Es wird zuniichst die allgemeine Theorie der Elastizitit doppelt
gekrimmter stabférmiger Korper gegeben.

2. Es wird dann beispielweise die Forminderung der zylindrischen
‘Schraubenfeder unter der Einwirkung der Axialkraft genau ermittelt.
. 3. Zuletzt wird eine genaunere Formel fiir die Verkiirzung der konischen

Schraubenfeder unter der Einwirkung der Axialkraft geleitet.




