Knickung der rechteckigen Platte bei veranderlicher Randbelastung.

Voun Shizuo Ban.
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Einleitung.

Wenn es sich um die Knickung der Platte
handelt, beschrinkt sich die Untersuchung stets
auf das Problem, das hauptsichlich mit der lokalen
Sicherheit der eisernen Bauteile zu tun hat.
Neuerdings wird aber eine Schale oder Scheibe
als neues Tragwerk in die Eisenbetonkonstruktion
eingefithrt, wodurch es ermoglicht ist, einen grossen
Raum mit einer aussergewdhalich leichten Kon-
struktion zu tiberdecken. Da dies Tragwerk sehr
dinnwandig gebaut werden kann, verlangt bei
dessen Entwurf die Frage der Stabilitit besondere
Beachtung, indem man zuweilen Knickungsfille zu
berticksichtigen hat, die so bei der eisernen Kon-
struktion selten vorkommen. Zum Beispiel werden
in einer Teilscheibe des Faltwerks Normalspan-
nungen und Schubspannungen zugleich hervorge-
rufen, deren Verteilung in Langs- und Querrichtung
je fiur sich eine andere ist.” Um die Stabilitit
des Faltwerks theoretisch verfolgen zu kénnen,
haben wir noch viele Knickprobleme in bezug auf
die Platte unter verschiedenen Spannungszustinden
und Randbedingungen in Betracht zu zichen. Der
Verfasser gibt vorliegend eine angeniherte Lisung
fiir eine rechteckige Platte, die an einem Seitenpaar
linear verianderlich belastet ist. Die Stiitzung der
Platte ist so angenommen, dass sie an drei Seiten
x=0, y=0 und y=4 unbeweglich und an der
vierten, der Belastund parallel laufenden Seite
elastisch gestiitzt ist. (Abb. 1)

Erster Abschnitt. Losung durch die
Differenzengleichung.

1. Die Differentialgleichung der Knickfiiche und
ihre Anwendung auf die gleichmdssig
gedriickte Platte.

Wir nehmen den Koordinatenursprung an
einer Ecke der Platte und lassen sie von den
Seiten x=0, ¥=a, y=0 und y=4¢ begrenzt sein.
Bezeichnen wir mit < die Durchbiegung der

Zweiter Abschnitt. L8sung nach der Arbeitsmethode.

4. Bedingungsgleichung der- kleinsten Arbeit.
5. Anwendung der Arbeitsmethode,
6. Kleinste- Knickkraft und zugehdrige Anzahl der Halb-
wellen.
Schlussfolgerang.

Platte, mit V die Plattensteifigkeit und ferner mit
n (x) die Belastung, die auf den Rindern y=o
und y=4 in p-Richtung wirkt, so lautet bekannt-
lich die Differentialgleichung der Knickfliche

0%w
NANw=—n,(x) By (1)
wobei die Druckspannung als positiv gerechnet ist.”
Abb. 1.
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Da die Platte an den Réindern y=o0 und y=4
gestiitzt ist, nehmen wir den Ansatz

w=X-sin Ay, .o (2)
wo A= ”2” .......................................... (3)

und X eine Funktion von x ist. Die Fliche (2)
befriedigt betreffs des Seitenpaars y==0 und y=¢
die Grenzbedingungen. Die neu eingefiihrte Funk-
tion X ist so zu wihlen, dass sie der gewdhnlichen
Differentialgleichung
a'X
dx’ da*

1) Ueber die Verteilurg der Spannung in Faltwerk geben folgende Aufsitze Auskunft:

Ehler.,
Gruber.
2) Nadai.

Beton und Eisen, 1930. S. 281.
T. Abbandlung d. I. V. B. H. 1932.
Elastische Platien.

Craemer.

Beton und Eisen, 1930. S. 276.
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und den Grenzbedingungen bei dem . Seitenpaar

r=0 und r=a genigt. Da die Platte an der

Seite xr=o0 aufliegend gestitzt ist, folgen nach-
stehende Bedingungen :
[ X o =0
[ X 1 (5)
=0
: ﬂ’/r x=0

Wir stellen uns vor, dass die Platte bei r=ua
mit einer Bordeluug eingefasst ist und letztere bei
der Knickung elastischen Widerstand leistet. Fer-
ner nehmen wir an, dass sowohl die Bordelung
als auch die P]atte an dem Rand r=a in dieselbe
Sinuslinie

{=Xsin iy
verbogen werde. Aus der Differentialgleichung der
elastischen Linie eines Balkens

E/a
erhalten wir die Belastung auf der Bordelung:

9N=Eh- X2
wobei /, das Tragheitsmoment der Boérdelung be-
deutet. Diese Belastung muss mit der Stiitzkraft
in dem Plattenschnitt r=a in Gleichgewicht sein,
woraus folgt

=q9(r)

- sin Ay,

0’z 0% | _ sy ovrtar o
N{ Y v) DT_OB;‘_,A}—E_[,,A/. sin Ay
oder mit dem Ansatz (2)
d:;./Y -
‘*ﬁ*—'-g(’—v) =2 Xy e (5),

‘ (v —v#) €in wa
i B . -~ - S~
Aa’—Fu(2—1)} Cos wua—72' Sin uya

Setzen wir y=-co in Gl. (11) ein, so erhalten
wir die bekannte Knickbedingung fiir eine ringsum
frei gestiitzte Platte :

SIN Ue =0,

woravs sich fiir die Knickkraft

ergibt. Falls die Seite x=a ganz frei ist, setzen
wir einfach y=o in Gl (11) ein.

Numerische Rechnung mit y=0 und «a:4=1
liefert

n

—/-V—-a =gyn’ fir y=o
"o g L
AT 02:[S,l6 fiix 7=0
3) Néadai. Elastische Platten.
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worin y=FE/,: NV ist.

Zu der Voraussetzung, dass die Platte mit der
Bordelung biegungsfrei verbunden sei, tritt noch
die Bedingung hinzu

2 v
| jx‘;" -—w:X ,=a=O ........................... (7) -

Um eine Vergleichsmoglichkeit zu bieten, gibt
der Verfasser zuerst die strenge Losung fiir eine
gleichmissig gedriickte Platte. Falls die Rand-
belastung gleichmissig verteilt ist, erhalten wir aus
Gl. (4) eine lincare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten :

ad'x 2 a’ A 2 e

24 L+ (B X =0, .ccoun.. (8)
worin /z"':—’]’vlg ....................................... (9)
ist. Mit den Abkiirzungen

nw=~ Np+2), =~ p—2) oreeree (10)

lasst sich die Losung von Gl. (8) in der Form

X=A Gos x4+ B Sin myx + C cos tox

+ D sin vox

ausdriicken.”’  Infolge der Randbedingungen auf
der Seite x=o0 verschwinden die Koeffizienten A4
und €. Der Ausdruck vereinfacht sich demnach
zu

X=RB €in ayx+ D sin u,r.

Eliminiert man die ibrigen Koeffizienten A
und D an Hand der beiden Grenzbedingungen (6)
und (7), so erhilt man die Knickbegingung :

(4 +v&) sin wa

EE o I (11)
{4+ ZPuy(2—v) cos ma + 74 sin wa |
und  # .
v a’=24,00 far y=0,558a.
Fa

2. Ucbergang zum Differenzenausdruck.

Sehen wir von der gleichmissig verteilten
Belastung ab, so stossen wir auf Schwierigkeiten,
die Grundgleichung (4) zu lésen. In einem solchen
Fall empfiehlt es sich, die Gl. (4) in Differenzen-
ausdruck zu bringen, wie man ihn bei Platten-
oder Scheibenproblem seit Jahren verwendet.” Mit
diesem Ausdruck lisst sich die Knicklast nach der
Methode der elastischen Gelenkkette errechnen,
die Henky fiir die Knickung des Stabwerkes be-
nutzt hatte.” - Da wir nur mit der Grundgleicnung
(4) zu tun haben, brauchen wir gar keine partielle
Differenzengleichung zu nehmen, und die Berechnung
wird darum so einfach, wie bei der Stabknickung.

4) Dieselbe Bedingung wurde 1913 von Timoschenko aufgestellt, Vgl. Z. Math. u. Phys. 1913,

5) H. Marcus. Elastische Gewebe. 1924. H. Day.

6) Menky. Der Eisenbau. 19z0.

Ueber den Spannurgszustand in hohen Tifigern. 1931.



Knickung der rechteckigen Platte bei verdnderlicher Randbelastung.

Fiir eine linear verinderliche Belastung

N T e PP (13)
entsteht ‘

(l”X .0 a"X poa 7’o+ 7111 .

S T2 -+ / ) X= .(14)

Um den Dxffezentxalquotlenten als Differen-
zenquotient ausdriicken zu koénnen, teilen wir die
ganze Strecke « in ¢ gleiche Intervalle s ein, und
ersetzen eine beliebige Strecke der X-Kurve X, _,,
X,, X, durch eine Parabel, deren Gleichung
lautet (Abb. 2) '

Abb. 2
a= st —— .
r5+s+s+s1—s75*rsq—s+s—r51

{0 1 2z rtoro gl t e te
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\L\\J x’*l Xr Xh[ Xt
-~‘J\L__L___ ___J
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Die ersten und zweiten Differenzenkoeffizienten
dieser Ersatzkurve an der Stelle » sind gendnert

dX — -‘X;"-{-l—-A’r—‘l

X! = 82 AT i
X dx 2s . (15)
a? X _Xp—2X + X
[ = 32 r ST 6
X da? s (16)
Eine analoge Ueberlegung fihrt weiter zu
XU X
dy’
_ XNe—2 X, — 2X m+ X, s
= . T (17)
TIV e (ldAf
& dxt
=Ar+2—4/\r+1 +?j‘r"" 4Ar—'l + Ar—-Q. (KS)

Damit ist es gelungen, die notwendigen Differen-
tialquotienten in Differenzenausdruck zu geben.

Setzen wir Gl. (16) und (18) in Gl (14) ein,
so geht die letzte in .eine Differenzengleichung
iiber :

A —2 = /1X 1t (&,2 n 4 7’0+ 7[17’5 )A’r

N
—‘A"]A.,-+l+ A7+2=o ..................... 19)
wo Frz=4 4 242352
..................... (20)
und  Sy=64 4457+ Al

ist. In vorliegenden Untersuchungen werden wir
stets die mittiere Druckspannung u, berechnen,
und es empfiehlt sich demnach, folgende Ansitze

st
12,, == 1ty + 1y
und 2

st
p " ”mzul_z""

2n,, p

SE o F e (22)
me=(1—p) it,
einzufihren. Wir bezeichnen mit p die Ungleich-
formigkeit der Belastung. Unter p=o0 verstehen
wir eine gleichmiassige und unter p=1 bzw. p=—1
eine derartige Verteilung der Belastung, dass die

oder umgekehrt 7,=

und

letztere an dem Rand xr=o0 bzw. x=a versch-
windet. Mit den Ansitzen (22) und ferner mit
7 0
N 2
v = (23)

erhalten wir aus Gl (19)

Xy X, + [1’2 — g i— (1~ 277’),0}]){
-k X+ Xoe=0,
FEL 2,000 e (24)

Zunichst wollen wir die Randbedingungen in
Differenzenausdruck angeben. Wir denken uns die
Knickfliche tiber die Grenzlinien *=0 und r=a
ausgedehnt und fiigen noch die Teilpunkte —1,
7+ 1 und ¢4 2 hinzu. Dir Grenzbedingungen am
Rand x=o0 fordern

Xy=0 und MA"‘_?&%-"X—T

oder Xy=0 und X_,=-X]

Am anderen Rand r=a soll das Biegungs-
moment verschwinden, d.h.

'l d_ v X | =0

Xy —2X,+ X,

3
3

oder = v X, =0,

woraus folgt

X =2 +vN)X,— X,

Das Gleichgewicht der
Plattenende x=a bedingt
2 Xt 2 X — X
~(2 =B X — X, ) =271 X,

Setzen wir Gl
sich

Stitzkraft an dem

A’; +2

(26) in die obige ein, so ergibt

Xopo=X,o—2(h—2+ v X,_,
+{ 24— 4+ (2—0)A' 4 2pS8A} X, . (27)
Nun schreiben Gl. (24) fir jeden

wir bei

- Teilpunkt r=1, 2,...... ¢ und erhalten dadurch ¢

Gleichungen, die jedoch £+4 Unbekannte einsch-
liesslich X_;, X,, X, und X}, enthalten. Die
vier Unbekannten lassen sich ohne weiteres an
Hand der Gleichungen (25), (26) und (27) elimi-
nieren. Es entstehen nun ¢ Gleichungen mit ¢
Unbekannten .X;, X,,...... X,, deren Elimination die
Knickbedingung liefert.
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3. Berechnung der Knickkraft.

Wir zeigen hier beispielsweise eine Anwendung
des oben erwihnten Verfahrens mittels der Dif-
ferenzengleichung, indem wir die Breite. a in 4

. . a
Teile zerlegen. Wir setzen demnach s=-""- und

z=3 in Gl (24) ein und wenden dieselbe auf die

. Shizuo Ban:

Fir »=3 und r=4:

Xi—kXy+{A,— 251 +0.50) }.Xs

—hXi+ Xs=0
Xo— X5+ {1’2_’1254/12(1 +2)} X,
"‘A’JX';'*‘/Y’(;:O

Durch - Einsetzung der Randbedingungen gemass

Teilpunkte 1, 2, 3 und 4 an. Gl. (26) und (27), gehen die letzten zwei Gleichun-
Fir r=1: o gen iiber in
X_ =l Xy +{— ' (1—0.5 ) } X3 X~ X+ { lo— 1 =5 (1 + 0.5 0) }X;
—hX,+ X.=o0. —(1’1—-2 +VS"’;(2)A’ =0 ..ive (C)
Wegen X,=o0 und X_,=— X erhalten wir 2 Xy~ 2k =2+ 25)X; 2
0 +{l—a— (1 + p) — Ay
by—1 =751 —o0.
{4 e Zsf):iij @ + (2= + 27BN =0 e (d)
o 3=0 ..l a
Fiir rees - e Durch Elimination der Unbekannten X;, X,, X;
urr=z: und X; in den Gl (a), (b), (c¢) und (d) erhalten
— o Xy (= 52X — A X5+ Xy=0 .... (b)  wir die gesuchte Knickbedingung :
/('2—‘ 1 ——sbl '—'1%1 ) 4 O E
—k fey— by — I
I —k 1=y — (b —2 +vs*) TO e (28)
o 1 —(h—2+vs2) W hy— 4— py— BSR4 (2 — D) 4 27521}
IESY 375 § ) MR BOCOR e (29)
worin die Abkiitzungen by =44 20°57,
, und A&y =64 44257+ 1
124,22,
4 ='f s't(1—0.52), eingefihrt sind.
b =57, Numerische Berechnung mit v=0, @:46=1 und
&y =21 0.5 ), A=mn: ¢4 liefert die Bedingung
| 7:8479—(1—0.5 )85y —5.2337 1 o
| —5.2339 8.8479— %Y —5.2337 I -
| 1 —5.2337  7.8479—(1+0.5 285" —3.2337 o
‘ o 1 —3.2337 2.4240— (1 + ) 25" + 54

aus der die nachstehende Knickkraft errechnet wird.

Fir y=oc, p=o0: {%a"’=3,801 mt=37.51
7=0, p=0: =15,04
7=0, p=I: =10,06
7=0,555a, p=0: = 24,00
7=0,12575a, p=1: =24.00

Durch Vergleich mit den genauen Werten ist

Fy— 1 =205 (1 —0.6 ) —h
— By foy— &2;\‘4/12\ 1—0.2p)
_ T —ky i
| 0 1

Nehmen wir a:4=1 und demnach auch
k=4 + 285 =4.78057
und A=6+ 44’ + Ms*=7.73500 .
an, so berechnet sich die bessere Anniherung der
Knichlast zu
M o

—"q*=3.870n"

A fiir p=o

zu ersehen, dass der Unterschied zu der allseitig
gestiitzten Platte ziemlich gross ist, was darauf
beruht, dass die vier zeilige Determinante in
diesem Fall in die drei zeilige tibergeht. Fiur eine
allseitig gelagerte Platte ist es empfehlenswert,
die Breite in fiinf gleiche Intervalle zu teilen, da
die Knicklast ohne einen erhdhten Aufwand an
Berechnung erhiltlich ist. Mit y=c und =3
erhalten wir die Knickbedingung :

[ o
— /:,l I )
22 (14 0.2p) — 4 IR 0
—h by— 1 — 225" (1 +0.6p)
“und
: /%{Wﬁ: 3.762m° fir p=1.

Bemerkenswert ist, dass bei der allseitig ge-
stiitzten Platte die mittlere Knicklast durch die
Verteilung der Belastung nicht wesentlich be-
einflusst wird.



Knickung der rechteckigen Platte

Zweiter Abschnitt. Losung nach der
Arbeitsmethode.

4. Bedingungsgleichung der kleinsten Arbeit.

Um die Arbeitsmethode durchfiihren zu konnen,
muss man zuerst die Biegungsfliche in nachstehen-
der Form voraussetzen :

w=cav(xy)+ cavxy) +
Die in ihr auftretende Funktion wy(xy) wird
zweckmissig so gewihlt, dass sie fiir, sich den
Randbedingungen der Platte bereits geniigt. Die

Anwendung des Prinzips der kleinsten Arbeit fihrt
bekanntlich zu der Bedingung :”

8j§~gli (aﬂ)‘zt/,rdy = Ndj s [(—A,E)Q ~(1—=v)

% b“’w 9%y \? "
{ 0+’ _(bxby)} +3€“

In GL (31) ist \nederum die Druckkraft als positiv
bezeichnet, und ¢, stellt die Energie der Rand-
momente und Randscherkrifte dar. _

Wir kehren auf unser Problem zuriick und
nehmen den Ansatz

w=Xsindy,.....oooeenn e (32)
worin

X=aXi+aXo+
ist. X, ist mithin' eine Funktion von z, die die

Randbedingungen an der Stelle x=o0 und r=a
befriedigt. Fihrt man den Ansatz in Gl. (31) ein,

b b
so tritt jsin2 Aydy oder S cos® Aydy aus jedem Dop-
0 0

pelintegral aus. Da die Stiitzkraft an r=a £/,
X/ =o' sin 4y und die Bewegung der Platte in der
Kraftrichtung X/,._, sin dy ist, so berechnet sich
die Arbeit der Stiitzkraft zu

b
o = _-;* ELR/ A’z//z=aj sin’® Apdy.
. 0

b 1
Wegen Ssin"‘ /'.yn’)/:f cos’ Aydy wird das Integral in
[ 0

bezug auf y aus der Gleichung (31) ausgeschaltet
und es verbleibt

2y P Xy

I ow,

of 5

=[x —rxyar+ vy X
2 71\2 L A

+ (e + Ly 2,

Die Bedingung (33) dient zur Bestimmung der
Knicklast.

5. Amwendung der Arbeitsmetiiode.

Als Biegungsfliche nehmen wir eine Nihe-

7) Nadai. Elastische Platten. S. 277.
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rungsfunktion
w=c(x+ﬂ(z sin i,‘t‘) SiNAy.ovniinnnn. (34)
a

an, die den Randbedingungen an den Seiten xr=o0,
y=o0 und y=4¢ vollig genigt. Die Randbedingun-
gen an der Seite x=a werden durch eine passend
ausgewiihlte Grosse van B hinreichend genau  be-
friedigt.

Das Gleichgewicht der Randscherkrifte bedingt

1020_‘_( _ )

d )A’ Py ' l
ok (2—v)X .,

a )42 le=a —b:/;'//Y/z=a/‘\4 sin }.}/

oder

=y.iha,
=0

woraus folgt

B2l 4oy
a P (35)

2
Gy
Aus der Gleichung fir die Fliche (34) geht
hervor, dass wir an der Seite x=a noch ein
unausgeglichenes Randmoment —vi’a haben, das
durch die Kriimmung cx sin 2y verursacht ist. Um
diese iiberstehenden Spannungen auszugleichen,
miissen wir an demselben Rand eine Zusatzkraft
anbringen. Unter der Voraussetzung, dass die
Zusatzkraft keinen Einfluss ausiibt, kann die Knick-
last berechnet werden. Dabei ist zu beachten,
dass die Arbeit der Zusatzkraft nicht in Rechnung
gezogen wird, weil sie stets an Ort und Stelle
ausgeglichen ist.
Da unsere Fliche (34) nur eine Konstante ¢
enthilt, reicht anstatt der Gl. (33) die Stabilitats-
bedingung in-der Form

I ", .
— V2 X%
2 j N

= _: j( X" —=RXydr+(1— v)/'?f XX"dx
+(1 —u),#j(x' 2SSV TR (36)

aus. Die Funktion X lautet aus Gl (24) .

X=c(x+,3¢z sin Ll,r )
[{

und kann in die Form

X=c(Xa+PaXy) coovveriinniiiiiiiiiiin, (37)
umgeschrieben werden, wo
Xi=x,
.............................. (38)

.o
und X,= sin F

ist. Durch Einsetzung der Gl. (37) lisst sich die
rechte Seite der Gl. (36) in der Form
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= _;j(‘\"' X Vel (1 =) S X"dx

(- y)zfy(x' Yl + {_;— /X 2

/ll/ ]

¢ [/1 + BBa+ ClBaf+
schreiben, wo
A= ﬁ_,S:( XU =Xl
e —»)4-{ I Xy +S X )fa',r}
B =ﬂ(x;’ - RXN XY — B X )l
+(1— u)A“’s (X X7 + XY Xo)dv
+2(1—v) L(X;. J2) T
und € =+j0( XU~ BXYdx
(- S:XQX;’dx + j:(X;)w.r}

ist. Fihrt man die Ansitze (38) in obige Glei-
chungen ein, so-erhalten wir

A =%a”2‘ +(1—v)ia,

B-——(/ +w-¥ )
7 +;.1>

wey . . 2 2adcy . 72
-8+ (1 —v)ia+ 7; (42 + v—,,)ﬁzz
a

und demnach

6 1

¢ 6
+ —;—a(% +4 ) Fa'+ %raz/’.‘.

Anschliessend berechnen wir die linke Seite
der Gl (36). Da die Belastung #z,=wny+mx ist,
lasst sie sich in der Form

-ga 24 2(1 _,)+‘_, (B> +17m°)8 'r'——ll"{'(;i%"}' l)dﬂ"ﬁ- Aa

Shizuo Ban.

=_”;_ % '{D-}-bﬂlz-i—ﬂﬂa) }

4

- £

he {zy +E'Ba + F'(ﬁa)ﬂ}

ausdriicken, worin D, £ usw. nachstehende Ab-

kiirzungen sind :

2
a

=§‘Xﬁ¢v=fﬁzx -

2

x .
,ulx =2

—sz’,A ay= fz sin

e e[ e £

D= j Pdr =L g
0 4
o R . 9
E —2j‘0x sin " xdx= 2( ) (m°—4)
@ 2
F’=§ xsin® (v >tl'.1‘=—i—
0 a 4
Es ergibt sich demnach
43 2_ 7[0 ' <_+.__,‘@+ ,,[, ﬁg)
¢ 2
(i suean e 19)
Ersetzt man die Belastungen w», und ua vermoge

wy=(1—p)n,, }

ma=2pn,,

+_

durch #, und p, so entsteht

@B

- D2

Aus der Bedingnng ¢,=¢, folgt der Niherungswert
der Knickkraft :

a1
< 2 \7

Denken wir uns den Fall, in dem y=co und
somit auch 8= oo ist, so erhalten wir aus Gl. (40)
die mittlere Knickkraft:

rmait( o)

Diese Gleichung zeigt, dass die Knickkraft einer
allseitig gestiitzten Platte unabhingig von dem
Ungleichférmigkeitsgrad p ist, was jedoch nur in
erster Anndherung der Fall ist. Hitten wir die
verbogene Flache in der Form

m

~“+ ;3+ ﬂ +]7{ (l—"i‘?_,)'g} T ee reese i sbseisaeassan

s
.o . 2w .
w={¢sin x +esin - ) sin Ay
a a

angenommen, so berechnet sich ecine bessere An-
niherung der Knickkraft aus®

(* ()]
7 (G +E)
e +,)_o

)}

8) Eing analoge Gleichupg wurde von Timoscnenko verdffentlicht. Vigl. Der Eisenhau. 1921.
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Die so errechnete Knidkkraft ist, wie nachstehen-
der Vergleich zeigt, genau genug dem Wert

M _ 1 - biad 2 2
. 2
X{l—(0,01+0.015 ;ﬁ)ﬁ} ............ (43)
angenihert. - ’

Aus diesem Grund empfiehlt es sich den Faktor
I gsf 7 )2 )
A
27 ( ar +1)8

in Gl. (40) mit dem KoeFﬁéienten

161
Tabelle 1.
bra 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
S L auws Gl (42) | 7,59 | 488 | 406 | 391 | 4,05 | 439
: X;" :E:’ aus GL (43) | 7,54 | 487 | 406 | 3.90 | 404 | 439
: "
k=1 ——(o,ox +0,01 572«>p’-’ .............. (44)

zu multiplizieren.

Die mittlere Knickkraft wird
demnach aus . :

I 95 2 202 2 1 oo @ ! 32
— &+ 2(1 —v) + (PP + 173 + —a% W~1-x),8"k+7/.a
”wza?_ . T 2 a ;. (45)
A/ - I 2 I o [ _ 8 ﬂ .................................
ERE LA et t s ey
ermittelt. die eine verlissliche Genauigkeit besitzt.

Sonderfall 1. Falls y==co und p=o0 ist, stimmt
die aus Gl. (45) erhaltene Knickkraft mit dem
genauen Wert

Sonderfall 3. Falls die Platte an drei Rindern
aufliegt, wihrend sie an einem zur Belastung
parallel laufenden Rand ganz frei gestiitzt ist,

My o osof T 2 braucht man einfach y=o0 in Gl. (35) und (45)
AR (7;“’7‘2“_*-1) """"""""""" (46)  einzusetzen. Mit dem Beiwert
tiberein. P 2y 49
Sonderfall 2. Fiir y==co erhalten wir die Knick- —-—;2————————)— ........................... 4
—5 1+ 2—V T
kraft (Aza‘z
i, ounf T 2 _ . ) ) ]
7v—zz2=a /.2(;272-{-[ U (47) berechnet sich die Knickkraft aus
@Bt 2(1 =)+ (et )P+ lzzgiz("——zg + I)gﬂ%
T 2 3 n 2 {12/12
A=

3

Fir p=o0 gibt Gl. (49) eine bessere Auniherung
als die von Timoschenko abgeleitete Formel :

l—+%ﬂ+%ﬂz+1){%+2([—§n ﬂ} ..................... e (49)

/T

Die nach der Arbeitsmethode ermittelten
Knickkrifte sind nebst den auf anderem Wege
berechneten Werten in Tabelle 2 und 3 zusammen-

R0 . . .
wj\/’ﬂtl"’=a2/.2+ B(I =) trereriiiieiinieenas (50" gestellt. ’
Tabelle 3.
Tabelle 2. Mittlere Knickkraft (i2,,02/V) der rechteckigen Platte mit
Mitllere Knickkraft (#,e2/V) der quadratischen einem freien Rand. (v=o)
Platte (v=o0) Werte fiir
Genaue Nach der Nach der 7 Methode = =
2 v Werte Gelenkketteni- Arbeitsmethode bla=2 | bla=1 |bla=05
. (GL _11) | methode (Gl. 28) (Gl. 45) Nach Timosehenko. Gl. 50 | 8,467 15,87 4548
2 Seq2* 2 o Afbeitsm_ethoc!e. Gl 49 | 8,210 15.30 44470
o ° . 1‘;,16 %’,5,(5)4 1‘;,87 Difterentialgleichung. Gl. 51 | 8,096 15,16 | 44,50
o : 24,00 — —
o:;?Sa i 24,00 24,31 " Arbeitsmethode. Gl 49 | 35,965 10,95 32,80
Differenzengleichung. Gl. 28 | 5,240 1007 | 28,72
¥ 3 -
I o - — :,;(7,:3,7 ::ozgg _y¢ | Arbeitsmethode. Gl 49 | 14,69 2500 | 69,7%
1,2482 — 24,00 25,10 Differenzengleichung. Gl. 28 | 14,25 23,95 533
_: T 37.31% 38,50 (* Grosser als die Knickkraft der allseitig gelagerten Platte.)
—~1 o — 2395 25,00 . .
0,647 - 30,00 3L50 Der Tabelle 3 ist zu entnehmen, dass die Ab-
#* Berechnet ans Gl. (28, a). weichung der Knickkraft nach der Arbeitsmethode
9) Nadai. Elastische Platte. S. 284.
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insbesondere fiir den negativen Wert von p an
Wichtigkeit gewinnt, wenn das Seitenverhiltnis
6/a sehr klein wird.

6. Kleinste Knickkraft und sugchiorige
Anzald der Halbrocllen.

Bei der allseitig aufgestitzten, gleichmiissig
gedriickten Platte geschieht die Knickung nicht
immer in Halbwellen-Form. Wehn 4:a=+">5
werden zwei, wenn J:a=+"¢g drei Halbwellen
sich bilden usw., und zwar auch bei grosser An-
niherung, wenn die Belastung linear verinderlich
verteilt ist. Falls dagegen eine zur Belastung
parallel laufende Seite ganz frei ist, kommt die
mehr-wellige Knickform gar nicht in Betracht.
Demnach ist zu schliessen, dass die Wellenform,
die die kleinste Knickkraft bestimmt, nicht nur von
dem Seitenverhiltnis &:a, sondern auch von der
Steifigkeit der elastischen Stiitze y abhingig ist.
Eine analoge Abhingigkeit wurde bereits bei der
Stabknickung mit elastischen Zwischenstiitzen nach-
gewiesen.””  Um diese verwickelte Beziehung
niher verfolgen zu konnen, berechnete der Ver-
fasser zuerst die erste Knickkraft aus Gl. (45) fiir

Shisuo Bai.

sich hier um cine Eisenbetonplatte handelt, nimmt

der Verfasser v=0,15 an.’”
Die errechneten Werte von "\’};f fir p=o,
LVh
p=1und p= —1 sind in Tabelle 4 zusammengestellt.

Die fettgedruckten Werte unterscheiden sich von
den anderen dadurch, dass sie keine kleinsten
Khnicklasten darstellen. Die Kurve 1 in Abb. 3

2
zeigt, wie der Wert ~—I/IV",;; fir p=o0 und y=16a bei
wachsendem Seitenverhiltnis 4:a sich verhalt.
Wird dieselbe Kurve mit 2, 3,...... fachen Abszis-

sen eingetragen, so erhalten wir die Kurven II,
IIf usw., die je der 2., 3.,......Knicklast entsprechen.
Aus Abb. 3 ist zu ersehen, dass

fir 6/a <1.52 die erste Knicklast,
fir 1.52<4/a<2.60
fir 2.60<6/a<3.46

und  fir 3.46 <é/a

die zweite,
die dritte.
die erste wiederum

die kleinste Knickkraft bestimmend ist. Auf diese
Weise lisst sich die kleinste Knickkraft feststellen.
In Abb. 4, 5 und 6 ist die kleinste Knickkraft
bildlich veranschaulicht. Aus den Abbildungen
geht hervor, dass die zweite oder eine noch héhere

verschiedene Seitenverhiltnisse und y:4. Da es Knickkraft gar nicht in Betracht kommt, solange
Tabelle 4.
Erste Knickkraft der rechteckigen Platte. (v==0,15)
Weite 1,2/ N7* fiir 6:a=
? Y/
0,4 0,5 0,6 0,8 1,0 1,25 1,8 2,0 3,0 4,0 5,0
o .| 677 452 3»31 2,09 1,53 1,17 97 78 64 »58 156
'5 8,19 5,87 4:58 3,20 2,46 1,89 1,53 1,13 ,80 ,68 62
1 8,30 | 6,05 483 3157 2,91 2,37 1,98 1,45 196 77 ,68
2 8,36 6,14 4,97 3.84 3,33 2,94 2,60 2,00 1,27 495 »80
o 4 8,39 6,20 5.06 4,01 3,62 343 3,30 2,85 1,86 1,32 1,04
8 8.41 6,22 5,10 4,11 3,80 3,78 3,88 3,93 2,91 2,01 1,50
16 8,41 6,24 5.02 4.15 3,90 398 4,25 481 4,52 3131 241
32 8,42 9,24 5.13 4,19 395 4,09 4,47 5,45 6,50 5,49 4,12
o 8,42 6,25 5,14 4.20 4,00 4.20 4,70 6,25 | 11,11 | 18,07 | 27,04
o 493 | 329 2,40 1,51 1.09 83 168 »54 43 +39 »38
5 7516 | 519 4,02 2,69 1,97 L44 1,13 80 +55 46 42
1 7535 | 547 4:39 3:16 2,47 5,91 1,52 1,04 106 152 146
2 745 5:63 4,61 3054 2,98 2,51 2,11 1,50 89 105 54
I 4 7+49 573 4,74 3,78 337 310 2,85 2,25 1,32 ,00 70
8 7553 | 577 4,80 3192 3.62 3:54 354 327 2,13 1,40 1,03
16 7983 | 579 4,84 399 375 3:82 4,02 4,52 3,53 2,37 1,67
32 7.55 5.80 4,86 4,03 383 397 4,31 5,17 5,45 4,12 2,92
oo 7:55 | 581 4,88 4,06 3:90 $32 4,62 6,16 | 1098 | 1787 | 26,77
o 10,45 7,06 5,21 3.36 2,51 1,97 1,68 1,40 1,20 1,13 1,09
)5 787 | 600 494 379 3,18 2,69 2,35 5,91 1,48 1,30 1,21
1 772 | 591 4,91 3:89 342 3,06 2,79 2,33 L75 1,47 1,32
2 763 | 586 4,89 397 362 3144 332 2,98 2,25 579 1,54
—1 4 7-59 | 3584 4,88 4,01 374 372 3:80 3,81 312 2,42 1,08
8 757 | 583 4,88 404 3,32 391 4,16 4,65 4,48 3155 2,81
16 7.55 | 5.82 4,88 405 | 3.86 4.01 4,38 5,30 6,20 5,44 4,35
32 755 581 4.88 407 | 3,88 4,07 4,50 5,77 7,92 8,12 6,97
oo 7555 5.81 4,88 4,06 3,60 412 4,62 6,16 | 10,98 | 17,87 | 26,77

10) S. Ban. Kenchiku Zasshi Bd. 45, Nr. 551, 1931.

B. Klemperer and H. B. Gibbons.

Z. f. angew. Math, u. Mech. 1933, H. 4.

11) Tm Bereich der zuldssigen Beanspruchung ist m=v—1=6 bis 7 fiir Druckbeanspruchung und »=g9~10 fiir Zugbeanspiuchung.

Vgl. Kongressbericht der 1. V. f. M., Ziirich, 1931.

Gehler: Festigkeit, Elastizitit und Schwinden von Beton,
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Abb. 3. .
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nicht y/a ca. 4 iberschreitet. Bei gewdhnlicher
Bordelung iiberschreitet j-/a keinesfalls diese Grenz-
zahl, und die Berechnung der ersten Knicklast
reicht zur Bestimmung der kleinsten Knicklast aus.

Zusammenfassung.

Bei Anwendung der Arbeitsmethode ist es in
erster Linie notwendig, eine passende Kriimmungs-
fliche anzunehmen, die den Randbedingungen
geniigt.  Unter komplizierten Randbedingungen
muss man sich aber damit begniigen, eine der
Randbedingungen maoglichst gentigende Fliche
anzunehmen. Obwohl die vom Verfasser angenom-
mene Kriimmungsfliche nicht ganz den Randbedin-
gungen angepasst war, gelang es, die Knickkraft
einer linear verinderlich gedriickten Platte mit
elastischer Stiitzung hinreichend genau zu ermitteln.
Es ist aber noch darauf hinzuweisen, dass die nach
der Arbeitsmethode ermittelte Knickkraft fiir kleine
Seitenverhiltnisse 4/a von dem genauen Wert
abweicht. Bei der Methode der elastischen Glenk-
kette nach Henky bedarf es keiner Voraussetzung
beztiglich der Krimmungsfliche und stets fithrt
dieselbe zu einer guten Anniherung.

Auf Grund seiner Studien iiber den hier be-

handelten Knickfall gelangte der Verfasser zu

folgenden Schlussfolgerungen.

1. Bei einer allseitig gelagerten Platte ist in
erster Anniherung die mittlere Knickkraft z,,
unabhingig von der Ungleichformigkeit der Belast-
ung.

2. Falls ein zur Belastung parallel laufender
Rand ganz frei ist, vergrossert oder verkleinert
sich die mittlere Knickkraft, je nachdem die Un-
gleichformigkeit p negativ oder positiv ist.

3. Die Bordelung an einem freien Rand
erhoht die Knickkraft um so mehr, je grosser
deren Abmessung und je kleiner das Scitenver-
hiltnis 4/a wird. Ist aber die Bordelung sehr
steif, so entscheidet die zweite oder dritte Knickung
die kleinste Grenzlast und eine weitere Erhohung
der Steifigkeit der Bordelung vergrossert die Knick-
kraft nicht.

4. Die Anzahl der Halbwellen der Knic-
kungsform, die die kleinste Knickkraft entscheidet,
hiangt von dem Seitenverhiltnis 6/« und ferner von
der Steifigkeit der Bérdelung und der Ungleich-
formigkeit der Belastung ab.

5, Ueber die zahlenmissige Wiedergabe der
Knickkraft je nacli den verschiedenen Seitenver-
hiltnissen, Steifigkeiten der Bérdelung und Un-
gleichférmigkeiten der Belastung geben ibersicht-
lich die Abb. 4, 5 und 6 Auskunft.

(Eingegangen am 20. November 1934.)



