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離散Kirchhoff弾性棒の明示公式
Explicit formula for discrete Kirchhoff elastic rods

By

川久保哲, 松浦望
Kawakubo, Satoshi∗ and Matsuura, Nozomu∗∗

Abstract

We construct the Kirchhoff and discrete Kirchhoff elastic rods in three-dimensional Eu-

clidean space explicitly by using the elliptic theta functions.

§ 1. はじめに

ピアノ線に代表される一次元弾性体はいろいろな観点から多くの研究が行われ，数理
モデルとしては Eulerの弾性曲線と Kirchhoffの弾性棒がよく知られている．弾性曲線
は一次元弾性体の最も素朴なモデルであり，17世紀末に Jacob Bernoulliが端緒となる
問題を提起したのち，問題を引き継いだ Daniel Bernoulli が 1742 年に Euler への手紙
[1, p. 499]の中で変分問題としての定式化を行って，最終的には Eulerが平面内の弾性
曲線の形状を分類した．弾性曲線の研究の歴史については [2]などを参照されたい．弾
性曲線は弾性体の太さを無視して中心線の形状のみを考えたモデルだが，それに対して，
弾性棒 [3]は中心線の形状に加えて弾性体の材質の捩れを考慮したモデルであり，弾性曲
線を特別な場合として含んでいる．鶴 [4]や Shi-Hearst [5]や Langer-Singer [6]は，弾性
棒の中心線を Jacobiの楕円関数を用いて陽的，明示的に記述した．
弾性曲線や弾性棒の数値計算については，Malcolm [7]や Edwards [8]が Jacobiの楕
円関数で計算するスプライン解法を提案したのち，Spillmann-Teschner [9, 10]は弾性棒
の Cosserat理論に基づいて接触処理やループ現象の数値実験を行った．その一方で，離
散微分幾何 [11]の発展を契機として Bergouら [12, 13, 14]は中心線が伸縮する離散弾性
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棒の数値計算を行った．コンピュータグラフィクスの分野ではこれらの顕著な成果が得
られているが，離散微分幾何の分野では，離散弾性棒を特殊関数で書き表すような先行
研究は見当たらない．本研究では，Bobenko-Suris [15] によって定義された非伸縮性の
離散弾性棒を，楕円テータ関数を用いて陽的，明示的に記述する．

§ 2. 楕円テータ関数

虚部が正であるような複素数 ω をひとつ固定して，複素数 z と径数 k に対して
e(z, k) = exp

(
π
√
−1ωk2 + 2π

√
−1kz

) とおく．正則関数
θ3(z) =

∞∑
k=−∞

e(z, k)

および θ1(z) = −
∑∞

k=−∞ e(z + 1/2, k + 1/2), θ2(z) =
∑∞

k=−∞ e(z, k + 1/2), θ4(z) =∑∞
k=−∞ e(z + 1/2, k) をまとめて楕円テータ関数と呼び，L = Z + ωZ をその周期格子

という．周期格子を決める複素数 ω の値を明記したい場合には，例えば θ3(z) のこと
を θ3(z, ω)と書く．楕円テータ関数 θ1, θ2, θ3, θ4 の零点の集合はそれぞれ L, 1/2 + L,

(1 + ω)/2 + L, ω/2 + Lである．楕円テータ関数は準周期的であり，互いの関係は次の
表のようになる．

表 1 楕円テータ関数の相互関係．左端の関数の，上段の変数値
に対する値を示している．例えば θ1(z + 1/2) = θ2(z) が成りた
つ．

z + 1/2 z + ω/2 z − 1/2 z − ω/2

θ1 θ2(z)
√
−1 e(z, 1/2)

−1
θ4(z) −θ2(z) −

√
−1 e(−z, 1/2)−1

θ4(z)

θ2 −θ1(z) e(z, 1/2)
−1
θ3(z) θ1(z) e(−z, 1/2)−1

θ3(z)

θ3 θ4(z) e(z, 1/2)
−1
θ2(z) θ4(z) e(−z, 1/2)−1

θ2(z)

θ4 θ3(z)
√
−1 e(z, 1/2)

−1
θ1(z) θ3(z) −

√
−1 e(−z, 1/2)−1

θ1(z)

複素数 z1, z2, z3, z4 に対して
2w1 = −z1 + z2 + z3 + z4, 2w2 = z1 − z2 + z3 + z4,

2w3 = z1 + z2 − z3 + z4, 2w4 = z1 + z2 + z3 − z4

とおくと，Jacobiの基本関係式
− θ1(z1)θ1(z2)θ1(z3)θ1(z4) + θ2(z1)θ2(z2)θ2(z3)θ2(z4)

+ θ3(z1)θ3(z2)θ3(z3)θ3(z4) + θ4(z1)θ4(z2)θ4(z3)θ4(z4)

= 2 θ3(w1)θ3(w2)θ3(w3)θ3(w4)
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が成りたつ．証明は安藤 [16, p. 129]や武部 [17, p. 262]などいろいろな文献に書かれて
いる．Jacobiの基本関係式において，4つの変数 z1, z2, z3, z4 を適当に簡約して 2変数
化することにより，加法定理をはじめとするいろいろな差分公式が導出でき，そこから
さらに微分公式が導かれる．そのような公式の例については，例えばWhittaker-Watson

[18]や Kharchev-Zabrodin [19]を参照されたい．
本稿ではこのあと積 θ1(z)θ2(z)と積 θ3(z)θ4(z)，およびこれらの商がよく登場するの
で，視認性と省スペースのため

(2.1) θ12(z) = θ1(z)θ2(z), θ34(z) = θ3(z)θ4(z), Θ(z) =
θ1(z)θ2(z)

θ3(z)θ4(z)

と書く．ただしこれらは標準的な記号ではない (すなわち θ12 と θ34 は指標付きのテータ
関数の意味ではなく，Θは Jacobiの Θ関数ではない) ことに注意．なお Θは

Θ(z) =
θ1(z, ω)θ2(z, ω)

θ3(z, ω)θ4(z, ω)
=
θ1(2z, 2ω)

θ4(2z, 2ω)

とも表示できるから，もし <ω = 0ならば Θは sn関数のようなものである．また各番号
j = 1, 2, 3, 4について θj の導関数を θ′j で表す．

§ 3. 平面弾性曲線

弾性棒の明示公式を述べるための準備として，この節では平面内の弾性曲線の明示公
式を見ておこう．Euclid平面 R2 内の速さ 1の曲線を γ とし，その曲率を κとする．曲
線の長さと端点および端点での接線を固定して，弾性エネルギー汎関数 ∫ κ2dsに関する
変分問題を考える．この変分問題の解を弾性曲線という．弧長径数 sで径数表示された
平面曲線 γ が弾性曲線であることと，実数 cが存在して曲率 κが微分方程式

(3.1) 2κ′′(s) + κ(s)
3 − 2c κ(s) = 0

をみたすことは同値である．したがって曲率が定数であるような平面曲線 (すなわち直
線と円) は平面弾性曲線である．これ以外の初等関数解は κ(s) = 2

√
c sech(

√
cs+ s0)に

限られ，このとき γ の座標成分は回転と平行移動の差を除いて

(3.2) γ(s) =
1

c

[
−cs+ 2

√
c tanh(

√
cs+ s0)

−2
√
c sech(

√
cs+ s0)

]

と表示できる．直線と円と孤立波形 (3.2)の 3つをまとめて，便宜的に，初等的な平面弾
性曲線と呼ぶことにする．平面弾性曲線 γ に対して T = γ′ とおき，T を左回りに 90度
回転した単位法ベクトルを N とすると

(3.3)
κ2 − 2c

2
γ′ + κ′N =定ベクトル
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となる．したがって初等的でない平面弾性曲線は，回転と平行移動の差を除き，微分方
程式 (3.1)の解 κと正の定数 bを用いて，弧長径数 sで

(3.4) γ(s) =
1

b

[
−cs+ (1/2)

∫ s

0
κ(s)

2
ds

−κ(s)

]
と積分表示できる [20, 式 (1.5.14)]．積分を実行し，座標成分を特殊関数で陽に表したも
のを明示公式という．平面弾性曲線の明示公式としては，Djondjorovら [21]や Langer-

Singer [22] などによる Jacobi の楕円関数による表示，松谷 [23] によるWeierstrass の
楕円関数による表示，Mumford [24]による楕円テータ関数による表示が知られている．
Mumfordは楕円テータ関数の周期格子に複素共役性 L = Lを要請したうえで，R2 ∼= C
内の非初等的な平面弾性曲線 γ が，適切な実定数 A, B と複素定数 xを用いて

γ(s) = As+B
θ′3(ps− x)

θ3(ps− x)
(3.5)

の形で与えられることを示した．ここで p は任意実定数である．新たに径数 t を導入
して

ς(s) = exp(Ast)θ3(ps− x+Bt)

とおけば (3.5)は γ(s) = (∂/∂t)|t=0 log ς(s)と書けて，すこし見やすい．本稿では，のち
にMumfordの公式 (3.5)を拡張する形で弾性棒の中心線の明示公式を構成する．
なお，平面弾性曲線 γ の速度 γ′ の偏角 ψは，単振り子の方程式

(3.6) ψ′′(s) = −b sinψ(s)

をみたす．実際，R2 ∼= C と思って γ′(s) = exp
(√

−1ψ(s)
) と書けば ψ′ = κ で，かつ

(3.4)より κ′ = −b sinψ だから ψ は (3.6)をみたす．単振り子の運動は簡単にわかるか
ら，そこから平面弾性曲線の概形をイメージすることもできる．孤立波形 (3.2)は単振り
子が倒立運動する場合に対応する．

図 1 平面弾性曲線の例．

この節の最後に，平面弾性曲線が (3.5)と書かれているとき，曲率 κ = −
√
−1γ′′/γ′ が

どのように表示されるか見ておこう．まず (3.5)を微分して

(3.7) γ′(s) = A+ pB

(
θ′′3 (0)

θ3(0)
+
θ′1(0)

2

θ3(0)
2

θ1(ps− x)
2

θ3(ps− x)
2

)
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である．曲線 γ は速さが 1だから，右辺の関数が，sの関数として零点を持っては困る．
そこでとりあえず複素関数としての零点を考え，複素数 z0 が

0 = A+ pB

(
θ′′3 (0)

θ3(0)
+
θ′1(0)

2

θ3(0)
2

θ1(z0)
2

θ3(z0)
2

)

をみたすとする．これを (3.7)に代入してさらに微分すると，曲率が

κ(s) = −2πp
√
−1 θ3(z0)

2 θ1(z)θ2(z)θ4(z)

θ1(z + z0)θ1(z − z0)θ3(z)

と表示される．ただし z = ps−xとおいた．複素数 z0は都合の良いように決めて構わな
いから，たとえば z0 = 1/2または z0 = ω/2とする．このとき，表 1で述べた楕円テー
タ関数の周期性によって

κ(s) =


2πp

√
−1θ4(0)

2 θ1(z)θ4(z)

θ2(z)θ3(z)
z0 = 1/2,(3.8a)

−2πp
√
−1θ2(0)

2 θ1(z)θ2(z)

θ3(z)θ4(z)
z0 = ω/2(3.8b)

となる．しかしこのままでは曲率 κが複素数値関数になってしまい，具合が悪い．そこ
で楕円テータ関数の周期格子 L = Z + ωZに複素共役性 L = Lを要請する．このとき，
複素数 ω の実部は 0または 1/2であると思ってよい．複素数 ω を <ω = 0のように選
んだときは，楕円テータ関数はすべての番号 j = 1, 2, 3, 4について θj(z) = θj(z)をみた
し，複素数 ωを <ω = 1/2のように選んだときは

θ1(z) = e−π
√
−1/4 θ1(z),

θ2(z) = e−π
√
−1/4 θ2(z),

θ3(z) = θ4(z),

θ4(z) = θ3(z)

をみたすから，z0 = 1/2のときは <ω = 0なる Lを採用し，z0 = ω/2のときは <ω = 1/2

なる Lを採用する．さらに複素定数 xを，z0 = 1/2のときは x = x− ω/2であるように
とり，z0 = ω/2のときには実数ととれば，任意の実数 sに対して κ(s)は実数となる．
離散化については，式 (3.3)の離散化によって平面離散弾性曲線が定義され，その明示
公式も導出できる [25]．またその系として，離散単振り子方程式

(3.9)
2

l2

(
tan

ψn+1 − ψn

2
− tan

ψn − ψn−1

2

)
= −b sinψn

が得られる．この差分方程式はいわゆる QRT写像 [26]の一例である．差分方程式 (3.9)

の解と周期性については [27]を参照されたい．
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図 2 平面離散弾性曲線の例．

§ 4. Kirchhoff弾性棒

平面弾性曲線の変分問題をそのまま空間曲線に拡張することにより空間弾性曲線が定
義される．さらに，その変分問題に弾性体の捩れの効果を加えることで弾性棒が定義さ
れる．本節では弾性棒の明示公式を構成する．
ベクトルの内積を 〈 · , · 〉と書き，ベクトル積を ×で表す．曲線 γ : I ⊂ R → R3 の速
さは 1とし，速度を γ′ と書く．空間曲線としての曲率 |γ′′|をふたたび同じ記号 κで書
けば，曲線 γ の Frenet枠 F = [T,N,B] =

[
γ′, κ−1γ′′, κ−1γ′ × γ′′

]は
F ′ = F

 0 −κ 0

κ 0 −λ
0 λ 0


をみたす．関数 λ = −〈N,B′〉は捩率である．曲線に付随する枠としては，Frenet枠の
ほかに法接続に関する平行枠 [28]（以下，単に平行枠と書く）がよく用いられる．平行枠
を P = [T, V1, V2] : I → SO(3)と書けば，平行枠の定義 V1

′ ‖ T かつ V2
′ ‖ T より，P は

(4.1) P ′ = P

 0 −k1 k2
k1 0 0

−k2 0 0


をみたす．平行枠は Bishop枠や自然枠とも呼ばれ，k1 = 〈T ′, V1〉と k2 = −〈T ′, V2〉を
自然曲率と呼ぶことがある．平行枠から定まる自然曲率と Frenet枠から定まる曲率，捩
率の関係は

k1 = κ cosΛ, k2 = −κ sinΛ, Λ =

∫
λ ds

であり，変換 (κ, λ) 7→ Ψ = k1 −
√
−1k2 = κ exp

(√
−1Λ

) は橋本変換と呼ばれている．
なお Ψを複素曲率と呼ぶこともある．平行枠は Frenet枠と違って，端点での法ベクト
ルの取り方に自由度があるが，γ′′ = 0となる点においても定義できる利点がある．曲線
γ の Frenet枠 F と平行枠 P の関係は

(4.2) F = P

 1 0 0

0 cosΛ − sinΛ

0 sinΛ cosΛ
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である．次に弾性棒を考えよう．弾性棒は曲線のまわりを金属などの物質が覆っている
ものである．図 3に示したとおり，曲線のみでは物質の捩れを表現することができない
ので，Frenet 枠や平行枠とは別に，物質の捩れを表現するための枠を用意する必要が
ある．

図 3 弾性棒の例．中心線（両端から飛び出ている橙色の空間曲
線）を覆う物質の捩れ具合を，青色の線で表現している．左右ど
ちらの弾性棒も中心線は同じものだが，左の弾性棒には捩れがほ
とんどない（後述の用語を使えば，ツイスト率が 0に近い弾性棒
である）のに対し，右の弾性棒には捩れがある．

曲線 γ に沿った正規直交枠M : I → SO(3)で，その第 1列目がM = [γ′, ∗, ∗]となって
いるものを γ に適合した正規直交枠という．以下ではこのような組 (γ,M)のことを枠
付き曲線と呼ぶ．枠付き曲線 (γ,M)に対して，M の微分を

(4.3) M ′ =M

 0 −κ1 κ2

κ1 0 −µ
−κ2 µ 0


と書けば，κ12 + κ2

2 = κ2 である．したがって関数 µが物質の捩れに関係した量だと思
える．そこで枠付き曲線 (γ,M)のエネルギーを，正の定数 aに対して

E(γ,M) =

∫
I

κ2ds+ 2a

∫
I

µ2ds

と定める．右辺の第一項は，曲線の曲げの効果を表すエネルギー（弾性エネルギー）で
あり，第二項が物質の捩れの効果を表すエネルギーである．端点と端点での枠M を固定
した変分に関して E の第一変分公式を計算し，Euler-Lagrange方程式を導くと

γ′ × γ′′ + 2aµγ′ = γ × w1 + w2,(4.4)

µ′ = 0(4.5)

となる．式 (4.5)は，エネルギーが臨界ならば，捩れが弾性体の一部に集中することはな
く全体に一様に分布することを示しており，定数 µが捩れかたの割合を表している．
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定義 4.1 枠付き曲線 (γ,M)と正の定数 aに対して，定ベクトル w1, w2 が存在して
微分方程式系 (4.4)–(4.5) が成りたつとき，組 (γ,M)をツイスト率 µの Kirchhoff 弾性
棒，あるいは単に弾性棒といい，γ を中心線，M を物質枠という．定数 aの値を明記し
たいときは (γ,M)のことを (γ,M ; a)とも書く．

直線，円，常螺旋，および孤立波形は，初等関数を用いて記述できる弾性棒の中心線
である．これらを便宜的に初等的な弾性棒と呼ぶことにし，以下の議論では考えない．

命題 4.2 （中心線の積分表示） ツイスト率 µ の非初等的な弾性棒 (γ,M ; a) に対し
て，q = aµおよび

c1 = |w1|,
c2 = (λ− q)κ2,(4.6)

c3 = (1/2)κ2 − 〈γ′, w1〉

とおくと，次のことが成りたつ．
(1) c1, c2, c3 はいずれも定数であり，c1 6= 0である．

(2) 中心線 γ の Frenet枠を [T,N,B]とすると
κ2 − 2c3

2
T + κ′N + κ(λ− 2q)B = w1

が成りたつ．したがって曲率 κと捩率 λは微分方程式

2κ′′ +
(
κ2 − 2c3

)
κ− 2(λ− 2q)κλ = 0

をみたし，平方曲率 u = κ2 は微分方程式

(4.7) u′′ = −3

2
u2 + 4

(
c3 − q2

)
u+ 2

(
c1

2 − c3
2 + 2qc2

)
をみたす．

(3) 中心線 γ は，回転と平行移動の差を除き，弧長径数 sを用いて

(4.8) γ(s) =
1

c1


−c3s+

1

2

∫ s

u ds

−
√
u− b1

2 + 4q2 cos

(
b1
2
s+

b2
2

∫ s 1

u− b1
2 + 4q2

ds

)
−
√
u− b1

2 + 4q2 sin

(
b1
2
s+

b2
2

∫ s 1

u− b1
2 + 4q2

ds

)


と積分表示できる．ただし

(4.9) b1 =
c2 − 2qc3

c1
, b2 = b1

(
b1

2 − 2c3
)
− 4q(c1 + qb1)
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である．またこのとき w1 = t[c1, 0, 0], w2 = t[b1, 0, 0]であり，中心線の速度は

γ′(s) =
1

c1



−c3 +
1

2
u

−
√
c12 −

(u
2
− c3

)2
cos

(
c1

∫ s c2 − qu

c12 − (u/2− c3)
2 ds

)

−
√
c12 −

(u
2
− c3

)2
sin

(
c1

∫ s c2 − qu

c12 − (u/2− c3)
2 ds

)


(4.10)

と積分表示できる．

微分方程式 (4.7)の解 uを中心線の積分表示 (4.8)に代入し，積分を実行することで，
中心線の明示公式が得られる．

定理 4.3 （Kirchhoff弾性棒の明示公式） 条件 y > 0かつ p 6= 0かつ a > 0をみたす
定数 (x, y, p, q, r, a) ∈ R6 を任意に固定し，ω = 1/2 +

√
−1y とおく．楕円テータ関数の

周期格子を Z+ωZとし，記号 θ12，θ34，Θを (2.1)の意味で用いる．実定数 A0, A1, A2,

A3, B0, B1, B2, B3, C1, C2, C3 と複素定数 E1, E2, E3 を次のとおり定める：まず正の
定数 c1 と実定数 c2, c3, c4 を

c4 = θ2(0)
4
Θ
(√

−1r
)2
,

c3 = 3p2π2c4 − 2p2π2
(
θ3(0)

4
+ θ4(0)

4
)
+ q2,

c2
2 = − 16p6π6c4

(
c4 −

(
θ3(0)

2
+ θ4(0)

2)2)(
c4 −

(
θ3(0)

2 − θ4(0)
2)2)

,

c1
2 = 4p2π2c4

(
3p2π2c4 − 2c3 + 2q2

)
+ c3

2 − 2qc2 − 4p4π4θ2(0)
8

と決めて，b1 と b2 を (4.9)で決め，さらに

e1 = −2 arctan
b2

4pπ θ34(0)
(
4p2π2c4 − b1

2 + 4q2
) ,

e2 = −2 arctan
c2 + 2q(c1 − c3)

4pπ θ34(0)(2p2π2c4 + c1 − c3)
,

e3 = −2 arctan
c2 − 2q(c1 + c3)

4pπ θ34(0)(2p2π2c4 − c1 − c3)

とおく．番号 j = 1, 2, 3に対して複素数 Ej を

Ej =
1

4
+

√
−1

4πθ3
(
0, 2

√
−1y

)2 ∫ ej

0

dϕ√
1− k′2 sin2 ϕ

, k′ =
θ4
(
0, 2

√
−1y

)2
θ3
(
0, 2

√
−1y

)2
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で定める．さらに残りの定数を

A0 =
1

2

(
1− p2π2c4 + q2

c1
− 4p2

c1

θ′′2 (0)

θ2(0)

)
,

A1
2 =

p2

c12
θ′1(0)

2
θ2(0)

2

θ12(E1)
2 ,

A2
2 =

θ34(E3)
2

θ34(E2 + E3)θ34(E2 − E3)
,

A3
2 =

−
√
−1 θ12(E2)

2

θ34(E2 + E3)θ34(E2 − E3)
,

B0 =
p

c1
,

B1 =
p√
−1

(
θ′1(E1)

θ1(E1)
+
θ′2(E1)

θ2(E1)

)
+
b1
2
,

B2 =
p√
−1

(
θ′1(E2)

θ1(E2)
+
θ′2(E2)

θ2(E2)

)
− q,

B3 =
p√
−1

(
θ′3(E3)

θ3(E3)
+
θ′4(E3)

θ4(E3)

)
+ q

と決め，番号 j = 1, 2, 3に対して Cj = −Bj

p
x+ Cj0 とおく．ただし C10, C20, C30 は

exp
(√

−1(C30 + C20 − C10)
)
=

1√
−1

A1

A2A3

θ34(0)θ34(E1)

θ34(E2)θ12(E3)

(
b1
2

− 2pπθ34(0) tan
e1
2

)
をみたす任意実定数とする．実数 sに対して

γ(s) =

−s+ 2(∂/∂t) logα

2<β/α
2=β/α


∣∣∣∣∣∣∣
t=0

,(4.11)

α = α(s) = exp(A0st)θ34(ps− x+B0t),

β = β(s) = A1 exp
(√

−1(B1s+ C1)
)
θ34(ps− x− E1)

および

P (s) =
1

|τ |2 + |σ|2

|τ |
2 − |σ|2 −2<(τσ) 2=(τσ)
2<(τσ) <

(
τ2 − σ2

)
−=
(
τ2 − σ2

)
2=(τσ) =

(
τ2 + σ2

)
<
(
τ2 + σ2

)
,(4.12)

τ = τ(s) = A2 exp
(√

−1(B2s+ C2)
)
θ34(ps− x− E2),

σ = σ(s) = A3 exp
(√

−1(B3s+ C3)
)
θ12(ps− x− E3)
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および

M(s) = P (s)

 1 0 0

0 cos(qs/a) − sin(qs/a)

0 sin(qs/a) cos(qs/a)


と定める．ただし σ(s)は σ(s)の共役複素数である．このとき
(1) 組 (γ,M)はツイスト率 q/aの Kirchhoff 弾性棒であり，
(2) 中心線 γ は弧長径数 sで表示された曲線で，その平方曲率 uは

u(s) = 4π2p2θ2(0)
4
(
Θ
(√

−1r
)2 −Θ(ps− x)

2
)

(4.13)

であり，捩率 λは (4.6)で与えられる．

証明 まず，平面弾性曲線の曲率が (3.8b)と表されることに鑑みて，弾性棒の中心線
の平方曲率を u(s) =定数− 4π2p2θ2(0)

4
Θ(ps− x)

2 の形で探す．これを平方曲率の微分
方程式 (4.7)に代入することで，定理冒頭で述べた定数 c1, c2, c3 の表示を得る．定数 c4

の表示は，平方曲率の非負性を達成するためのものである．次に，渦糸方程式の多重ソ
リトン解による明示公式 [29, 式 (3.12), (3.1)–(3.3)] に基づいて γ, P の表示をそれぞれ
(4.11), (4.12)と決める．あとは (4.11)を中心線の積分表示 (4.8)と比較し，同様に (4.12)

の第一列目を速度の積分表示 (4.10)を比較することで，関数 α, β, τ , σが決まる．

図 4 Kirchhoff 弾性棒の中心線の例．この中心線のまわりに物
質を肉付けし，中心線の形状を保ったまま物質だけを一定の速さ
で捩ったものが Kirchhoff弾性棒となる．

注意 4.4 定理 4.3に関連して，いくつか補足事項を述べる．
1. 非初等的なKirchhoff 弾性棒 (γ,M)はすべて，回転と平行移動の差を除き，定理で述
べた形に書けるはずだが，その厳密な証明は現在検討中である．また (c1, c2, c3, c4)

は楕円テータ関数の計算をするには便利な定数だが，幾何学的な観点からは必ずし
も良い径数とはなっていない．曲率の挙動や図形の相似性が容易くコントロールで
きるような径数に取り替えることは，今後の検討課題である．
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2. 証明中，渦糸方程式と書いたのは曲線の時間発展方程式 γ̇ = γ′ × γ′′ のことである．
弾性棒の中心線 γ は渦糸方程式の進行波解，すなわち形を変えずに位置だけが変化
する解となる．木田 [32]は渦糸方程式の進行波解を楕円積分を用いて表し，橋本-神
部 [33]はそれが弾性棒の中心線に一致することを示した．

3. 行列 P の表示 (4.12)は，スカラー行列と交代行列

D =

<τ 0 0

0 <τ 0

0 0 <τ

, S =

 0 <σ −=σ
−<σ 0 =τ
=σ −=τ 0


の Cayley変換 P = (D − S)(D + S)

−1 であり，これは中心線 γ の平行枠を与える．
実際，P の第一列目は速度 T = γ′ に一致し，かつ

k1 −
√
−1k2 =

2Ds σ · τ
|τ |2 + |σ|2

=
2(σ′ τ − σ τ ′)

|τ |2 + |σ|2

として微分方程式 (4.1)が成りたつ．以下 α|t=0 を簡単に αと書けば α, β, τ , σは

|τ |2 + |σ|2 = α2, Ds τ · τ +Ds σ · σ = 0, Ds β · α = τσ

をみたすから，特に

ρ =
Ds σ · τ

α
=
Ds σ · α

τ
=
Ds α · τ

σ

によって関数 ρが定義できる．このとき中心線 γ の曲率 κと捩率 λは

κ = 2
|ρ|
α
, λ =

1

2
√
−1

d

ds
log

ρ

ρ

と表示でき [29, Proposition 3.5]，これにより γ の Frenet枠が (4.2)で与えられる．

4. 始めに与える定数を q = 0とする．このとき中心線 γ は空間弾性曲線（[34]参照）と
なり，物質枠M は γ の平行枠となる．条件 q = 0に加えて，さらに定数 rを r ∈ yZ
または r ∈ y/2 + yZ = {y/2 + yn | n ∈ Z}とすると

[
c1

c4

]
=



[
4p2π2θ3(0)

2
θ4(0)

2

0

]
r ∈ yZ,(4.14a) [

−p2π2
(
θ3(0)

2 − θ4(0)
2)2(

θ3(0)
2
+ θ4(0)

2)2
]

r ∈ y/2 + yZ(4.14b)

となる．どちらの場合にも c2 = 0となり，したがって捩率は λ = 0だから，中心線
γ は平面弾性曲線となる．より詳しく言うと次のようになる．
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(a) 定数が (4.14a)の場合．
このとき 4p2π2c4 − b1

2 + 4q2 = 0だから e1 が決まらないが，limc4→0 e1 = π

だから，e1 = π と思うことにする．このとき E1 = ω/2 となり，したがって
β は純虚数値関数である．すなわち β =

√
−1=β だから，中心線の明示公式

(4.11)は

γ(s) =

−s+ 2(∂/∂t) logα

0

−2
√
−1β/α


∣∣∣∣∣∣∣
t=0

となる．また平方曲率の明示公式 (4.13)より曲率 κは零点を持ち，したがって
γ は変曲点をもつ平面弾性曲線である．さらに B1 = −2πpであること，および
関係式 θ12(ω/2) =

√
−1θ34(0) exp

(
−
√
−1πω/2

)に注意し，γ を複素平面 C内
の曲線と思って式を整理したものがMumfordの公式 (3.5)である．その際，任
意定数 C10 の値は 0としておく．

(b) 定数が (4.14b)の場合．
このとき b1 = b2 = e1 = B1 = 0だから β は実数値関数となる．曲率 κには零
点がなく，したがって γ は変曲点をもたない平面弾性曲線である．

5. 平面弾性曲線が単振り子と関係していたように，弾性棒はこまの運動と密接に関わっ
ている．ツイスト率 µ = q/aのKirchhoff弾性棒 (γ,M)に対して Ξ = γ′×γ′′+2qγ′

とおくと

Ξ =M

2qκ2
κ1

 =M

 2q

−κ sinφ
κ cosφ

, φ =

∫ s

(λ− µ)ds

であり

(4.15) Ξ′ = T × w1, T ′ = Ξ× T

が成りたつ．一方で Ξ, T , w1 を物質枠M で展開したときの係数だけに注目して

[ξ, t, d] =M−1[ Ξ, T, w1] =

 2q 1 (1/2)κ2 − c3

κ2 0 κ′ cosφ− (λ− 2q)κ sinφ

κ1 0 κ′ sinφ+ (λ− 2q)κ cosφ


とおくと

(4.16) ξ′ = ξ × J−1ξ + t× d, d′ = d× J−1ξ, J =

2a 0 0

0 1 0

0 0 1


が成りたつ．いったん弾性棒のことを忘れると，微分方程式系 (4.16)は Lagrangeの
こまの運動を表しており，固定点のまわりの主慣性モーメント J および固定点から
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みた重心の位置 −tをパラメータとして，角速度 J−1ξ と方向余弦 dが未知関数とな
る．回転座標系での表示 (4.16)よりも静止座標系での表示 (4.15)のほうが簡単であ
ることに注目して，Bobenko-Suris [15]は Lagrangeのこまを離散化し，その副産物
として第 6節に述べる離散弾性棒が定義された．

6. 楕円テータ関数の周期格子を決める複素数 ω が純虚数の場合にも，定理 4.3で述べ
たのと同じような明示公式が構成できる．弾性棒の明示公式としては [5]や [6]など
が知られているが，Ivey-Singer [30]はこれらの表示を利用して周期的な弾性棒を分
類し，結び目型の決定を行っている．なお 3次元球面 S3 や双曲空間 H3 の中でも
Kirchhoff弾性棒を考えることができ，明示公式も構成できる [31]．

§ 5. 離散曲線

写像 γ : Z → R3, n 7→ γn の隣接頂点間の距離 |γn+1 − γn|は正の一定値 lであるとし
Tn = (γn+1 − γn)/lとおく．どの番号 nについても Tn 6= −Tn−1 が成りたつとき，γ を
離散曲線と呼ぶ．離散曲線 γ に対して式

κn =
2

l

√
1− 〈Tn−1, Tn〉
1 + 〈Tn−1, Tn〉

により定まる数列 κを離散曲線 γ の離散曲率という．ある番号 mについて κm 6= 0な
ら，その逆数 1/κmは，3点 γm−1, γm, γm+1を通る平面内において線分 γm−1γmと線分
γmγm+1 にそれぞれその中点において接するような円の半径である．数列 ϕ : Z → [0, π)

を cosϕn = 〈Tn−1, Tn〉 で導入し，これを曲がり角と呼ぶ [35, p. 20]．離散曲率は曲が
り角を用いて κn = (2/l) tan(ϕn/2)と書ける．そこで頂点 γn におけるローカルエネル
ギーを

2

l

∫ ϕn

0

tan
ϕ

2
dϕ = −2

l
log cos2

ϕn
2

=
2

l
log

(
1 +

l2

4
κn

2

)
と決め，その和分として離散曲線 γ の弾性エネルギーを

2

l

∑
k

log

(
1 +

l2

4
κk

2

)
と定める．次に，離散曲線 γ の平行枠を定義しよう．零でないベクトル cに対し，cに直
交して原点を通る平面を 〈c〉⊥とし，平面 〈c〉⊥に関する鏡映変換を Rcと書く．すなわち
υ ∈ R3 に対して

Rc(υ) = υ − 2
〈υ, c〉
〈c, c〉

c

とする．鏡映変換の合成 Πn = RTn+Tn−1
◦ RTn−1

を，離散曲線 γ に沿った点 γn での平
行移動と呼ぶ．離散曲線の平行枠 P =

[
T, V 1, V 2

]
: Z → SO(3)は次のように定義され
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る．まず点 γ0 での枠 P0 =
[
T0, V

1
0 , V

2
0

]を任意に与え，それ以外の番号 nについては順
次 Pn =

[
Πn(Tn−1),Πn

(
V 1
n−1

)
,Πn

(
V 2
n−1

)] と定める．平行移動 Πn によって，点 γn−1

における法ベクトル（すなわち Tn−1 に直交するベクトル）が点 γn における法ベクトル
に接続されており，Πnはなめらかな曲線のときの法接続に関する平行移動と同様の役割
を果たしている．なお，ϕn 6= 0なる点において

Bn =
Tn−1 × Tn
|Tn−1 × Tn|

と定めると

Πn =

恒等変換 ϕn = 0,

Bn を軸とする角 ϕn の回転 ϕn 6= 0

と書ける．さらに Nn = Bn × Tn とおき，cos νn = 〈Bn−1, Bn〉, sin νn = −〈Nn−1, Bn〉
によって数列 ν : Z → [−π, π)を定め，これを捩れ角と呼ぶ．正方行列 Fn = [Tn, Nn, Bn]

は detFn = 1をみたす直交行列であり，写像 F を Frenet枠と呼ぶ．行列 Fn−1, Fnの関
係は

(5.1) Fn = Fn−1

 1 0 0

0 cos νn − sin νn

0 sin νn cos νn


cosϕn − sinϕn 0

sinϕn cosϕn 0

0 0 1


となる [36]．式 (5.1)は，Fn−1 をまずベクトル Tn−1 を軸にして角 νn だけ回転し，次に
ベクトル − sin νnNn + cos νnBn を軸にして角 ϕn だけ回転すれば，Fn に重なることを
主張しており，離散曲線に対する Frenet-Serretの公式の役割を果たす．行列 Fn−1

−1Fn

を Cayley変換の形で

Fn = Fn−1

 1 −fn gn

fn 1 −hn
−gn hn 1


 1 fn −gn
−fn 1 hn

gn −hn 1


−1

と表示すれば fn = tan(ϕn/2), gn = −fnhn, hn = tan(νn/2)である．この節の最後に，
平行枠と Frenet枠の関係をみよう．平行枠は差分方程式

Pn = Pn−1

 1 0 0

0 cosΛn − sinΛn

0 sinΛn cosΛn


cosϕn − sinϕn 0

sinϕn cosϕn 0

0 0 1


 1 0 0

0 cosΛn sinΛn

0 − sinΛn cosΛn



= Pn−1

 1 −in jn

in 1 0

−jn 0 1


 1 in −jn
−in 1 0

jn 0 1


−1

をみたす．ただし

in = tan
ϕn
2

cosΛn, jn = − tan
ϕn
2

sinΛn, Λn − Λn−1 = νn
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である．離散曲線 γ の Frenet枠 F と平行枠 P の関係は

(5.2) Fn = Pn

 1 0 0

0 cosΛn − sinΛn

0 sinΛn cosΛn


である．

§ 6. 離散Kirchhoff弾性棒

離散曲線 γ に沿った正規直交枠場M : Z → SO(3)で，その第 1列目がMn = [Tn, ∗, ∗]
となっているものを γ に適合した正規直交枠場という．以下，どの番号 n についても
tr
(
Mn−1

−1Mn

)
6= −1 であることを要請し，このとき組 (γ,M) を枠付き離散曲線と呼

ぶ．枠付き離散曲線 (γ,M)に対して，行列Mn−1
−1Mn は Cayley変換として

Mn =Mn−1

 1 −ζn ξn

ζn 1 −ηn
−ξn ηn 1


 1 ζn −ξn
−ζn 1 ηn

ξn −ηn 1


−1

と表示できる．成分 ζn, ξn, ηn を具体的に書けば，Mn =
[
Tn,M

1
n,M

2
n

]としてζnξn
ηn

 =
1

1 + 〈Tn−1, Tn〉+ 〈M1
n−1, M

1
n〉+ 〈M2

n−1, M
2
n〉

 〈M1
n−1, Tn〉 − 〈Tn−1, M

1
n〉

〈Tn−1, M
2
n〉 − 〈M2

n−1, Tn〉
〈M2

n−1, M
1
n〉 − 〈M1

n−1, M
2
n〉


である．ここで

κ1n =
2

l

ζn√
1 + ηn2

, κ2n =
2

l

ξn√
1 + ηn2

, µn =
2

l
ηn

と定めると，(κ1n)
2 + (κ2n)

2 = (κn)
2 となるから，数列 µ が微分方程式 (4.3) に現れる

関数 µ に対応するものと期待できる．そこでこの µn を点 γn における (γ,M) のツ
イスト率と呼ぶ．ツイスト率の幾何学的な意味は次のように理解できる．まず，数列
ϵ : Z → (−π, π)が一意的に存在して，どの番号 nについても

Mn =
[
Πn(Tn−1),Πn

(
M1

n−1

)
,Πn

(
M2

n−1

)]1 0 0

0 cos ϵn − sin ϵn

0 sin ϵn cos ϵn


が成りたつ．角 ϵn は平行移動との差を表す量だから，点 γn における (γ,M)のツイス
ト角と呼ぼう．このとき，ツイスト率はツイスト角を用いて µn = (2/l) tan(ϵn/2)と書
ける．
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枠付き離散曲線 (γ,M)と正の定数 aに対して，エネルギーを

E(γ,M) =
2

l

∑
k

log

(
1 +

l2

4
κk

2

)
+ 2a · 2

l

∑
k

log

(
1 +

l2

4
µk

2

)
と定める [15, 式 (6.27), (6.28)]．端点と端点での枠M を固定した変分に関して E の第一
変分公式を計算し，Euler-Lagrange方程式を導くと

2

l

Tn−1 × Tn
1 + 〈Tn−1, Tn〉

+ 2aµn
Tn−1 + Tn

1 + 〈Tn−1, Tn〉
= γn × w1 + w2,(6.1)

µn+1 − µn = 0(6.2)

となる [15, 式 (6.22)]．
定義 6.1 枠付き離散曲線 (γ,M)と正の定数 aに対して，定ベクトル w1, w2が存在し
て差分方程式系 (6.1)–(6.2)が成りたつとき，組 (γ,M)をツイスト率 µの離散 Kirchhoff

弾性棒，あるいは単に離散弾性棒といい，γ をその中心線，M を物質枠という．定数 a

の値を明記したいときは (γ,M)のことを (γ,M ; a)とも書く．
離散直線，離散円，離散常螺旋，離散孤立波形は，初等関数を用いて記述できる離散

Kirchhoff弾性棒の中心線である．連続の場合と違って，このほかにもいくつか初等関数
で書ける例外的な離散弾性棒が存在するが，以下ではそのようなものをまとめて，便宜
的に，初等的な離散 Kirchhoff弾性棒と呼ぶことにし，これを除外して考える．
命題 6.2 （中心線の和分表示） ツイスト率 µ の非初等的な離散 Kirchhoff 弾性棒

(γ,M ; a)に対して，中心線 γ の隣接頂点間の距離を lとし，q = aµおよび
δn = cos νn + ql sin νn,

c1 = |w1|,
c2 = ((sin νn)/l − q cos νn)κnκn−1,

c3 = κnκn−1δn/2− 〈Tn−1, w1〉

とおく．次のことが成りたつ．
(1) c1, c2, c3 はいずれも定数であり，c1 6= 0である．
(2) 中心線 γ の Frenet枠を [T,N,B]とすると

κnκn−1δn − 2c3
2

Tn−1 +
κnδn − κn−1

l
Nn−1

+
κn sin νn − ql(κn cos νn + κn−1)

l
Bn−1 = w1

が成りたつ．したがって離散曲率 κと捩れ角 ν は差分方程式
κn+1δn+1 + κn−1δn =

(
2 + c3l

2
) κn
1 + (l2/4)κn2
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をみたし，平方離散曲率 un = κn
2 は差分方程式

(6.3) (vn+1 + vn−1)vn
2 =

(
6 + a1l

2
)
vn − 4− a1l

2 + a2l
2

をみたす．ただし vn = 1 +
(
l2/4

)
un および

a1 =
4
(
c3 − q2

)
1 + q2l2

+
l2

4

(
4c1

2 + 8qc2 + c2
2l2

2(1 + q2l2)
+

2c3
2

1 + q2l2

)
,

a2 =
l2

4

(
4c1

2 + 8qc2 + c2
2l2

2(1 + q2l2)
− 2c3

2

1 + q2l2

)
である．

(3) もし 2 + c3l
2 6= 0ならば，中心線 γ の捩れ角 ν は離散曲率 κから決まり

(6.4)

[
cos νn

sin νn

]
=

1

κnκn−1


1

2 + c3l2
− ql

1 + q2l2
ql

2 + c3l2
1

1 + q2l2

[Un

lc2

]

である．ただし Un =
(
l2/4

)
unun−1 + un + un−1 − 2a2.

(4) 中心線 γ は，回転と平行移動の差を除いて

γn =
1

c1


−c3ln+ (l/2)

∑n
k κkκk−1δk

−
√

(1 + q2l2)un − b1
2 + 4q2 cos

∑n
k sk

−
√
(1 + q2l2)un − b1

2 + 4q2 sin
∑n

k sk

,(6.5)

sk = arctan

(
b1l

2
+

l
(
b2 − qc2b1l

2
)

2
(
κkκk−1δk − b1

2 + 4q2 + qc2l2
))

と和分表示できる．ただし

(6.6) b1 =
c2 − 2qc3

c1
, b2 = b1

(
b1

2 − 2c3
)
− 4q(c1 + qb1)

である．またこのとき w1 = t[c1, 0, 0], w2 = t[b1, 0, 0]であり，中心線の接ベクトルは

Tn =
1

c1

 χn

−
√
c12 − χn

2 cos
∑n

k tk

−
√
c12 − χn

2 sin
∑n

k tk

,(6.7)

χn =
κn+1κnδn+1

2
− c3,

tk = arctan
c1l(c2 − quk)

c12(1− (l2/4)uk)− χkχk−1(1 + (l2/4)uk)

と和分表示できる．
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命題 6.2を命題 4.2と比較すると，平方曲率の離散化として κn
2 と κnκn−1 の 2つが

混在しており，さらに κn+1, κn, κn−1 についての 4次式まで登場しているのがわかる．
このせいで明示公式を導出するときの計算が複雑になるが，結果として次の定理を得る．
定理 6.3 （離散 Kirchhoff弾性棒の明示公式） 条件 y > 0かつ p 6∈ (1/4)Zかつ a > 0

かつ l > 0をみたす定数 (x, y, p, q, r, a, l) ∈ R7 を任意に固定し，ω = 1/2 +
√
−1y とお

く．楕円テータ関数の周期格子を Z + ωZとし，記号 θ12, θ34, Θを (2.1)の意味で用い
る．正の定数 c1 と実定数 c2, c3, c4, c5, c6 を

c6 =
4

l2
Θ
(√

−1r
)2
Θ(p)

2

1−Θ
(√

−1r
)2
Θ(p)

2
,

c5 =

√
1 + q2l2

√
c6 + 4/l2

2 θ2(0)
2 Θ(p),

c4 = θ2(0)
4
Θ
(√

−1r
)2
,

c3 = − 2

l2
+ c5l

(
c6 +

4

l2

)
θ34(0)

θ2(0)
3

θ3(p)
4 − θ4(p)

4

θ1(2p)
,

c2
2 =

−16
(
1 + q2l2

)
Θ(p)

6
c4

(
c4 −

(
θ3(0)

2
+ θ4(0)

2)2)(
c4 −

(
θ3(0)

2 − θ4(0)
2)2)

l6θ2(0)
12
(
1−Θ

(√
−1r

)2
Θ(p)

2
)3 ,

c1
2 =

3

l2
c6
(
1 + q2l2

)
− 8c5

2

l2

(
θ3(0)

4
+ θ4(0)

4
)
− 2qc2 −

4

l2
c3 +

4

l2
q2

と決めて（ただし c4, c5 は式を短く書く目的で導入したものであり，大切な定数は c1,

c2, c3, c6 の 4つである），さらに b1 と b2 を (6.6)で決める．このとき，次のことが成り
たつ．
(1) 複素定数 E1 と実定数 A0, A1, B0, B1 を

E1 =
1

4
+

√
−1

4πθ3
(
0, 2

√
−1y

)2 ∫ e1

0

dϕ√
1− (k′)

2
sin2 ϕ

, k′ =
θ4
(
0, 2

√
−1y

)2
θ3
(
0, 2

√
−1y

)2 ,
e1 = −2 arctan

(
1

4c5θ34(0)

b2 − l2qc2b1

(1 + q2l2)c6 − b1
2 + 4q2

)
,

A0 =
1

2
+

1

c1l2
− c5
c1l

(
θ2(0)

2

Θ(p)
+

2 θ′2(p)

π θ2(p)

)
,

A1
2 =

c5
2

π2c12l2
θ′1(0)

2
θ2(0)

2

θ12(E1)
2 ,

B0 =
c5
πc1l

,

B1 =
1

2
√
−1

log

(
−c7 −

√
−1c8

c7 +
√
−1c8

θ34(p+ E1)

θ34(p− E1)

)
,
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c7 = 2l(c6 − 2c3)b1 − 2l3
(
c6 +

4

l2

)
qc1,

c8 = 2c6
(
2 + c3l

2
)
+ l2

(
c6 +

4

l2

)(
−b12 + 4q2 + qc2l

2
)

と決め，整数 nに対して

γn =

−ln+ 2l(∂/∂t) logαn

2l<βn/αn

2l=βn/αn


∣∣∣∣∣∣∣
t=0

,(6.8)

αn = exp(A0nt)θ34(pn− x+B0t),

βn = A1 exp
(√

−1(B1n+ C1)
)
θ34(pn− x− E1)

とおく．ただし C1 は任意実定数．このとき γ は隣接頂点間の距離が l の離散曲線
で，その平方離散曲率 uは

un =
4

l2

(
1−Θ(p)

2
Θ(pn− x)

2

1−Θ(p)
2
Θ
(√

−1r
)2 − 1

)

であり，差分方程式 (6.3)をみたす．捩れ角 ν は (6.4)で与えられる．
(2) 番号 j = 2, 3について，適当な実定数 ej を用いて複素定数 Ej を

Ej =
1

4
+

√
−1

4πθ3
(
0, 2

√
−1y

)2 ∫ ej

0

dϕ√
1− k′2 sin2 ϕ

, k′ =
θ4
(
0, 2

√
−1y

)2
θ3
(
0, 2

√
−1y

)2
と表示し，さらに残りの定数を

A2
2 =

θ34(p/2 + E3)θ34(p/2− E3)

θ34(E2 + E3)θ34(E2 − E3)
,

A3
2 =

−
√
−1 θ12(E2 + p/2)θ12(E2 − p/2)

θ34(E2 + E3)θ34(E2 − E3)
,

B2 =
1√
−1

log
θ34(E3 + p/2)θ34(E2 − E3)

θ34(E3 − p/2)θ34(E2 − E3 − p)
,

B3 = − 1√
−1

log
θ12(E2 − p/2)θ34(E2 − E3)

θ12(E2 + p/2)θ34(E2 − E3 − p)

と決め

Pn =
1

|τn|2 + |σn|2

|τn|
2 − |σn|2 −2<(τnσn) 2=(τnσn)

2<(τnσn) <
(
τn

2 − σn
2
)
−=
(
τn

2 − σn
2
)

2=(τnσn) =
(
τn

2 + σn
2
)

<
(
τn

2 + σn
2
)
,(6.9)

τn = A2 exp
(√

−1(B2n+ C2)
)
θ34(p(n+ 1/2)− x− E2),

σn = A3 exp
(√

−1(B3n+ C3)
)
θ12(p(n+ 1/2)− x− E3)
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および

Mn = Pn

 1 0 0

0 cos ϱn − sin ϱn

0 sin ϱn cos ϱn

, ϱn = 2n arctan
ql

2a

とおく．ただし σnは σnの共役複素数である．このとき，実定数 e2, e3, C2, C3をう
まく選ぶことにより，組 (γ,M)をツイスト率 q/aの離散 Kirchhoff弾性棒にできる．

証明 まず平面離散弾性曲線の曲率の表示をヒントにして，平方離散曲率を求める．
次に離散渦糸方程式の多重ソリトン解による明示公式 [29, 式 (3.22), (3.1)–(3.3)]に基づ
いて γ, P の表示をそれぞれ (6.8), (6.9)と決める．あとは (6.8)を (6.5)と比較し，同様
に (6.9)の第一列目と (6.7)を比較することで数列 α, β, τ , σが決まる．

図 5 離散 Kirchhoff弾性棒の中心線の例．この中心線に物質枠
を付与したものが離散 Kirchhoff弾性棒となる．

注意 6.4 定理 6.3に関連して，いくつか補足事項を述べる．
1. 現時点では実定数 e2, e3 を陽に表示することができていないため，定理はやや歯切
れの悪い主張の仕方になっている．また注意 4.4の 1で述べたのと同じように，定
理 6.3の明示公式でどのくらいたくさんの離散 Kirchhoff弾性棒が作れているのか調
べること，および，定数 (c1, c2, c3, c6)を幾何学的なものに取り替えて離散弾性棒の
形状をもっとコントロールしやすくすること，の二点も今後の検討課題である．

2. α|t=0 のことを簡単に αと書くと，α, β, τ , σは

|τn|2 + |σn|2 = αn+1αn, τnτn−1 + σnσn−1 = αn
2, βn+1αn − βnαn+1 = τnσn

をみたすから，特に

ρn =
σn τn−1 − σn−1 τn

αn
=
σnαn − σn−1αn+1

τn
=
αn+1τn−1 − αnτn

σn

によって数列 ρが定義できる．このとき中心線 γ の曲がり角 ϕと捩れ角 ν は

ϕn = 2arctan
|ρn|
αn

, νn =
1

2
√
−1

log
ρnρn−1

ρnρn−1
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と表示でき [29, Proposition 3.9]，これにより γ の Frenet枠が (5.2)で与えられる．

3. はじめに与える定数を q = 0かつ r ∈ yZ ∪ (y/2 + yZ)と選べば，中心線の明示公式
(6.8)は平面離散弾性曲線の明示公式 [25]を与える．

4. 平面離散弾性曲線が離散単振り子と関係していたように，離散弾性棒は離散的な
Lagrangeのこまと密接に関わっている．すなわち，離散弾性棒の差分方程式から，
離散的な Lagrangeのこまの差分方程式が得られる．まず静止座標系での離散化は

Ξn =
2

l

Tn−1 × Tn
1 + 〈Tn−1, Tn〉

+ 2q
Tn−1 + Tn

1 + 〈Tn−1, Tn〉

とおいて
Ξn+1 − Ξn

l
= Tn × w1,

Tn − Tn−1

l
= Ξn × Tn + Tn−1

2

となる [15, 式 (5.5)]．回転座標系で離散化するには [ξn, t, dn] = Mn
−1[ Ξn, Tn, w1]

とおいて，3つのベクトル ξn, t, dnがみたす差分方程式を書けばよい [15, 式 (5.25)]．
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