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極配置法に基づく多質点１本棒せん断振動型建物モデルの支配方程式  
GOVERNING EQUATION BASED ON POLE ALLOCATION FOR MULTI-LUMPED-MASS 

STICK-SHAPE SHEAR BUILDING MODEL 
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Yuki MATSUMOTO and Yoshiki IKEDA 

 
Based on the pole allocation method in control theory, the authors’ previous research found out a fundamental closed-form equation 
governing a three-lumped-mass stick-shape shear model for a building. Through the selection of appropriate model parameters, the 
simplified model can represent an earthquake-resistant structure, a base-isolated structure, an interstory-isolated structure, or a 
passively controlled structure with a tuned mass damper or viscous interstory dampers. The equation explains how the model 
parameters are related to the control target and generally proves the trade-off relationship in the passive control effect. The present 
study similarly applies the pole allocation method to a multi-lumped-mass stick-shape model to provide the trade-off relationship 
with higher generality. The newly introduced equation has the same form as the previous research indicated. Next, this study 
discusses the installation distribution of interstory dampers from a viewpoint of modal damping as control target. 
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1. はじめに 

本論文は，多質点 1 本棒せん断振動型として建物をモデル化した

際に，層のせん断剛性と減衰係数がモードの固有円振動数と減衰比

によって拘束されることを，はじめに極配置法に基づいて導いてい

る．すでに著者らは，この拘束条件が 3 質点 1 本棒せん断振動型モ

デルで存在することを明らかにしており 1)-3)，本論文はその存在を 4

以上の質点数をもつモデルでも証明している．次に数値解析では，

導かれた拘束条件とモード減衰比の観点から，層間ダンパの高さ方

向の分布を議論している． 

免震層を挟んだ上部構造物と下部構造物のモード連成効果により，

中間層免震が基礎免震に比較して複雑な動特性をもつことが指摘さ

れていた 4), 5)．この動特性の一般性をパラメータ解析や時刻歴応答

解析から抽出することに限界があったため，3 質点モデルに極配置

法を適用して，アイソレータの等価固有振動数と免震層のダンパが，

構造物全体系の固有振動数とモード減衰比にどのように関係してい

るのかが，拘束条件式として明らかにされた 1)．その後，中間層免

震で確認されたこの条件式が，基礎免震建物や同調型マスダンパ

（TMD：Tuned Mass Damper）を設置した制振建物を 3 質点せん断

振動型モデルで表現した際にも存在することが明らかにされた 2)．

しかしながら，基礎免震と中間層免震では，免震層のみに減衰があ

るモデルが用いられ，TMD ではマスダンパのみに減衰があるモデル

が用いられていた．すなわち，文献 1 と 2 では，制御方式ごとに減

衰の位置が異なるモデルが用いられ，拘束条件式はモデルごとに個

別に誘導されていた．そこで，モデルの一般性を高めるために，す

べての質点間に剛性と減衰を並列に配置した一般性が高い 3 質点モ

デルを用いて，同様の式が誘導された 3)．その結果，耐震構造や層

間ダンパを含めたパッシブ振動制御で，共通の拘束条件が成り立つ

ことが証明された． 

これらの研究の延長として第 2 章では，4 以上の質点数をもち，

すべての質点間に剛性と減衰を有するモデルに極配置法を適用して

いる．その結果として，質点数に関係なく 1 本棒せん断振動型モデ

ルで，これまでと同様の拘束条件が存在することを証明する．この

拘束条件が多質点１本棒せん断振動型建物モデルで常に成立するこ

とから，拘束条件式を支配方程式とも表現している．建物で層間ダ

ンパの設置を検討する際には，建物の質量と剛性は大まかに決まっ

ていることが多い．この状況に対応させるために，得られた支配方

程式でモードの固有円振動数と減衰比ならびに質点間（層）の剛性

を固定すると，拘束条件は層の減衰係数のみを変数とする式と見な

すことができる．この減衰に着目した支配方程式は，質点数を次元

数とする空間の超平面として理解できることを示す．続く第 3 章で

は，導かれた拘束条件と制御目標としてのモード減衰比の観点から，

層間ダンパの高さ方向の分布を議論している． 

パッシブ制振のダンパ，なかでも層間ダンパの最適配置に関する

検討は，1990 年前後から報告されるようになった．最適配置の考え

方は大きく 3 つに分類できる．第 1 の考え方は，指定した振動モー

ドの減衰を最大にすることであり，第 2 の考え方は，層間変位が大

きい位置に優先的にダンパを配置することである．そして，第 3 は

層剛性に比例するようにダンパの規模（減衰係数）を決めることで
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ある．最適化問題として扱う目的で，ダンパの投入総量に制約を与

えて検討されることが多い． 

最初の 2 つの考え方は，最適配置の初期の研究ですでに見られ，

その後に多くの研究で受け継がれている．はじめに，構造物の 1 次

モード減衰を最大にする配置 6)と層間変位が大きい層への配置 7)が，

粘弾性ダンパを前提として提案された．文献 6 は建物を一様断面の

せん断変形梁としてモデル化しており，同じ考え方は 5 質点系せん

断振動型モデルでも検討された 8)．層間変位に着目する考え方は，

曲げ変形が卓越する高層建物への展開 9)や，層間変位の周波数伝達

関数の絶対値の和を最小にする提案としても継承されている 10)．地

震時の最大層間変位をある値以内に収める粘弾性ダンパの性能指定

型配置 11)も，第 2 の考え方に基づいている．免震建物と同様に，あ

る層の剛性を低下させてダンパをそこに集中的に配置する考え方も，

広くは層間変位を優先させる考え方に含まれる 12)．1 次モードの層

間変位に着目するという，これら 2 つの考えを融合した検討も見ら

れる 13)．制御効果を評価する建物の応答として，層間変位以外に頂

部の加速度や変位も検討されている．これは，最適化問題としては

目的関数を変更することである 14)．第 3 の考え方は文献 15 に見ら

れる． 

振動制御技術の進展に伴って，非線形性や Maxwell モデルを組み

込んで制御装置のモデルが精緻になる傾向 14), 16)-21) は認められるも

のの，最適化問題を数理的に扱う制約から，減衰係数を層間ダンパ

の規模と見なして減衰係数の分布を扱っている研究が多い．そして，

減衰係数が速度に関係することから，粘弾性ダンパを前提にした検

討が多くを占めている．このようなダンパを簡略モデルで表現した

場合でも，残された課題としては，地震応答解析を伴うとダンパ配

置が地震動特性に依存して変動してしまう点や，最適化のいろいろ

な手法，例えば感度解析 13)，不確定性解析法 22)，H∞ノルムの利用

23)，Evolutionary Structural Optimization 法 24)，遺伝的アルゴリズム 25)

が，構造設計の初期に大まかな検討をする際に設計現場でやや馴染

みが薄い点が挙げられる．ダンパの設計でパラメータスタディは避

けられないが，設計を収束させる方向性が必要である． 

建物の制振を検討する際に，入力地震動に影響されない制御目標

としてモード減衰比があり，第 2 章で利用している極配置法は効果

をモード減衰比として扱い易い．一方，既往の層間ダンパの最適配

置の研究では，層間変位そのものを制御対象にしていることが多く，

モード減衰を最大化することを意図しても，複数モードを制御する

という観点はほとんど見られない．層の減衰係数が複数モードに自

ずと寄与する点や，建物動特性の基本情報としてモード特性がある

点を考えると，ダンパ配置を極配置の観点で議論することはその理

解を深めるために必要であろう．第 3 章の数値解析では，Voigt 型モ

デルの減衰係数によってダンパを表現した際に，制御目標の設定に

自ずと制約が生じてしまうことを，第 2 章で誘導した支配方程式に

関連付けて示す． 

 

2. 極配置法の多質点 1 本棒せん断振動型モデルへの適用 

2.1 運動方程式と特性方程式 

Fig.1に示す多質点多自由度系 1本棒せん断振動型モデルを考える．

質点，せん断剛性および減衰係数の番号は下から上に振り，それら

の総数をそれぞれ n とおく． ix は質点 i の固定端からの変位， im は 

 

Fig.1 Multi-degree-of-freedom shear model 

 

質点 i の質量， ik と ic はそれぞれ i 層のせん断剛性と減衰係数， 0y
は入力地震加速度（スカラー）とする． 

この系の運動方程式は次式で表現できる． 
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  (1) 
 
ここで，i 層だけを取り出した際の 1 質点系単独の固有円振動数 *i
と減衰比 *ih ，および質量比 *i を次のように定義する． 

－ 2－
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上記の記号を用いて，運動方程式(1)を状態方程式(5)に書き換える． 
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式(5)に対応する特性方程式は，s を極にすると 
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である．ここで，2n×2n 次の行列を，n×n 次の分割行列 A11，A12，

A21 および A22 を用いて表現する． 

－ 3－
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この公式を式(6)に適用すると，その行列式は以下となる． 
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これまでの拘束条件式の誘導 1)-3)から，s に関係しない定数項と s に

関する 1 次の項のみから，同様の式が得られると推測される．s の

0 次と 1 次の項だけを得る目的ならば，上式で s の 2 次以上の項を

無視することができる． 
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行列式のある行に他行の定数倍を加えても，行列式の値は変わらな

い．第 1 行に n を掛けて第 2 行に加えると，2 行 1 列の要素がゼロ

になり，計算し易くなる． 
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次に，第 2 行に 1n を掛けて第 3 行に加えると，3 行 2 列の要素が

ゼロになる． 
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同様の作業を繰り返すと行列は上三角行列になるため，行列式は対

角成分の積で表現できる． 
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次に，第 2 行に 1n を掛けて第 3 行に加えると，3 行 2 列の要素が
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同様の作業を繰り返すと行列は上三角行列になるため，行列式は対

角成分の積で表現できる． 
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上式で s に関係しない項は式(15)，s に関する 1 次の項は式(16)と
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2.2 指定する極による特性方程式 

 解析モデルは n 組の振動モードをもつ．i 次モードの固有円振動

数とモード減衰比をそれぞれ i と ih とおくと，対応する特性方程

式は次式である． 
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2.1 節と同様の方法により，特性方程式(17)で定数項と s に関する 1

次の項は，それぞれ式(18)と式(19)である． 
 

 22
2

2
1

1

2
n

n

i
i  



 (18) 

 

)
(2

][2

11312

2121

1 1

2



 





 

nnn

nn

n

i

n

j
j

i

i

hh
h

h









  (19) 

 
2.3 支配方程式 

極配置法では，式(15)と式(18)が等しく，式(16)と式(19)が等し

くなるから，次式が成り立つ． 
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式(21)に式(20)を代入すると，n 質点 n 自由度系に拡張した 
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が得られる．この式は，線形範囲では耐震構造，免震構造およびパ

ッシブ制振構造すべてに適用できるため，文献 3 では統一式とも呼

んでいる．また，制御目標である右辺を決めると左辺の各項の間に

トレードオフ関係が生じ，左辺を先に決めると右辺の各項の間にト

レードオフ関係が生じることから，制御効果のトレードオフ関係式

とも呼んでいる 1)-3)．式(2)に示したパラメータの定義から 
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という表現もできる． 

 

Fig.2 Geometric understanding of Equation (23) 

 

式(23)でモードの固有円振動数と減衰比ならびに質点間（層）の

剛性を固定すると，拘束条件は層の減衰のみを変数とする式と見な

すことができる．減衰に着目した拘束条件は，質点数を次元数とす

る超平面として理解できる．Fig.2 は，3 質点系モデルの場合に支配

方程式を平面として理解している 3)．当然ながら，減衰係数が正の

領域のみを考える．この条件は，パッシブ振動制御の目標をモード

減衰比として与えた際に，ダンパを表現する減衰係数を自由に選ぶ

ことができないことを意味する．そのため，理論的に実現できない

減衰係数の設定を，この支配方程式により回避できる可能性がある． 

 

3. 数値解析 

10 層建物を模擬した 10 質点 10 自由度系せん断振動型モデルを用

いて，層間ダンパの高さ方向の配置における基本的性質を示す． 

3.1 10 質点せん断振動型モデル 

Table 1 に基本モデルの諸元を示す．減衰行列は内部粘性型（剛性

比例型）を仮定し，1 次モードに対して減衰比 1%を与える．総質量

は 5000×103 kg（5000 t）である．Table 2 に非減衰固有振動数とモ

ード減衰比を，Fig.3 に 5 次までの固有モード形を刺激関数で示す． 

 

Table 1 Parameters for original 10-DOF model 

Lumped 
mass No. 

Mass 
(103kg) 

Story 
No. 

Stiffness 
(MN/m) 

Damping coefficient 
(MNs/m) 

10 600.0 10 318.7 1.090 
9 450.0 9 367.7 1.257 
8 450.0 8 441.3 1.509 
7 450.0 7 514.8 1.760 
6 470.0 6 588.4 2.012 
5 470.0 5 686.5 2.347 
4 490.0 4 784.5 2.682 
3 510.0 3 882.6 3.018 
2 560.0 2 980.7 3.353 
1 550.0 1 1078.7 3.688 

Total 5000.0 Total - 22.72 

－ 5－



 
 

Table 2 Modal properties 

Mode order Natural period (s) Modal damping ratio (%) 
1 1.074 1.00 
2 0.419 2.57 
3 0.257 4.18 
4 0.187 5.74 
5 0.150 7.18 
6 0.127 8.44 
7 0.112 9.63 
8 0.100 10.76 
9 0.089 12.02 

10 0.080 13.38 
 

 

Fig.3 Mode shapes 

 

3.2 ダンパ配置と制御目標であるモード減衰の制約 

ダンパの設置すなわち減衰係数の設定として，Table 3 に示す 4 ケ

ースを考える．ケース A は，前節に示した基本モデルで 1 次モード

の減衰比を 1%から 5%に増加させたモデルであり，減衰係数は Table 

1 に示した値の 5 倍に相当する．ダンパ投入総量としての減衰係数

の和は，113.58 MNs/m である．その他のケースは，減衰係数の和を

ケースAと同じにして，その値の分布を変更している．ケースBは，

1 次モードの層間振幅の比でダンパを各層に割り振っている．ケー

ス C と D は，それぞれ 2 次と 3 次のモードの層間振幅の比で割り振

っている．参考のために，Fig.4 に Fig.3 に対応する層間モード振幅

を示す．例えば，2 次モードの層間変位は 5 層では小さいので，ケ

ース C の 5 層の減衰係数は小さくなる．当然ながら，ケース C と D

では層間振幅は絶対値を用いている． 

Table 4 は，Table 3 の 4 ケースに対応する減衰を考慮した固有周期

とモード減衰比を各欄の上段と下段にそれぞれ示している．基本モ

デルとケース A では，剛性比例型の減衰を仮定しているため，減衰

行列は質量行列と剛性行列による非減衰固有値で得られるモード行

列で対角化することができる．しかしながら，残りの 3 ケースでは

同じモード行列で減衰行列を対角化することはできない．そのため，

Table 4 では，系の状態方程式(5)にあるシステム行列の極からモー

ド特性を得た．固有周期は，複素数で表現される極の絶対値から得

ている．ケース C とケース D では，共役にならない（一組にならな

い）極が 2 つあったため，振動モードとは判断せずに 9 つのモード

減衰比を示している．剛性比例型のケース A では，固有周期は Table  

 
Fig.4 Interstory mode amplitudes 

 

Table 3 Distribution of damping coefficients 

Case A B C D 

Story 

10 5.448 7.315 17.863 24.784 
9 6.287 10.790 22.164 19.500 
8 7.544 12.323 18.948 2.734 
7 8.801 13.050 12.924 10.663 
6 10.059 13.334 5.946 16.138 
5 11.735 12.766 0.417 13.076 
4 13.412 12.096 5.335 5.878 
3 15.088 11.392 8.645 1.946 
2 16.765 10.656 10.528 8.178 
1 18.441 9.856 10.810 10.683 

Total 113.58 
(Unit: MNs/m) 

 
Table 4 Natural periods and damping ratios of four models 

Case A B C D 

Mode 

1 1.074s 
5.0% 

1.073s 
5.2 % 

1.069s 
4.5% 

1.070s 
4.6% 

2 0.419s 
12.8% 

0.417s 
15.7 % 

0.399s 
24.0% 

0.395s 
15.7% 

3 0.257s 
20.9% 

0.255s 
24.8 % 

0.234s 
29.1% 

0.214s 
62.6% 

4 0.187s 
28.7% 

0.184s 
33.6 % 

0.163s 
46.5% 

0.206s 
26.0% 

5 0.150s 
35.9% 

0.145s 
42.9% 

0.148s 
37.0% 

0.141s 
28.3% 

6 0.127s 
42.2% 

0.119s 
52.3 % 

0.138s 
96.3% 

0.109s 
42.9% 

7 0.112s 
48.2% 

0.106s 
64.9 % 

0.109s 
24.8% 

0.102s 
28.3% 

8 0.100s 
53.8% 

0.102s 
79.3% 

0.092s 
20.3% 

0.096s 
76.7% 

9 0.089s 
60.1% 

0.099s 
53.8% 

0.082s 
38.1% 

0.083s 
24.8% 

10 0.080s 
66.9% 

0.086s 
47.0% - - 

 

2 の基本ケースに完全に一致する． 

ケース B は 1 次モードの層間変位分布に従ってダンパを配置して

いる．ケース A と比較すると，1 次モードの減衰比は 1.04 倍（5.2/5.0）

であるが，2 次から 8 次までのモード減衰比は 1.04 倍よりも大きく

増加している．ケース C は 2 次モードの層間変位分布に従ってダン

パを配置している．2 次のモード減衰比に著しい増加が見られるが， 

－ 6－
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Case A B C D 

Mode 

1 1.074s 
5.0% 

1.073s 
5.2 % 

1.069s 
4.5% 

1.070s 
4.6% 

2 0.419s 
12.8% 

0.417s 
15.7 % 

0.399s 
24.0% 

0.395s 
15.7% 

3 0.257s 
20.9% 

0.255s 
24.8 % 

0.234s 
29.1% 

0.214s 
62.6% 

4 0.187s 
28.7% 

0.184s 
33.6 % 
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0.206s 
26.0% 

5 0.150s 
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28.3% 

6 0.127s 
42.2% 
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52.3 % 

0.138s 
96.3% 

0.109s 
42.9% 

7 0.112s 
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64.9 % 
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24.8% 

0.102s 
28.3% 

8 0.100s 
53.8% 

0.102s 
79.3% 

0.092s 
20.3% 

0.096s 
76.7% 

9 0.089s 
60.1% 

0.099s 
53.8% 

0.082s 
38.1% 

0.083s 
24.8% 

10 0.080s 
66.9% 

0.086s 
47.0% - - 

 

2 の基本ケースに完全に一致する． 
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いる．ケース A と比較すると，1 次モードの減衰比は 1.04 倍（5.2/5.0）

であるが，2 次から 8 次までのモード減衰比は 1.04 倍よりも大きく

増加している．ケース C は 2 次モードの層間変位分布に従ってダン

パを配置している．2 次のモード減衰比に著しい増加が見られるが， 

 
 

3 次，4 次および 6 次のモードでも増加は見られる．ケース D では，

対象とする 3 次モードで減衰比の著しい増加が見られる．ある特定
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に減衰比が増加している．ケース C や D では層によって減衰係数は
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に比較して減衰係数の違いほど大きく変化していない．これは，剛

性と減衰を並列に配置する Voigt 型モデル（Kelvin 型モデルともい
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にならない極があることで生じている．Voigt 型モデルは，モード減
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一般に，地震による高次モードの刺激性は低いため，目標とする
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る際に生じる問題は，層間変位を抑える手法を検討した過去の文献
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3.3 地震応答解析による応答値の比較 

基本ケースを非制御状態と考えて，前節で示した 4 ケースの制御

効果を地震応答で比較する．極配置法が線形系を対象にしており，1

次固有周期が 1.07 s であることから，最大速度を 25 cm/s に規準化

して，短周期成分が多い 1940 年 Imperial Valley 地震で記録された

El Centro 波（NS 成分，最大加速度 255.0 cm/s2）および 1952 年 Kern 

Country 地震で記録された Taft 波（EW 成分，最大加速度 248.4 cm/s2）

を入力した． 

Fig.5 と Fig.6 に，加速度，速度，変位および層間変位の最大応答

値分布を示す．ケース A から D のいずれの減衰比も，1 次モードで

5%前後であり，2 次モードでは 12%を超え，3 次モードでは 20%を

超えている．これは，Voigt 型モデルの 3.2 節で述べた性質に起因し

ている．そのため，Table 3 の減衰係数の分布の違いに比較して，4

ケースの応答の違いは小さいと言える．最も応答に違いが見られる

のは層間変位であり，ケース A と B は El Centro 波では 8 層以下で

他の 2 ケースよりも小さく，Taft 波では 4 層から 7 層までの中間層

で他のケースよりも小さくなっている． 

 

 
(a) Acceleration                 (b) Velocity 

 
(c) Displacement relative to the base       (d) Interstory drift 

Fig.5 Peak responses under El Centro (NS) excitation 

 

 
(a) Acceleration                 (b) Velocity 

 
(c) Displacement relative to the base       (d) Interstory drift 

Fig.6 Peak responses under Taft (EW) excitation 

 

Fig.7 は各層の層間速度に対応する減衰係数を乗じた減衰力で最

大値分布を調べている．ケース C と D は，層によって減衰力が大き

く異なる．一般には，同一規格のダンパをできるだけ各層に設置し

たいから，ある値以上のモード減衰比が確保されていると，最大応

答値の低減効果が同じであっても，ケース C と D は，設計上受け入
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Fig.7 Peak damping forces 

 

4. まとめ 

はじめに，建物を多質点 1 本棒せん断振動型モデルで表現した際

に，層のせん断剛性と減衰係数がモードの固有円振動数と減衰比に

よって拘束されることを極配置法に基づいて導いた．次に，導かれ

た拘束条件と制御目標としての複数モードの減衰比を，層間ダンパ

の高さ方向の分布の観点から調べた．その結果は次の 3 項目に整理

できる． 

1) すでに著者らが 3 質点 1 本棒せん断振動型モデルで存在するこ

とを明らかにした拘束条件式が，4 以上の質点数をもつモデルで

も存在することを証明した．得られた拘束条件式は，パラメー

タを調整することで線形範囲では，耐震構造，免震構造および

制振構造を統一的に表現していることから，系の支配方程式に

なっている．この式でモードの固有円振動数と減衰比ならびに

剛性を固定すると，拘束条件は層の減衰係数のみが変数となり，

質点数を次元数とする空間の超平面として理解できた． 

2) 層の減衰係数を層間粘性ダンパの規模と見なし，10 質点系モデ

ルを用いて，支配方程式とモード減衰比の観点からダンパ設置

を調べた．共役でないモードが生じるダンパ設置には，導いた

支配方程式は適用できないことを確認した．Voigt 型モデルが有

する振動数に比例して減衰比が増加するという性質から，特定

モードの減衰だけを制御目標として増加させることは不可能で

あった．これは，制御目標の設定に自ずと制約が生じてしまう

ことを意味していた． 

3) ダンパの投入総量を同じにした地震応答解析によって，剛性比

例型減衰で 1次モードの減衰比を 5%にした場合と低次の一つの

モードの層間変位分布でダンパを設置した場合の最大応答値を

比較した．Voigt 型モデルの性質により，ダンパの分布の違いほ

どは建物応答の違いは見られなかった．一方，2 次や 3 次モード

の層間変位に基づきダンパを設置した場合には，減衰力は層に

よって大きく異なる．この設置は，できるだけ同一規格のダン

パを全層に設置したい設計では受け入れ難いと考えられた． 

以上は，Voigt 型モデルをもつせん断振動型モデルで得られた結果で

あり，曲げせん断変形や Maxwell 型モデルのようなダンパの設置方

法を考慮していない点に留意する必要がある． 
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