
23

Fermionic formulas for twisted affine Lie algebras 

大阪公立大学理学研究科武中亮＊

Ryo Takenaka 

Graduate School of Science, Osaka Metropolitan University 

1 はじめに

頂点作用素を用いた可積分最高ウェイト加群の研究はLepowskyとPrimeの研究に端を発する [8]．彼ら

はg＝的としたときの可積分最高ウェイト 9加群の構造が，真空空間とよばれる可租分最高ウェイト 9加
群のある剰余空間に同型な代数により完全に決定されることを示した．ここで9は中心元cと次数作用素d
を用いてg= g 0 C[t, C1] Ell Cc Ell Cdで与えられるアフィンリ一環．その後Georgievによってg= sln+lの
場合に一般化されたその際， GeorgievはFeiginとStoyanovskyによって導入された主部分空間が重要な役

割を果たすことに着目した [5,6]．主部分空間の詳細については [3,4]を参照されたい．また最近， Butorac,

KozicとPrimeによって xい型アフィンリ一環 (untwistedアフィンリ一環）についても同様の結果が示さ

れた [l].

一方， x?l(r> 1)型アフィンリ一環 (twistedアフィンリ一環）については主部分空間の組合せ論的基底
が構成されて以降進展がなかった [2]．さらに， ButoracとSadowskiの研究[2]ではA団型アフィンリ一環

は扱っておらず，ほとんど進展がなかった．しかし最近，筆者と大阪公立大学の尾角正人氏との共同研究で

A岱塑を除く twistedアフィンリ一環に対する可積分最裔ウェイト加群の研究成果が得られた [10]．加えて，

筆者の最近の研究により A岱型アフィンリ一環に対する可積分最高ウェイト加群およびその主部分空間も

頂点作用素を用いて構成できることが示された [11].

RIMS研究集会「表現論とその周辺分野における諸問題」ではこれらの研究成果を紹介するとともに，組

合せ論的な解釈を容易にするアフィンリ一環のフェルミ型の指標公式を導出できることを概説した．本稿は

これらの筆者の講演内容をまとめ，講演では紹介できなかったパラフェルミオン空間について加惰したもの

である．

2 準備

gを階数£の simply-laced単純リ一環とし mをその単純ルートとする． gのルート格子は L= Za1① 
•••① Za£ で与えられる． h を g のカルタン部分代数とする． g の正規化された内積〈•,•)を用いて h とその

双対空間がを同一視する．すなわち hE hとahE Q*を〈a,a沿＝ a(h)により同一視する．この同一視に
より LCQと見倣せる．ディンキン図形のラベル付けと非自明な自己同型uは表 1で与えられるとする．

本稿ではペア (L,v)が次の条件を満たすことを仮定する (cf.[7, Section 2]). 

(a)〈va,v(3〉＝〈a,(3〉（Va,(3EL)
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(b)ある正整数rに対してり＝ 1 

(c) (b)の整数rが偶数のとき，すべての aELに対して〈I/5a,a〉E2Z 

注意 2.1.LがA2l型ルート格子の場合I/の位数は2であるが，条件（c)により r=4としなければならない．
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表 1:ディンキン図形と自己同型

はじめに，可積分最高ウェイト加群の頂点作用素による構成を与える v-twist加群を導入する． 関数

C:LxL→ CXを
r-1 

C(a,(3) = II(—ぐ）侶a,9〉
J=O 

で定義する．ここでくは原始r乗根．関数Cはアーベル群cXに対して双線形で I/ー不変であるまた，すべ
ての aELに対して C(a,a)= 1であるので中心拡大

1 →〈(-1)て〉→L → L → 1 
が一意に定まる．ここで―は Lへの射影．このとき交換関係は aba-1b-1= C(a,b) (a,b EL)で与えられ

る．写像cLxL→心を

1 (i ::c:; j) 

叫，巧）＝｛ （一1)〈a'心 (i> j) 
で定義する．写像 dま U—不変ですべての a,/3 ELに対して E(a,/3)2 = 1 を満たす．また写像€は

€(a,j3) 
€(a,j3)€(a+ j3,1) ＝ €(9,1)€ （a,j3 十 -y), ~ = (-1)〈a,(3〉

€(j3,a) 

を満たすので L の 2 コサイクル €e が

Ec(a,/3) =（且。←い）―（炉a/3>)€(a,f3) 
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で与えられる． Lの自己同型0は

＾ fJa = va, va = aのとき如＝ a 

を満たすように vより与えられる．

同一視の下でLの自己同型vは自然に hの自己同型へも拡張される．これを同じくいで表す．このとき
分解

h= 〶 h(J)
JEZ/rZ 

を得る．ここでhぃ＝ ｛h E ~ I vh = (i h} C ~であり， ~(j mod r)と加）を同一視している．この分解に付随

するリ一環を

り＝ ④ ~(rm) @tm 〶 Ce
mE鱈

で定義する．ブラケット積は

[aR匹，9Rt”l=〈a,/3〉m8m+n,oC, [6, c] =。（m,nE ~Z,a E ~(rm),/3 Eい）
で与えられる．部分代数を伯＝〶土m>O ~(rm) 0四で定める． このときりのハイゼンベルグ代数は

叫z=G+ 叶-〶 Ce で与えられる．次に誘導り加群を

M(l) = U(G) 0u（①豆0応(rm)Rt=EJlCc)IC'::='. Sym（い

で定義する．ここでCは①匹o~(rm) 0匹が自明に， Cが1で作用する 1次元加群この加群は既約厨z加

群であるまた hの自己同型ッは

v(a⑭四） ＝v(a) 0 t叫 v(c)= c 

により自然にりの自己同型へと拡張される．加群M(l)に対しても v(h・m)= v(h)-v(m) (h E G,m E M(l)) 

を満たすように自己同型が与えられる．

続いてL加群を考える．几を hから h(J)（j E Z/rZ)への射影とし，

N = (1-P0)~ n L = {a EL I〈a,h(O)〉｝

とする．具体的には

｛叫＋叫3+r四 4I r1 +乃十r4= 0} (r = 3) 

N={江=1Z(a,-um) （rナ3)

となる． Nを引き戻すことで得られる Lの部分群を Nとする．このとき，次の準同型T:N→CXが存在
することが示されている．

命題 2.2./7, Proposition 6)準同型T:N→CXで

T(() = (, T(ai>a―1)＝ぐこに如砂

を満たすものがただ一つ存在する．

CTを指標 Tをもつ 1次元N加群とする．このとき誘導L加群を

巧＝叫lRc凶］ CT =C[LIN] 
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で定義する．このとき叫zCりが巧へ自明に作用するとすることで UTはり加群となる．ここで h(O)は

UTに

h・aRt=〈h，石〉aRt (h E ~(o)) 

で作用するものとし，［h,a]=〈h,a〉とおく．作用素決を

zh ・aR t = z〈h,a〉aRt (h E ~(o)) 

で定義するまた〈h,L〉czであるような hE ~(O) に対して，作用素びを同様にくh,a@t=<〈h,a 〉 a®t で

定義する．このとき命題2.2と定義から UTへの作用として次が成宜する．

加＝巫―江；；；j 喜—江；；；i(炉 a,a 〉 /2. (1) 

り加群のテンソル積を

V[ = M(l) <Si Ur c:e Sym(6-) <SI C[L/N] 

とおき， 1T= lR(1R1) E V［とする．次に V［上の作用を与える頂点作用素を定義し， Vlにv-twist加

群の構造を与える． aE h,J• E Z／心に対して°'U)= Pj(a)とし， a(m)= °'(rm) <SI匹 (mE鰐）とおく．こ
のとき頂点作用素が

叩）＝ La(m)z―m-1 
m畔Z

Y(a,z) = r―芋咆）：exp(五-ii,:m)Z-m)：a砂（O）十二戸と＿芋
で定義される (aE~,aEL)．ここで°. °は頂点作用素の正規順序積でa:L→CXは
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で与えられる．頂点作用素Y(a,z)について，（1)より次が成立する．

補題 2.3.

Y（炉a,z)= Y(a,z) .l.l 
zr>-+く3zT

いま Lは正定値偶格了であるので格子頂点代数VLを誘導する．このとき頂点代数見の自己同型がッRv
により与えられ， Vlはペア (VL,v <Si v)に対する v-twist加群になることが知られている (cf.[7]). 

最後にペア (L,v)から twistedアフィンリ一環gを定義し，アフィンリ一環9のVlへの作用が与えられ
ることを確認する．これにより可積分最裔ウェイト加群の Vlを用いた実現が可能となる． gのルートの集

合を△とする．このとき gは

g=h 〶任戸a
a€ • 

と分解される．ここでxaは[h,xa]= a(h)％を満たすルートベクトル．ルートベクトル％をそのブラケッ
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となるように正規化する．またこのとき gの内積は

〈h,%〉＝ 0, 〈Xa'叩〉＝ ｛；e（a, -a) ；::：: ：: 
となる．ここでh上ではもとの内積と一致することに注意されたい．次に， twistedアフィンリ一環を定義す
るためにhの自己同型ッを gへと拡張する．写像cp: (Z/rZ) x L→〈く〉を次の条件で定義する．

炉(a)= cp(j, a)a' 

ここでa'はi'＝ッ項を満たすLの元で唯一つに定まる．この写像を用いて gの自己同型uを

1.I3% ＝ <p(j, a)xvJa 

で定義する．

jEZ／心に対して gぃ＝ ｛XE g I/.IX =＜畑｝とする．ペア (L,v)に付随するアフィンリ一環gを

g = E9 9(rm) <S>tm EB Cc EB Cd 
m畔Z

で定義する．このときブラケット積は

[x@t叫y@t門＝ ［x,y] @tm+n +〈x,y〉m8m+n,oC, [g, c] = 0, [d, X 0 t叫＝ mx@tm

で与えられる．このリ一環0はペア (L,v)の選び方に対応して A岱？八，A岱，D畠，Eげ，Dり型のいずれか
のアフィンリ一環と同型になる．

頂点作用素Y(a,z)を簡単のため Ya(z)と表し，そのフーリエ係数を

Ya(z)＝区 Ya(m)z-m-〈a;a〉
mE~Z 

で与えるこのとき次の定理により Vlは0加群となる．

定理 2.4./7, Theorem 9.1} 6のVlへの作用は

(xa)(rm) R tm→Ya(m) (a E△,mE ~z) 
とすることでiの作用へと一意に拡張される．さらにこのときVlはi加群として既約である．

定理2.4により V［は最高ウェイト A。をもつ可積分最高ウェイト加群であることがわかる．ここでA。は

〈A。,C〉=1,〈A。,h(O)〉＝ 0=〈A。,d〉を満たす基本ウェイト．またVl~ L(A。）の最高ウェイトベクトルは
1Tである．これにより最高ウェイトがkA。の可積分最高ウェイト加群L(kAo)がVlのテンソル積の部分
加群として実現できる．すなわち

L(kAo) ~ U(g). Vo C (Vl)Rk 

となる．ここでVo= 1TS・・⑭ 1TはL(kAo)の最高ウェイト加群で，0の作用は

△(k-ll(x) = X R l Q9 ・ ・ ・ Q9 1 + 1 Q9 X Q9 ・ ・ ・ Q9 1 + ・ ・ ・ + 1Q91 Q9 ・ ・ ・ Q9 X 

で与えられているとする．これは頂点作用素についても同様で， nEZ。こに対して

Xnc,(z) =［△(k-l)(Ya(z))r 
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とおく．このときフーリエ係数は

で定義されるとする．

Xna(z)＝L Xna(m)z-m-n〈a,a〉/2
m畔Z

(2) 

注意 2.5.以降ではッヂ idの場合，すなわち twistedアフィンリー環の場合について述べるが， V=idとし

ても成立する．その場合は V［は格子頂点代数VLに他ならず，［1］で計算された A}1),Dドl,Et紅型アフィ
ンリ一環についての結果と一致する．

3 主部分空間

可積分最高ウェイト加群の組合せ論的基底の構成で重要な主部分空間の定義を確認するまたその組合せ

論的基底が， quasi-particleと呼ばれる頂点作用素のフーリエ係数を用いて与えられることを見る．

正ルートの集合を△＋とし，対応する部分代数を

n=④ Cxa 
aE△+  

とおく．アフィン化とその部分代数がそれぞれ

n=④ n(rm) @tm叫Ce, n＝ EB n(rm) @tm 
mE!Z m畔Z

で得られる．このとき L(kA。)の主部分空間 W(kAo)が

W(kA。)＝U(n) • vo 

で定義される．次に W(kA。)の基底を与える quasi-particleとその単項式を導入する．カラーがi,電荷がn,

エネルギーが―mのquasi-particleを頂点作用素xna,（z)を(2)の形で表したときの xna,（m)で定義する．

このとき quasi-particle単項式は

b = Xnゃ，iat(m亭，l)・・・Xれ1,,a,(mい）・・・X叫i1),1a1(m亭，1)・ ・ ・ Xn,,1a1 (m1,1) (3) 

で定義される．ここで電荷とエネルギーは各iに対して 1s n (1)．S..．s m,9,m m. S..．s m1,，を満た
すとするこのような quasi-particle単項式全体の集合を MQpとする．単項式 (3)に対して次の列を定義

する．

冗'=(n亭，z,・..,n1,1;...;n亭，1,...,n1,1), t:=(m平，p・・-,m1,1;・・・ ;m平，1,...,m1,1)

これらはそれぞれ電荷列，エネルギー列と呼ばれるまた電荷列に対してその双対電荷列冗が

R =（平，．．．，ris');・・・ iTill,...,r仰）

で定義される．ここで (r?l,...,r；む））は (nl,i,...,nr(l)．の共役な分割で与えられる．r;.,, 

注意 3.1.定義から r:8)は単項式(3)の中でカラーがi,電荷がs以上の quasi-partilceの個数に一致するこ

とがわかるまた L(kA。)J:X(k+l)a(z) = 0であるのでrり＝ 0(s > k)となることもわかる．
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単項式 (3)の各エネルギーに条件を課すことで W(kAo)の基底を構成するまずアフィンリ一環の型に依

らない記述のために次の記号を導入する．

2 (g = A岱かつi= l) l 
Xi=t （上記以外） , Pi=~ <(ai)(o),(ai)(o)〉

このとき補題2.3によりエネルギーは次の範囲で考えれば十分であることがわかる．

① mp,i E Pi加＋P心 Z (1 :c; p :c; r;1l, 1 :c; i :c; l) 

次の頂点作用素の交換関係に着目する．

exp (1=0 ~z—m) exp (10/3：m)W―m) 
1 〈炉a,B〉

=ex立。~w―m) exp巴讐z―m) り（1- ぐ~)
この交換関係(4)により次の条件が導かれる．

r:1)1 
1 

②／四，i~ 一〈 (a;)co),(a;-1)co)〉区min{np,i, nq,i-1}＋がふ一 l)(p-l)np,i -p;np,, 
q=l 

（1三P三r;1),1三i三l)

ここで吋1)= 0とするまたquasi-partilce単項式について次の補題が成立する．

補題 3.2. {i)電荷四 <mを固定する．このとき (3-X;)n2個の単項式

Xn2a; (m)xn,a; (m'), Xn匹 i(m -Pふ）Xn,a,(m'+pふ），．．．

...,x匹 a,(m-(2n2 -X品）Xn,a,(m'+(2匹一ふ）叫

(4) 

はs::;m-2p叩， t2': m+2p西を満たす単項式x四 a,(s)xn,a,(t)とx伽＋l)a,(j)の線形結合で表さ

れる．

(ii)電荷n1を固定する．このとき次の単項式

{xn,a,(m)xn,a,(m') Im'-2pin1 < m <:'. m'} 

はs<:'. t-2pin1を満たす単項式Xn,a,(s)xn,a,(t)とX(n叶 l)a,(j)の線形結合で表される．

補題3.2(i)を用いることで条件②＇を次で取り替えることができる．

(1) 
rt-1 

(1) 
@ mp,i:c:;ー (2p-l)pinp,i -〈（ai)(o),(ai-1)(0）〉 Lmin{npふ匹，i-1} (1 :c::; p :c:; rY¥ 1 :c::; i :c::; l) 

q=l 

さらに補題3.2(ii)を用いて，同じカラーをもつquasi-partilce同士に対する次の条件が導かれる．

@) np+l,i =％，，のとき mv+l,i<:'. mv,i -2p;np,i (1 <:'. p <:'. ri1) -1, 1 <:'. i <:'. l) 
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集合Bwc Mqpを

Bw = LJ {b E Mqp I bは条件①ー③を満たす｝
OS吋k)'.',…s吋1)

ヽ
~ー('‘“ r
 

＜＿ 

• 

V
I
 

ヽ
~k
 
、,̀
r
 

V
I
 ゜で定義する．このとき次が成立する．

定理 3.3./2, Theorem 5.1), {11, Theorem 10)集合

Bw = { bvo I b E Bw} 

は主部分空間W(kAo)の基底である．

4 可積分最高ウェイト加群

主部分空間の基底がquasi-particle単項式で与えられることを確認した．命題4.1で与えられる頂点作用素

公式を用いると，可積分最高ウェイト加群は凡そ主部分空間のベクトルで生成されることがわかる．主部分

空間の基底に適当な制限を与えることで，可積分最高ウェイト加群の組合せ論的が得られることを確認する．

Q= 〶い Za; CL とする．ここで E~2),Di3) についてはそれぞれ l = 4,2とするまた untwistedア
フィンリ一環については Q=LとなるまずQと同型になる乗法群の9上の随伴作用を

e,,ce;-1 = c, 

1 
e,,de;-1 = d + a -~<°'(O), °'(O)〉c,

eahe;-1 = h -a(h)c (h E fJcoJ), 

eah(m)e;-1 = h(m) (m cJ 0), 

eax/3(m)e;-1 = C(a,/3）叩(m-〈a,/3(0)〉）

で定義する．随伴作用 eaはL(kA。)上対角的に作用する．すなわち ea→ea@・・・@ eaとなる．またこ
の作用は9のアフィンワイル群の推進作用素に対応する． untwistedアフィンリ一環の場合については [1,
Section 1.5]を参照されたいこの随伴作用と交換関係（4)を用いて次の命題が示される．

命題 4.1.頂点作用素 x,,(z)を品(z)= m(a)一1xa(z)と正規化する．このとき p+q=kとなる非負整数

p,qに対して

exp 1 （こa：m)z―m)（］にむ(z)）P)exp (Ioaしm)z―m)
= ":i (cc(a, -a)―1zる＿a（z)）eaZa(O)十 k〈°(O)心 (O)〉
q! 

がL(kAo)上で成立する．

命題4.1により， aE△十に対して頂点作用素x_a(z)の作用は頂点作用素％（z),カルタン部分代数U（り），

随伴作用 e_aの積で書き換えることができる．これにより次の補題が示される．

補題 4.2.L(kA。)＝QU(6-)W(kA。)
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注意 4.3.補題4.2により QU（和）Bwは可積分最高ウェイト加群L(kA。)を生成することがわかるが，基底

とはならないことに注意されたい実際g=A岱，k=lのとき

Xa1 (-D ・Vo=；伍 Vo
が成立する他のアフィンリ一環についても同様である．

基底を構成するために QU（か）Bwを制限するまずは集合BHCU（和）を

御＝｛ ％・•.ha1 % ＝ m(-mい）れt'’9.．．a,(-m1,，）m,’,i = 1,．．．, l, } 
t; E Z;,o,mぃ＞・ • • > m1,i, mp,i E PiXふ ,np,;EN

で定義する．次に Bwの部分集合を B加＝ ｛b E Bw I n1,i < k, i = l,..., l} で定義する．すなわち B~ は

Bwの単項式で全ての電荷がK未満であるもの全体．このとき次が成立する．

定理 4.4./10, Theorem 8},/11, Theorem 13]集合

凡＝｛eμhbvoIμ E Q,h E BH,b EB~} 

は可積分最高ウェイト加群L(kAo)の基底である．

5 パラフェルミオン空間

この章では講演では扱うことのできなかったパラフェルミオン空間について説明する．このときパラフェ

ルミオン空間の組合せ論的基底も可積分最高ウェイト加群の甚底から得られることを確認する．

まず，可積分最高ウェイト加群の真空空間を

L(kA。)6+= {v E L(kAo) I 6+ ・ v = O} 
で定義する．このとき次の同型が存在することが知られている．

定理 5.1./9, A5.3}ベクトル空間として

u⑮)@L(kAo)炉三+L(kA。)

が成立する．ここで U（旧）＝Sym（和）はハイゼンベルグ代数りtzに対するレベルKのフォック空間．
定理5.1により直和分解

L(kAo) = L(kA。)炉①6-u面）L(kAo)肘
を得る．この分解から得られる射影を砂 : L(kA。)→L(kA説とする．電荷列冗'=(n (1 >.l'..., n1,1)を固

定する．簡単のため電荷列n'に対する頂点作用素をx冗’(zr)'),l'...,z1,1) = Xn (1),a, (z平，l）・・ • Xn1,1<>1 (z1,1) 
で表す．次に電荷列冗＇に対する Z作用素を

姦 (z平 l'...,z1,1) —exp(~~)乞喜l) 叫；1 ）［／k exp (I0 m;m)Zl T)n1 1/k 
X咋（z平，l'...,z1,1)exp (1=0 ~ z悶，1)..・ exp (1=0 ~ zi,;n) 
区

-m _(l), -n _(l) 
7̀ ― z冗’(mr(1J,,.,,,m叫 z__ (l)',! ,l 刃，l m1 1 -， n1,1 .. ・Z 

巧，l' 平 ，l l,1 

m_(l),,...,m1,1E~Z 巧，l
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で定義する． Z作用素はハイゼンベルグ代数見zの作用と可換であるので， L(kAo)6十上well-definedとな

る．また定義から qu邸 i-particle単項式を Z作用素で表すことが可能である．すなわち

抄＋ ：咋(zr;'l,l'...,z1,1)va→姦(zr/'l,l'...,z1,1)va 

となる．このとき次が成立する．

定理 5.2./10, Theorem 9}, /11, Theorem 14]集合

Bv = { eμ,1r6+ (bvo) I μ E Q, b E B{ir} =｛％姦(m平，z,・..,m叫 Vo}

は真空空間L(kA。Wの基底である．

次に真空空間の商空間としてパラフェルミオン空間を定義する．まず部分格子kQcQに対してL(kAo)炉

上の対角作用を

ka→p(ka) = ea 0 ・ ・ ・ 0 ea 

で定義する．このときウェイトμに対して p(ka):L(kA。附→ L(kAo) 〗++Ka が成立する最高ウェイトが
kA。のパラフェルミオン空間L(kA。品を kQ余不変な空間として

L(kA。)に＝ L(kAo)6+/Spane { (p(ka) -1) ・ v I a E Q, v E L(kA。)6+}

で定義する．このとき同型

L(kAo)Z; c:: 〶 L(kA。附
μ,EkA。+Q/kQ

が得られるまた定義より自然な射影叶;:L(kA0)6十→ L(kAo)にが存在することがわかる．

Z作用素を用いてパラフェルミオン空間への作用素を定義する．電荷列R'=(n吋1)，l'...，m,1）を固定す

る．電術列R'に対するパラフェルミオン作用素が

-n (1) （m)（O)／k -n m /k 

只 (z平，!'...,z1,1)＝盆(z平，l'...,z1,1)z亭，l
刃，l -m，1(m)(O)／k r!,l 

・ • • Z1, 1 €al ・・・€

と
-m (1) -n (1) 

？囀

心R•(mr(l),,...,m1,1)z
l,l ri,l -m1 1 -

巧，l，)r(1) ．．．Z'  
l,  
l ~1,1 

m_(1),,...,m1,1 巧，l

で定義される．ここで臼： L(kA。W→ L(kAo)6十は

n1,1 

-m,1/k 
a1 

叫u)= C(/3,μ)u (u E L(kAo)い
で定義され和は列（叫 l)l'●● ●血1,1)がL(kA。以上で mp,iE np,i(Pi +匹舟皿均＋P心 Zとなるように
とる．このとき，パラフェルミオン作用素は kQの対角作用と可換である．すなわち

[p(ka)，丘(z平，p・・・,Zl,1)]=0

が成立する．従ってパラフェルミオン作用素は L(kAo)誌上で well-definedである．次に Z作用素とパラ

フェルミオン作用素の関係を見る．

補題 5.3.ウェイトμ,m E Pin + PiXiZに対して次が成立する．

Znc,,(m)IL(kAo)I+ = C(nai,μ)1/Jna,(m +〈n(ai)(o),μ〉/k)IL(kAo)I+
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補題5.3より
+̂ h 閲：盆(m平，z,...,m叫Vo→峠(mr(1) ．．．，m叫Vo

9,  l' 

が成立する．簡単のため同じ記号を用いているが，左辺と右辺ではmp，はが取り得る値は異なることに注意さ

れたいまた，定義と定理5.2より次が成立する．

定理 5.4./10, Theorem 13}, /11, Theorem 18}集合

叩＝｛心（姦(m平，z,・・・,m叫vo) I 姦(m平，l'• • •, m1,1)vo E Bv} 

= ｛底(m平，l'・ •.， m叫vo}

はパラフェルミオン空間 L(kAo)にの基底である．

6 フェルミ型指標公式

これまでに求めた組合せ論的枯底を用いて主部分空間，可精分最高ウェイト加群，パラフェルミオン空間

のフェルミ型指標公式をそれぞれ計算する．

主部分空間 W(kAo) と可積分最麻ウェイト加群 L(kAo) 上では—d によりウェイトを計算する．すなわち

[-d,a(m)] = -ma(m), [-d,xa(m)] = (-m -1 +〈a;a〉)%(m)= -mxa(m) 

が成立する．このとき W(kAo)の指標は

ch W(kAo) = L dim W(kAo)(m,r,,...,r,)炉y『•. •y[' 
m,T1,．．．，Tl 

で定義される．ここでW(kAo)(m,r1,…，m)はh(O)①Cdに関するウェイトがkA。-mi5+r10:+ ・ ・ ・ +rzazのベ

クトルで生成されるウェイト部分空間同様にして L(kA。）の指標も定義される．列P,(s)= (p;1l,...,p?)) 

を各成分がp;s)= r;s) _ r;"+l)で与えられるように定義し， p(s)= (Pis),．．．チ炉）とする．このとき定義か

らpりは単項式 (3)に対するカラーがi,電荷がsのquasi-particleの個数に一致するポッホハマー記号は

(x;q)= = IJ(l-xが）
J'.'>0 

で定義される．簡単のため (q;q辰＝ （q)=とおく．また nE Z2。に対して (q)nを

(q)n = (q;q)豆(qn+1;q)= 

で定義する．定理3.3から次が成立する．

定理 6.1./2, Theorem 6.1), /11, Theorem 19} 

qら江，3＝1〈(a;）(O)，（叫（O)〉江，t＝1min{s,t}p:s)p;t) l 
ch W(kA。）＝こ l KII炉＝1sp:S)

~ n:=1 n;=l (q砂）p：s) t=1 

ここで列 p(k)はlk個の非負整数からなる．
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注意 6.2.[2, Theorem 6.1]において， W(kAo)の指標は双対電荷列冗＝ （r/1),..., r四）を用いて記述され

ているが関係式

(1) 

L(2p-1)加＝ L min{ s, t}p?)Pit) 
p=l s,t=l 

,!1) T訊

tfmin{％，ぃ匹，i-1}= t min{s,t}p;8)p『土
p=lq=l s,t=l 

を用いることで定理6.1のとおり書ける．

次にL(kAo)の指標を計算するが，定理5.1により

1 
ch L(kA。)＝ 

Hい(qPふ）~
が成立する．さらに定理5.2から

+̂ 
ch L(kAo)fJ 

ch L(kA記＝こげ L q-誓 chW((k -l)A。)"砂 （5) 
')EQ(o) 入Eri+kQ(o) i=l 

となることがわかる．ここでn＝こし1'f/;(a;)(o)，入＝こし1入;(a;)(o)で， chW((k -l)Ao)入はchW((k-
l)Ao)における I1い砂の係数であるとする．このとき次が成立する，

定理 6.3./10, Theorem 17}, /11, Theorem 22} 

ch L(kA。)＝ 
rrい(q知）
Lq賢 rr砂こ q1 l i立，j＝1〈(m)（O)，（aj)（O)〉四，；ら D図pやP)')

oo nEQ(O) i=1 p(K-1) I1:=1 I1にれq→)pjs)

ここで
D(K) ．{ st 
s,t = min{s, t}-=; 'k  

で，列 p(k-1)は

l k-1 

ど区spり(a;)co)E'T/ + kQ(o) 
i=l s=l 

を満たすl(k-1)個の非負整数からなる．

注意 6.4.ここでL(kAo)の指標では列Pの添字がk-1に変わっていることに注意されたい．またmin{s,t}

をDりに取り替えることで (5)における q―均だの寄与を打ち消すことができる．

最後にL(kA。品の指標を計算する．そのためにウェイト計算するのに適切な作用素を導入する．次数作

用素Dを

D = -d-Dビ DG+ 〈μ(O)出 (O)〉
L(kAo)Z+ = ~ 

で定義する．このとき qu邸 i-partilceに対して

[D心 (m)]= (-mー急）％（m) 
が成立する従って

[D罰 (m)]= (-mー誓）％（m) 
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が得られる．これをもとに心a,(m)の共形電荷を

en訟i=-m  --Pi 
k 

で定義するまた定義から Dはp(ka)の作用と可換であることがわかる．すなわち [D,p(ka)] = 0となる．

従って DはL(kAo)后上でwell-definedである．単純ルートについての結果をもちいることで，より一般に

電荷列R'=(n平，l'...,nぃ）に対するパラフェルミオン作用素で

(1) 

[D,ゆ冗’(mr(l),• • •, m1,1)] = -区区ms,i-~t〈(ai)(o),(aj)(o)〉区］；s)P)t)
i=l s=l i,j=l s,t=l 

が成立する．このとき L(kA。)にの指標は

ch L(kAo)誌＝ 区 dim (L(Ao)認）（m，釘，．，内）炉的・.・y[' 
m,r,,...,r,;o:o 

で定義される．ここで (L(kAo)誌）（m,r,,...,r,)は共形電仰がmで双対電荷列冗＝ （r?),...,'l'ik-1))について

巧＝区に］亭を満たすようなベクトルで生成されるウェイト空間．このとき次が成立する．

定理 6.5./10, Theorem 16}, /11, Theorem 21} 

ch L(kA。)6K＝こ qら立，3＝1〈(m)（O)，（aj)（O)〉こ：二1硲 pやp}t) l k-1 
kQ 

p(K-1) I1:＝1 I1にれqPふ）p：S) 9=1 

IIY戸＝1sp,(s) 

ここで列p(k-l)はl(k-1)個の非負整数からなる．

謝辞

最後にRJMS研究集会「表現論とその周辺分野における諸問題」の開催にご尽力くださり，筆者に講演の

機会を与えてくださった直井克之さんに感謝の意を表します．

参考文献

[1] M. Butorac, S. Kozic and M. Prime, Parafermionic bases of standard modules for affine Lie algebras, 

Mathematische Zeitschrift, published online, https://doi.org/10.1007 /s00209-020-02639-w (2020). 

[2] M. Butorac and C. Sadowski, Combinatorial bases of principal subspace of modules for twisted affine 

Lie algebras of type A塁，Di2)，EげandDり， NewYork J. Math. 25, 71-196 (2019). 

[3] B. Feigin and A. Stoyanovsky, Quasi-particles models for the representations of Lie algebras and 

geometry of flag manifold, arXiv:hep-th/9308079 (1993). 

[4] B. Feigin and A. Stoyanovsky, Functional models for representations of current algebras and semi-

infinite Schubert cells (Russian). Funktsional Anal. I. Prilozhen 28, 68-90 (1994). transkation in: 

Funct. Anal. Appl., 28 (1994), pp. 55-72. 

[5] G. Georgiev, Combinatorial construction of modules for infini足 dimensionalLie algebras, I. Principal 

subspace. J. Pure Appl. Algebra 112, 247-286 (1996). 



36

[6] G. Georgiev, Combinatorial construction of modules for infinite-dimensional Lie algebras, II, 

Parafermionic space, arXiv:q-alg/9504024 (1995). 

[7] J. Lepowsky, Calculus of twisted vertex operators, Proc. Nat. Acid. Sci. USA 82, 8295-8299 (1985). 

[8] J. Lepowsky and M. Primc, Structure of the standard modules for the affine Lie algebra AいCon-
temporary Math, Amer. Math. Soc, Providence, RI, vol. 46 (1985). 

[9] J. Lepowsky and R.L. Wilson, The structure of standard modules, I: Universal algebras and Rogers-

Ramanujan identities. Invent. Math. 77, 199-290 (1984). 

[10] M. Okado and R. Takenaka, Parafermionic bases of standard modules for twisted affine 

Lie algebras of type A塁， D図 E~2) and Di3), Algebras and Representation Theory, 
https://doi.org/10.1007 /s10468-022-10159-w (2022). 

[11] R. Takenaka, Vertex algebraic construction of modules for twisted affine Lie algebras of type A畠
arXiv:2205.05271 vl. 


