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1 はじめに

本稿では，コンパクト対称空間の有限部分集合についてのデルサルト理論を，確率測度に対して

も展開する．

2 有限部分集合についてのデルサルト理論

まず，コンパクト対称空間の有限部分集合に関するデルサルト理論について，よく知られている

事実を紹介する．デルサルト理論は，組合せ最適化の一部である符号理論とデザイン理論を，フー

リエ解析を通して双対概念として結びつけるものであるため，符号理論とデザイン理論についても

簡単に紹介する．

以下， M を空でないコンパクト連結対称空間とする．また， M の自己同型群Aut(M)の開かつ

閉部分群 Gを一つ固定する．さらに， M の空でない有限部分集合X も一つ固定する．

2.1 符号理論

以下， 1をGのMxMへの対角作用による軌道空間とし， R:MxM→1を位相空間とし

ての商写像とする．ここで， 1の部分集合 Aについて， R(Xx X) CAが成り立つとき， Xを

Aコードと呼ぶ以下， Aと書いたら 1の部分集合であるとする．

2.2 デザイン理論

以下， μMをM 上の G不変な確率ラドン測度（一意に存在する）とする．さらに， μMによる

び空間び(M)を考え， Gユニタリ正則表現 G→U(L2(M)）の既約部分表現全体の成す集合を
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］と書く．また， M 上の定数関数全体の成す集合を V0と書く．このとき，各 VE:JはM 上の

連続関数から成る有限次元ベクトル空間とみなせることが知られている．ここで， V0を含む Jの

部分集合Tについて，任意の VETとfEVに対して，

μ叫f)=
# X  

こf(x)
xEX 

が成り立つとき， X をTデザインと呼ぶ以下， Tと書いたら］の部分集合であって V0を含む

ものとする．

2.3 デルサルト理論

まず，符号理論に関係するエ分布と呼ばれるものを紹介する．各 iEIに対して，

X # { (x, y) EX  x XI R(x, y) = i} 
a. ：＝ 

#X2 

とおき，

ax:＝区吟ふ ECz
妖立

と定める．ただし， Czはエが生成するベクトル空間である．さらに， axをXのエ分布と呼ぶ．

このとき，次の命題が成り立つ．

命題 2.1.次の 2つは同値である．

(1) XはAコードである．

(2)任意の i¢ Aに対して， af=0である．

これにより，符号理論と 1分布が結びつく．

次に，デザイン理論に関係する J分布と呼ばれるものを紹介する．各 VEJに対して，

bざ：＝ llμxIv: (V, 11-112)→ C||：P 

とおき，

bふ (V→bO)E c.:r 

と定める．ただし， CgはJ上の関数全体が成すベクトル空間である．さらに， bxをXのj 分布

と呼ぶこのとき，次の命題が成り立つ．

命題 2.2.次の 2つは同値である．

(1) XはTデザインである．

(2)任意の VET-{Vo}に対して， bO= 0である．

これにより，デザイン理論と］分布も結びつく．
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続いて，エ分布と j 分布を結びつける球フーリエ変換を紹介する．各 VE:JとVの再生核

Kv:MxM→ Cに対して，商写像 R:MxM→ 1の普遍性より，

MxM  

Rl ¥ 1--_＿＿＿＿＿ _+C 
Qv 

を可換にする連続写像 Qv:'I→ Cが一意に存在する．この QvをVに関する球関数と呼ぶ．さ

らに，各 a€ Cェに対して，

汽a):=a: J→C 

V →Lai・ Qv(i) 
iEエ

と定め， r：Cェ→ C:Jを球フーリエ変換と呼ぶこのとき，次の命題が成り立つ．

定理 2.3.aX = bxである．

以上により，球フーリエ変換を通して，符号理論とデザイン理論を結びつけることができた．さ

らに，次の命題が成り立つことも知られている．

定理 2.4.球フーリエ変換r:Cェ→ CJは単射線形写像である．

しかしながら， Fの像の綺麗な表示については知られていない．

最後に，デルサルトバウンドと呼ばれる，良い X にかかる濃度の制限を紹介する．まず，次の

命題が成り立つ．

命題 2.5.X CMをAコードかつ Tデザインであるとする．このとき，以下が成り立つ．

(1) ax :::,: 0, 

(2) ax= 0 on A尺

(3) aX:::,: 0, 

(4) aX = 0 on T -{Vo}, 

(5) aX (Vo) = l. 

これに従い，次の設定で線形計画問題を考えるただし， ioE'IをMxMの対角線集合とする．

設定 2.6.
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Find a E (Cェ，

.. 
max1m1ze or mm1m1ze a io, 

subject to a ~ 0, 

a= 0 on A汽

a~ o, 

a= O on T -{ V0 }, 

a(Vo) = l. 

この線形計画問題の双対問題を考えることで， Aコードかつ Tデザインな Xについて

の取りうる値を制限することができる．さらに，

a. X # { (x, y) EX x XI R(x, y) = io} 1 
＝ io = ~ = #X 

であるので， Xの濃度についても，その取りうる値を制限することができる．

3 確率測度についてのデルサルト理論

砂 E股io 

上で紹介した有限部分集合についてのデルサルト理論を，確率測度に対して展開していく．記号

遣いは有限部分集合のときに従うこととする．また，コンパクト位相空間 Y上の連続関数全体が

成すベクトル空間を C(Y)と書き，（C(Y),IHI=）上の非負値有界線形汎関数 C(Y)→C全体の

成す集合を M(Y)と書く．さらに， M(Y)の元を Y上の測度と呼ぶ．これはリース・マルコフ・

角谷の表現定理により正当化される．以下， M 上の確率測度μを一つ固定する．また， Xが誘導

する M 上の確率測度μxを，

と定める．

3.1 符号理論

1 
μx(J) := 

#X 
こf(x)
xEX 

測度 μxの台 suppμxCMはX と一致するという事実を用いて，有限部分集合についての符

号理論を自然に拡張する．すなわち，

R(suppft x suppμ) c A 

が成り立つとき，μを Aコードと呼ぶ．



80

3.2 デザイン理論

こちらも有限部分集合についてのデザイン理論を自然に拡張する．すなわち，任意の VETと

f EVに対して， μM(f)= μ(f)が成り立つとき，μを Tデザインと呼ぶ

3.3 デルサルト理論

まず，μの 1分布 aμ E M(I)を，積測度と像測度を用いて砧：＝ R.(μ R μ)と定める．ここ

で， a〉に相当するものを定めていないことに注意せよ．これは， aぎを自然に拡張して a;を定め

ると，多くの場合a;=0となってしまうからである．しかしながらこのときも，測度についての

符号理論と 1分布が次の命題によって結びつけられる．

命題 3.1.次の 2つは同値である．

(1) μは Aコードである．

(2) supp aμ CAである．

次に，μの］分布炉を有限部分集合についての］分布と同様に定める．（こちらは自然に拡張

できる．）すなわち，各 V€ Jに対して，

bt, := IIμ: (V, 11-112)→ C|以

とおき，

砂 (V→bし） E C’ 

と定める． こちらも，測度についてのデザイン理論と j 分布が次の命題によって結びつけられる．

命題 3.2.次の 2つは同値である．

(1) μは Tデザインである．

(2) supp bl-'C ('T-{ Va }tである．

続いて，球フーリエ変換も有限部分集合の場合を自然に拡張して定める．すなわち，各aEM（エ）

に対して，

双a):=a: J→C 

V→a(Qv) 

と定め， F:M('I)→C.:lを球フーリエ変換と呼ぶこちらも，有限部分集合についての球フーリ

工変換と同様に以下の命題が成り立つ．

定理 3.3. 加~ ＝炉である．

定理 3.4.球フーリエ変換F:M('I)→C.:lは単射線形写像である．
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そして， rの像の綺麗な表示についても同様に分かっていない．

最後に，デルサルトバウンドの拡張を考える．有限部分集合の場合と同様に次の命題が成り

立つ．

命題 3.5.μ E M(M)をAコードかつ Tデザインであるとする．このとき，以下が成り立つ．

(1) aμ 2 0, 

(2) supp aμ c A, 

(3)加 20, 

(4) supp茄 c(T-{ Vo｝）尺

(5)加(Vo)=1. 

これに従い，線形計画問題を考えたいが，目的関数 a→ai。が機能しないため，別の目的関数を

考える必要がある．そこで，エ上の実数値連続関数ゃを考え， 1／砂(<p)をμの£濃度と呼ぶ．こ

のとき， μxの¢濃度について，次の命題が成り立つ．

命題 3.6.<pは<p(io)= 1かつ Zero(<p)cn R(X x X) = { i0}を満たすとする． このとき， μxの

¢濃度は X の通常の濃度と一致する．

これを用いて，次の設定で線形計画問題を考える．

設定 3.7.

Find a E M(I), 

maximize or minimize a(<p), 

subject to a 2 0, 

supp a CA, 

a: 2 o, 

supp a c (T -{ Vo}）尺

a(Vo) = l. 

この線形計画問題の双対問題を考えることで， Aコードかつ Tデザインなμについて，砂(r.p)E股

の取りうる値を制限することができる．つまり，ゃ濃度の取りうる値を制限することができる．

4 おわりに

本稿を通して，コンパクト対称空間上の確率測度に対して符号理論・デザイン理論・デルサルト

理論を展開した．表 1はデルサルト理論に登場する用語に対応するものを，有限部分集合の場合と

確率測度の場合で並べたものである．

残された問題を 2つ挙げる． 1つ目は，ゃ濃度についてのデルサルトバウンドが，通常の濃度に
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表 1 デルサルト理論に登場する用語の対応

有限部分集合 確率測度

対象 IMの有限部分集合 X M 上の確率測度μ

Aコード R(X x X) c A R(suppμ x suppμ) c A 

Tデザイン μM(f) = μx(f) μM(f) = μ(f) 

a1. 、
#{ (x,y)EXXX I R(x,y)=i} 不明#X2 

工分布 a- 区iEia〉ふ ECz 凡 (μRμ)EM（エ）

b― 
V llμx: V→ C|Iぶ ||μ: V → C|Iぶ
J分布 b― V→硲 V→bt, 

＾ a IV → I:iEェ佑 •Qv(i) V→a(Qv) 

球フーリエ変換r| cz→C] M(I)→C] 

ついてのデルサルトバウンドと一致するような r.pが無いこと， 2つ目は，ゃとして単位閉区間 [O,1] 

に値をとる連続関数を想定しているが，このような関数が応用上どのような意味を持つのか分かっ

ていないことである．
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