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概要

Dynkin indexとは，複素単純 Lie代数の間の各準同型に対して

ルート系の言葉を用いて定義される非負整数であり， Dynkin[3]に
よって導入されたものである．本原稿では， Dynkinindexのある種
の自然な一般化として，非コンパクト実単純リー代数の間の各準同

型に対して，制限ルート系の言葉を用いて非負整数（ここでは split
Dynkin indexと呼ぶことにする）が定義できることを紹介する．ま
た Dynkinindexの持つ様々な性質のうち，いくつかの重要な性質
はsplitDynkin indexについても成立することを紹介したい．

1 Dynkin indices 

Dynkin indexの定義を述べるため，複素単純リー代数＄上の“正規化

されだ＇不変双線型形式(・, ・),.を以下の形で導入しておく．

Definition 1. 1.複素単純リー代数＄について， Autc(5)を複素リー代数

としての自己同型群とする．（.'・),.を s上の Autc(5)不変双線型形式で

あって，以下の条件を満たすものとする（そのような(・,・),.は一意に存在

する） ： 

＊本研究は JSPS科研費 JP20K14310の助成を受けたものです．
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条件： hをS の任意のカルタン部分代数とし，△を (s,h)についての root

system, ()0を△の定める hの実形，すなわち

fJo := {A E fJo I a(A) E罠 forany a E△} 

と定める（△は双対空間尻に実現された既約な abstaractroot sys-

ternとみなせる）．このとき(・,・)sは恥上実数値をとり， ho上の正

定値内積を定める．さらに，双対空間 h；に（・，・）5 から誘導されるノ

ルムを II・ llsと書いたとき，△の任意の longestroot入について，

||入|且=2 

である．

複素単純リー代数[,gおよびその間の複素リー代数準同型 p:［→ gに

ついて， Dynkinindex "Dind(p)’'は以下のように定義される：

Definition 1.2.上記設定において，

(p(X), p(Y))9 = jp ・ (X, Y)r (for any X, YE [) 

を満たす非負実数 jpが一意に存在する．この非負実数 jpをpの Dynkin

indexとよび，本原稿では Dind(p)と書くこととする．

Dynkin indexは複素単純リー代数における半単純部分リー代数の分類

のための強力なツールとして Dynkin[3]によって溝入された概念であり，

その後様々な関連した研究が行われている (cf.[1, 2, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 13]). 

Dynkin indexは以下のような性質を持つことが知られている：

(l) p:［→ gについて， Dind(p)はgの部分リー代数 p(［)の Autic(g)共

役類のみに依存して定まる．

(2)任意の pについて Dynkinindex Dind(p)は（非負）整数である．

(3) Dind(p1 o p2) = Dind(p1) ・ Dind(p2)．ただし Pl,P2はそれぞれ複素

単純リー代数の間の複素リー代数準同型で，合成可能なものとする．

また，非負整数の集合 Z2。を積について可換 monoidとみなしたと

き， ‘‘Dind’'は複素単純リー代数と複素リー代数準同型のなす圏から

monoid Z20への関手を定める．

(4) Dind(p) = 0となるのは p=Oであることと同値



86

(5) Dind(p) = 1となるのは

p(Omin(()) C Omin(g) 

となることと同値．ただしここでは複素単純リー代数 sの極小幕零

随伴軌道 (uniqueに定まる）を 0min(S)と書くこととする．

Remark 1.3.上記性質のうち非自明なのは (2),(5)である．（2)につい

ては，まず Dynkin[3]によって複素単純リー代数の 3次元単純部分リー

代数の分類を用いた証明が与えられたその後 Dynkinindexのコホモロ

ジカルな解釈 (cf.Dynkin [4], Oni函ik[11]）からも従うことが示され，さ

らに abstractroot systemの性質を用いた代数的な証明が Braden[2]に

よって与えられている．（5)については極小幕零軌道が longestroot vector 

の軌道であるという事実と， Dynkin[3, Theorem 2.4]から従うというこ

とがPanyushev[13]によって言及されている．

2 Split Dynkin indices 

本原稿においては Dynkinindexのある種の一般化として，非コンパクト

実単純リー代数の間の実リー代数準同型 pについて， “splitDynkin index 

SDind(p)"を定義する．そのため，まず以下のように “shortestcoroot"に

ついての用語を整備しておく．

Definition 2.1.,gを非コンパクト実単純リー代数とし， 5の Killingform 

を凡と書く．本原稿では 5の元 Aに対し， “Aが 5の shortestcoroot 

である”という用語を以下の意味で用いる： S のあるカルタン対合 0と，

5―°の maximalabelian subspace aが存在して，（-5,a)の定める restricted

root system ~ C a*の corootsystem を ~v Caと書いたとき， AE ~v 

かつ

Bs(A,A) = 1呼恩凡(A',A') 

(Bsしま a上正定値であることに注意）．

Split Dynkin indexを以下の形で定義しよう：

Definition 2.2. [, gをそれぞれ非コンパクト実単純リー代数とする．実

リー代数準同型 p:［→ gについて， splitDynkin index SDind(p)を

SDind(p) 
恥(p(Ai),p(Ai))) 

：＝ 
佑（Ag,Ag) 

E艮2:0
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と定めるただし A[，出はそれぞれ[,gの shortestcorootとする（右辺

は A[，心の選び方には寄らない）．

以下の意味で splitDynkin indexは Dynkinindexの一般化となって

いる：

Proposition 2.3.複素単純リー代数(,gおよびその間の複素リー代数準

同型 p:［→ gについて，

Dind(p) = SDind(p). 

ただし右辺の定義においては，(,gの複素構造を忘れ，それぞれ非コンパ

クト実単純リー代数とみなしている．

Remark 2.4. Split Dynkin indexの定義として，複素の場合のDefinitions

1.1, 1.2と同様の流れによる定義を採用することは可能である．本原稿で

は直感的に議論を行いやすい Definition2.2を採用した

また SplitDynkin indexについての簡単な考察として，以下が分かる：

Proposition 2.5.以下が成り立つ：

• p:［→ gについて， SDind(p)はgの部分リー代数 p(［）の AutJR(g)

共役類のみに依存して定まる（ただし Auは(g)はgの実リー代数と

しての自己同型群とする）．

• SDind(p) = 0となることは p=Oと同値．

• pが同型写像であるなら SDind(p)= 1. 

• SDind(p1 oん） ＝SDind(p1) ・ SDind(p2)．ただし Pl,P2はそれぞれ

非コンパクト実単純リー代数の間の実リー代数準同型で，合成可能

なものとする．

本原稿の主結果は以下の三つの定理 (Theorems2.6, 2.8, 2.10)である：

まず splitDynkin indexの整数性について：

Theorem 2.6.任意の pについて， splitDynkin index SDind(p)は（非

負）整数

特に上記の考察と併せると，以下が得られる：
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Corollary 2. 7.非負整数の集合 Z2。を積について可換 monoidとみな

したとき， ‘‘SDind''は非コンパクト実単純リー代数と実リー代数準同型の

なす圏から monoidZ20への関手を定める．

次に splitDynkin indexが 1であるような実リー代数準同型の極小幕

零軌道を用いた特徴付けについて：

Theorem 2.8.非コンパクト実単純 Lie代数(,gの間の実 Lie代数準同

型 p:（→ gについて，以下の二条件は同値である：

(i) SDind(p) = 1. 

(ii) p(Nmin(()) C N□(g). 

ただし，ここでは非コンパクト単純リー代数 S について， Nmin(s)をsに

おける極小幕零随伴軌道すべての合併とする．すなわち XENmin(s)と

なるのは X を通る sにおける随伴軌道が極小幕零軌道であることを意味

するものとする．

Remark 2.9. Nmin(s)について：非コンパクト単純リー代数sが複素構造

を許容する場合，および Sが複素構造を持たず，対称対 (s,£)が Hermitian

でない場合 (tは5の極大コンパクト）には， Sの極小幕零随伴軌道は一意

であり，特に Nmin(g)はその極小幕零随伴軌道を表すこととなるまた 5

が複素構造を許容ぜず，対称対 (s,£)が Hermitianとなる場合には， sは

二つの極小幕零随伴軌道 01,02を持ち， 01= -02となる．この場合は

Nmin(s) = 01 u 02となる（特にカルタン対合を考えることにより，自己

同型群 Auほ(s)はぷnin(s)に推移的に作用することが分かる）．詳しくは

[10]を参照されたい

最後に非コンパクト単純リー代数の複素化についての splitDynkin in-

dexについて：

Theorem 2.10. gを非コンパクト単純リー代数とする． gの複素化を

gc:＝gRCと書くことにし，包含写像

lg: g→g R CC, X→XRl 

について考える．このとき

SDin<l（し）＝｛2 if g isisomorphic to one in Table 1, 

1 otherwise. 
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Table 1: List of g with SDind(L9)ヂ1

g 

.su*(2k) with k;:::,: 2 

.so(n -1, 1) with n 2': 5 

.sp(p, q) with p, q 2': 1 

C6(-26) 

fo-20) 

Theorem 2.10と以下の命題との組合せにより， pのsplitDynkin index 

と，複素化 Pcの Dynkinindexの関係が分かる：

Corollary 2.11 (Corollary to Propositions 2.3 and 2.5)．非コンパクト

実単純 Lie代数 [,gの間の実 Lie代数準同型 p:（→ gについて，それぞ

れの複素化を [c,gc, pc : ［c → gcと表すこととする．このとき

SDind(p) 
SDind(lr) 

PJ = 
SDind(l9) 

・ Dind(pic). 

Remark 2.12. Kollross-Rodriguez-V紐quez[7]は上記命題の設定におい

て， pの複素化の Dynkinindex Dind(pic)を “pの Dynkinindex’'と呼ん

でいる．

3 Concluding remarks 

Kollross-Rodrfguez-V紘quez[7]は既約リーマン対称空間の全測地的部

分多様体について，非コンパクト単純リー代数の部分半単純リー代数を対

応させ， Remark2.12の意味での Dynkinindexを（正確には（が半単純

の場合も考慮して一般化した形で）考察し，全測地的部分多様体の分類に

ついて大きな成果を挙げている．

著者は現在，田丸博士氏（大阪公立大），久保亮氏（広島工業大）と共同で，

既約リーマン対称空間の間の全測地的はめ込みについてsplitDynkin index 

を定義し， “Helgasonsphere (cf. [5])" や断面曲率の観点から Kollross—

Rodrfguez-V紘quezの結果を捉えなおすという研究を進めている．
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