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1 導入

本稿では極小表現の A型での類似の定義、その構成と分類の結果を紹介する。本稿のほ

とんどの内容は [Tam21]に基づく。

gを複素単純Lie環、 U(g)を普遍包絡環とする。

定義 1.1.JをU(g)の両側イデアルとする。

(1) Jの次数化gr(J)は対称代数 S(g)のイデアルを定める。 S(g)をgの双対空間 gV上

の多項式環とみなす。イデアルgr(J)の炉での零点集合を Jの随伴多様体と呼び、

AV(J)と書く。 AV(J)にはgの内部自己同型群Int(g)が作用する。

(2) Jがある既約 U(g)ー加群の零化イデアルとしてあらわせる時、 Jを原始イデアルと

いう。

(3)可換とは限らない代数 U(g)/Jが整域（つまり JヂU(g)かつ零でない二つの元の積

が零でない）ならばJを完全素イデアルという。

(4) gV の lnt(g)軌道であって、 lnt(g)—加群としての同型 g 竺炉を介して幕零元からなる

軌道に対応するものを幕零軌道という。 {O}でない幕零軌道のうち、最も次元が小さ

い軌道 ominがただ一つ存在する。この軌道を極小幕零軌道という。

事実 1.2([Jos76, GS04]）．複素単純 Lie環gがA型でない（つまり s[（n,C)（nミ2）のい

ずれとも同型でない）ならば、 U(g)は随伴多様体が ominの閉包 Qminとなるような原始完

全素イデアル J。をただ一つ持つ。このイデアルを Josephイデアルという。

Gを連結な実単純 Lie群とし、その Lie環を g。と書く。 Int(g0)の極大コンパクト群の

Lie環を g。の部分代数とみなして、 t。と書く。 KをLie環t。を持つ Gの解析的部分群とす

る (Gの中心が有限ならばKは極大コンパクト群となる）。また、複素化 g:= g。RCが単

純であると仮定する。他の Lie群に対しても、同様の Lie環の記法を用いることにする。

定義 1.3.Gの既約認容表現が極小表現であるとは、 U(t)ー有限ベクトルを取ることで得られ

る（g,t)—加群の零化イデアルが Joseph イデアル J。となることをいう。
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しを t。の Cartan部分代数として、正ルートの集合を固定し、優整ウェイト nに対して最
高ウェイトが n の既約 t—加群を F(ry) と書く。また、 Killing 形式によって定まる t。の g。で

の補空間を p。と書く。

極小表現は以下のような特徴を持つ。

•無限次元既約認容表現は Gelfand-Kirillov次元という非負整数値を考えることで、そ

の大きさを比べることができる。極小表現は（その名前の通り）無限次元既約認容表

現の中で最も小さい Gelfand-Kirillov次元がiimOminをもつ。

•任意の極小表現に対して、ある t加群 p の最高ウェイト心とある優整ウェイト n が存

在し、極小表現の (g,t)—加群は t—加群として

④F(ry + k心）
kEN 

と分解できる。

•極小表現の代表的な例として G= Mp(n，罠）の Weil表玩が挙げられる。
•無限小同値 ((g,t}加群の同型による同値）を除いて分類されており [Tam19]、それに

よると g。を固定した時に極小表現は高々 4つしか存在しない。

•分類結果からユニタリ化可能（つまり、あるユニタリ表現と無限小同値）である。こ

れは極小表現の定義からは非自明な帰結である。

例 1.5 で見るように、既約 (g,t)—加群の零化イデアルが完全素イデアルであることは、既

約t部分表現の形に制限を与える。 Z(t)をU(t)の中心として、 W を(t,t)に関する Weyl
群とする。 PtE tvで(t,t)に関する正ルートの和の半分をあらわす。

事実 1.4([Vog81]）．祇約 (g,t)加群Vの Gelfand-Kirillov次元がかiimOminだとする。こ

の時、 Vの説約卜部分加群の最高ウェイト全体の集合の Zariski閉包は互いに異なる有限個

の直線の和集合

L := lJ (Tl,＋恥
1三i<l

で書ける。ここで T/1,・ ・ ・, T/lはVに依存する優整なtウェイトで、心はt加群pのある最高
ウェイト。

例 1.5.事実 1.4の状況で、 Vの零化イデアルが完全素イデアルと仮定する。各 1~ i ~ l 

に対して S(t)Wの元xiヂ0であって、 W(ry□-Pt＋恥心）上でのみ消えるようなものが取れ
る。 Harish-Chandra同型 Z(£)竺 S(t)Wでふに対応する Z(£)の元を Yt#0と書く。これ

らは Vの各既約t部分表現にスカラー倍で作用し、 Y1・・・YiはVを消す。仮定よりある Yt
がVを消すことになるが、これは L+ Pt C W (T/i + Pt＋股ゆ）を意味する。 W(ryげ Pt＋股ゆ）

でWeylchamber の閉包の中にある半腹線は最大で 2 本なので、特に［ ~2 である。

A型の実単純Lie群Gに対しては、 U(9)のJosephイデアルが定義されていないので、極

小表現も定義されていない。しかし次のように、「極小表現とみなされるべき」表現がある。

• G = O(p,q)（ただし p,q2'. 2かつp+qが8以上の偶数）の極小表現の構成（例えば
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[K003])をp+q=6の場合で考えた表現の既約成分

•G ＝乱（3晨） （S1(3良）の二重被覆群）のある賎約ユニタリ表現 [Tor83]

本稿の目的は、 A型の実単純Lie群 Gに対しても上記の表現を含むように極小表現の定

義を拡張し（これらは定義 3.1 の言葉を用いれば O—極小表現となる）、その構成と分類を考

えることである：

問． gがA型の場合には Josephイデアルのような U(g)の両側イデアルがどのくらい存在

するのか？もし存在するなら、それを零化イデアルに持つような Gの既約認容表現はどの

くらい存在するのか？

例 1.6.例えばg= s[（2,C)の場合、 U(g)の両側イデアル Jに対して次の二つは同値と
なる。

• Jは原始完全素イデアルでAV(J)= Qminとなる。
• JはCasimir元からある複素数を引いたもので生成される。

前者は Josephイデアルを特徴付ける条件（事実 1.2)であり、後者から全ての S1(2，股）の

被覆群の無限次元販約認容表現は極小表硯の類似とみなせる。

2 」osephイデアルの類似

2.1 gがA型でない場合

事実 2.1([GS04]). gがA型でない複素単純 Lie環ならば、 U(g)の両側イデアル Jが

Josephイデアル J。であることと次のことは全て同値。

(1) Jが原始完全素イデアルでAV(J)＝百孟：となる。

(2) gr(J)が(]minの定める S(g)のイデアルエ(Qmin)と一致する。

gのn次対称テンソル積を sn(g)と書く。事実2.1を用いて、 J。の生成系が次のように記

述できる。炉(g)の自明 g部分加群の生成元を Qと書き、 g部分加群Fを

炉(g)＝翌gEBC9eF (2.1) 

となるよう定義する。ここで①2gはCartan積、つまり最高ウェイトがgの最高ウェイトの

倍になる既約 g加群をあらわす。 s2(9)の中で①2gと自明 g加群はそれぞれ重複度 1で現

れるので、 Fがwell-definedである。

エ(CJmin)はFとQで生成され [Gar82]、

Hom9(S1(9), F) = 0 

であることから、事実2.1の条件gr(J)= I(CJmin)は

ヨ！coEC¥ {O} Ji。=〈sym(F),sym(D) -c0〉

(2.2) 

(2.3) 
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を意味する。ここで symは対称化である：

1 
sym: S(g)→U(g); X1・・・Xn→一 L Xa(l) ・ ・ ・ Xa(n) 

n! 
aEC5n 

2.2 gがA型の場合

g =.s((n, q (n > 2)とする。 Inをn行n列の単位行列、 Ei,Jを（i,j)-成分が 1で他が0

のn行n列の正方行列とする。

冗，J:= Ei,J―妬InE g 

として（凸は Kroneckerのデルタ）、 AE gに対して A2,JE CをAの(i,j)ー成分とする。

g詞変な線型写像gRg→C;X 0 Y r-+ Tr(XY)により誘導される同型g0 g ~ g 0gv ~ 
Hom(g,g)で、恒等写像に対応する空(g)の元を Qと書く。

(2.1)により炉(g)のg-部分加群 Fを定義すると、 A型でない場合と同様にエ(Qmin)が

FとQで生成される [Gar82］゚ g-加群としての準同型Tを

n 
T:g→F; A→ 

n-2 

で定める。 A型の場合 (2.2)とは異なり

LAi,/I';，ぷ，J
i,j,k 

Hom9(S1(g), F) = CCT 

となることに注意する。 FcS刊g)のg-部分加群F'を

F = Image(T)①F' 

として定める。 (2.3)の類似で、 Tを用いてイデアルの生成元を連続的にずらして U(g)の両

側イデアルの族 {JaI a E CC}を次のように定義する：

Ja :=〈sym(F'+ (T -a) (g) + (C (0 -Ca)）〉,

(n -1)(2a + n)(2a -n) 
Ca := ~ E (C 

(2.4) 

注意 2.2.(2.4)において％を他の複素数に変えると、対応する両側イデアルは想定より大

きくなり、 U(g)かU(g)gになってしまう。

以上の定義の下で、 A型の場合に Josephイデアルの類似の両側イデアルは以下のように

分類できる。

定理 2.3.g = sl(n,q (n > 2)、JをU(g)の両側イデアルとする。この時、次は同値と

なる。

(1)ある aECに対して J=Jaとなる。

(2) Jが原始完全素イデアルで AV(J)= ('.)minとなる。

(3) gr(J)が('.)minの定める S(g)のイデアルエ(('.)min)と一致する。
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注意 2.4.定理2.3の（1)と(3)の同値は [BJ98]でも異なる手法で示されている。

定理 2.3 の証明では、 Ja を零化イデアルに持つような最高ウェイト g—加群の分類（命題

2.5)が重要な役割を果たす。

hをgの対角行列からなる Cartan部分代数として、ルートの集合を{ei -e1 11 :::; i, jさ
n, i =J j}と書き、正ルートの集合を{ei -e1 I 1 :::; i < j ::; n}とする。入 Ebvに対して
L（入）を最高ウェイト入を持つ既約最高ウェイト gーカD群として、入， ECを入＝ Li>.凸で定

義し、入＝ （ふ，．．．，入n)と書く。区i>.i= 0に注意する。

1さi:::;nとaECに対して li= (1, 1,..., 1)を用いて入(i,a)を次のように定義する：
ヽ

入(i,a):= ((-;-D li-1, ~ -~'(-; + i) ln-i) 
命題 2.5.a EC，入€ hとする。この時、次は同値となる。

{1} L（入）の零化イデアルがJaである。

(2)ある 1：：：：： i ：：：：： nを用ぃて入＝入（いりと書け‘優整ウエィトでない〇

注意 2.6.入（i,a)が優整ウェイトになることは、 i= 1 かつ aE~+N であるか、 i=n かつ

aE-号-Nであることと同値となる。

3 極小表現の類似の構成

定義3.1と定理2.3に基き、 A型の実単純Lie群に対して極小表現の定義の類似を定義し、

それを (g,t)—加群のレベルで構成する。

Gを連結な実単純Lie環として、 g=g。RC=s[（n,C)（n> 2)と仮定する。

定義 3.1.a E (Cとする。

(1) 既約 (g,t)—加群が a—極小であるとは、零化イデアルが Ja となることをいう。

(2) G の既約認容表現が a—極小表現であるとは、 U(£)ー有限ベクトルを取ることで得られる

既約 (g,t)—加群がか極小であることをいう。

注意 3.2. もし a—極小 (g,t)ー加群 V が存在するならば、炉 nomin が空でないことが示せる。

従って g。で a—極小 (g,t)—加群を持ちうるのは su(p,q) (0 < p < n = p + q)と5[(n，政）に
限る。

まず9o= su(p, q) (0 < p < n = p + q)の場合を考える。この時はtのCartan部分代数t
を対角行列からなる部分代数hとして取れる。任意の aE Cに対して入(p,a)，入(p+ 1, a)は
t—加群のウェイトとしては整ウェイトなので、 g—加群 L（入（p,a)), L（入(p+1, a)）は共に (9,£)-

加群となる。

次の定理は命題2.5からすぐに従う。 Nに0を含めていることに注意する。

定理 3.3.9。=su(p,q) (0 < p < n = p + q), a E <C とする。次の (g,t)ー加群は a—極小であ
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り、その双対は (-a)ー極小である。

L（入（P,a)) 

L（入（p+l,a))
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if p > 1, 

if p = 1, 

if q > 1, 

if q = 1 

逆に、最高ウェイト g加群 L（入）でル極小 (g,£)—加群となるものはこれらに限られる。

注意 3.4.上の表示は入(p,-(p -q)/2)＝入(p+ 1, -(p -q)/2)だけ被りがある。

次に g。=,s[(n皇）の場合を考える。 Q=MANをGの放物型部分群とその Langlands

分解とする。 6 をM の有限次元既約表現、 vE avとすると Qの表現 oUがm E M,X E 

a,n ENに対して mexnf-t a-(m)ev(X)で定まる（表現空間はぴのそれとして取る）。放物

型誘導表現

C00(G, a-v)Q := { f E C00(G,〇砂 f(gq)＝びッ(q―1)f (g) V g E G, q E Q } 

を考える。ここでは Gが左移動により作用する。しを g上で―1倍となる U(g)の反対合と

して、 I(d四）を 6ツの微分表硯d叩の (U(q)での）零化イデアルに Lを当てたもので生成さ

れた U(g)の左イデアルとする：

I(da-v) := U(g)i(Annu(qJ dり

また aECに対して、 U(g)/ I(da-v)のq-部分加群Waを次で定める：

叫：＝ LOSym(F砂十I(d叫

すると次のような G絡微分作用素が得られる：

Da=几（Q心）： C00(G心）Q→C00(G, w: R叫Q
d2 〈几f(g),~aふYt〉= dtldt2 tl=t2=0こaJ(get1x’et2Y'）

ただし gE G, I:;aぷぷ Elo sym(Fa), ai EC, X;, Y; E g。とした。几がGの作用と可換

であることから、 KerDaはC00(G，叩戸の部分表現となる。

命題 3.5.a E (C に対して KerDa の無限次元既約部分商は全て a—極小表硯である。

従って a—極小表現を構成するには、 KerDa が 0 にならないような (Q，びu) を上手く取っ

てくればよい。

まずは G= SL(n，股） （n > 2)の場合を考える。 Qとして分割 (1,n -1)に対応する上三
角行列からなる極大放物型部分群を取り、 aが対角行列からなる Cartan部分代数 hとな
るように Langlands分解を固定する。すると M の有限次元既約表現は、自明表硯trivか

(1,1)成分の符号をとる表現sgnである。ア勺股n)をK次斉次多項式全体のなす Gの既約表

現、が（町）を K次斉次調和多項式全体のなす K= SO(n)の既約表現とする。
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定理 3.6.a E C, G = SL(n皇） （n > 2)として、 Q = MANを上記のようにとる。

び＝triv(resp. sgn)の時、もし aE罠かつ |alE % + 2N (resp. % + 2N + 1)ならば表現の
Grothendieck群の意味で

[C00(G, a＿入（l,-a))Q]= [plal-~ （町）］ ＋匝極小表現l

と書ける。 aが上記の条件を満たさない場合は C00(G,〇＿入(l,-a)戸がひ極小表現となる。そ

れぞれの場合のか極小 (g,£)ー加群は卜加群として

e) 
kE2N{resp. 2N + 1), k>lal-~ 

が（町）， 〶kE2N (resp. 2N + 1) が（町）
と既約分解する。

次に G＝豆（3凪）の場合を考える。この時、 aECによっては線形群S1(3晨）の表現と

はならない（これを genuineという） a-極小表現が存在しうる。 qが上三角行列からなり、

aが対角行列からなる部分代数hとなるように GのBorel部分群 B=MANをとる。 M
は8つの元からなる非可換な群であり、ただ一つの 2次元表現砂を持つ。 2次元の既約t-

加群びの K次対称積を繁(Cりと書く。

定理 3.7.a E Zならば、 KerDa(B, a~入（2,-a)) は a極小表現であり、付随する (g, £)—加群は

t—加群として

〶 s2lal+1+4k(Cり

k?:O 

と分解する。

注意 3.8.定理3.7（より一般に、 G＝乱（3，股）での様々 な (Q,a,,,)に対する KerDa(Q，叩））

はHeisenberg超双曲型方程式に関する研究 [K021]でも求められている。

以上の a—極小 (g, t)—加群の構成（定理 3.3, 3.6, 3.7)をまとめると、表3.1のようになる。

ただし下付きの U(t)-fin は U(t)—有限ベクトルの空間をとる操作をあらわす。これらのか極

小(g,t)—加群は注意 3.4 による同型を除けば、互いに同型でない。

4 極小表現の類似の分類

n>2とする。以下が本稿の主定理である。

定理 4.1.g。=su(p,q) (0 < p < n = p + q), sl(n，股）として、 aE Cとする。任意の g極
小(g,t)ー加群は表 3.1のいずれかと同型である。

注意 4.2. 極小表現の場合とは異なり、 a—極小表現はユニタリ化可能とは限らない。実際に

g = su(p,q) ならば、 a—極小であるような L（入（i,a))がユニタリ化可能であることは、次の

いずれかが成り立つことと同値である。

(1) p = 1, i = 1かつ aE (-(X)，2 -~l u G -i 11 ~ i ~ n -3} 
(2) q = 1, i = nかつ aE {-~ + i 11 ~ i ~ n -3} U (-2 + ~'(X)] 
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表 3.1 a--極小（g,£)-加群の一覧

g。(n> 2) a 

su(l, n -1) IC¥ (n/2 + N) 

(n-2)/2 +N 

IC¥ (-n/2 -N) 

-(n-2)/2-N 

su(p, q) -(p -q)/2 -N 

(p,qミ2) -(p-q)/2+N 

(p-q)/2 + N 
(p-q)/2-N 

s[(n，艮）土(n/2+2N+l)

u = triv, sgn IC＼土（n/2+ 2N + 1) 

s[(3，民） Z 

(3) i =J l,n 

a極小 (g,£)—加群

L（入（1,a)) 

L（入（2,a)) 

L（入（1，-a)）V

L（入（2，-a)）V

L（入（p,a))

L（入（p+l,a))

L(入(p，-a)）V

L（入（p+1,-aW 

[C00(G,ぴ→（1,-a)）げ(t)-fin]_ [plal-n/2（町）］

C°°(G,a→(1,-a)）恥＿fin
Ker Da(B,aり入(2,-a))U(t)-fin

g =s[（n，政） （n>2)ならば、か極小 (g,£)—加群がユニタリ化可能であることは、 a € Cが純

虚数であることと同値である。

定理4.1の証明には次の命題を用いる。

事実 4.3([GS05]). V, V'がか極小 (g,£)—加群で Hom,(V, V') = 0とする。この時V竺 V'
となる。また、 a—極小 (g,£)ー加群は t—加群として重複度自由である。

従って一般の a—極小 (g,£)ー加群が、表 3.1 にあらわれる a—極小 (g, £)—加群と同じ既約 tー部

分加群を持つことを言えば良い。

分解g。=t。+p。に対応する Cartan対合を 0と書く。 p。のゎと可換な元全休を a。と書

<。 a。は可換であり、 !Jo:=to+ a。は g。の O—安定な Cartan 部分代数となる。 (g,h) に対す

る正ルートの集合を、 0—安定となるようにとる。最高ルートを心と書き、そのルート空間を

g心と書く。

注意 3.2より、 pVn C)minが空でないと仮定して良い。この仮定の下で gゅCpが従
う。 g—加群としての同型 g 竺 gV が誘導する同型 h 竺 hV において、いの定数倍に対応し、

ゆ(H砂＝ 2となる元 H,;,Etが存在する。 ad(Hゅ）の固有値jの固有空間を上付きの jであ
らわすことにする。すると p土2=g士心と、分解

を得る。

t = t―1 +.eo＋が

p = p―2 +P―1 + pO + pl＋面

1 
p(£1,t) := ;tr(ad(・)le1) Ee 

2 

(4.1) 

とする。分解 (4.1)を用いて Fの元を具体的に構成でき、その作用を計算することで次の命

題が得られる。
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命題 4.4.a E (CでVがa極小 (g,£)—加群で、 V恥＝ 0となるものとする。この時、 Vの既

約卜部分表現の最高ウェイトは

-p(£1, t) + ([g0, g0] n t)_j_ 

に属する。ここで上は tVにおける直交補空間をあらわす。

注意 4.5.無限次元の既約 (g,£)ー加群 Vに対して V恥＝ 0またはvg→= 0が成り立つ。
従って、必要ならば正ルートの集合を取り替えて心とー心を入れ替えることで、命題4.4の

仮定を満たすようにできる。

([go'go] n t)_j_はC心を含む。また g。=su(p,q) (p, qヂO,p+q> 2)ならば2次元で、
g。=s(（n皇） （n > 2)ならば 1次元である。命題 4.4の状況で V恥ヂ 0ならば Vは最高

ウェイト加群で、 Vいヂ 0ならばVは最低ウェイト加群であることに注意すると、以下の

系が得られる。

系 4.6.g0 = su(p, q) (p, qヂO,p+q> 2)ならば、か極小 (g,£)ー加群は最高ウェイト加群で

あるか、最低ウェイト加群となる。

g。=su(p,q) (p, q ヂ O,p+q>2) ならば、定理 3.3 と系 4.6 から a—極小（g,£)-加群が表

3.1にあるものの他に存在しないことが従う。

系 4.7.g。=s(（n，股） （n > 2) ならば、 a—極小 (g,t)ー加群の既約 t部分加群は、 n>3 なら

ばが（町）と書けて、 n=3ならば翌(Cりと書ける (kEN)。

注意 4.8.g。=s(（3皇）の時のみ、最裔ウェイトが心の定数倍になるような既約t加群は
が（町）竺翌（で）だけでは尽くせない。 Kが奇数の時、£ = so(3)—加群 sk(Cりは乱(3，艮）
の極大コンパクト部分群SU(2)の表現には持ち上がるが、 S1(3，股）の極大コンパクト部分群

S0(3) の表現には落ちない。このような既約 t—加群を部分加群に持つ（g,£)-加群はgenuine

である。

g。=s(（n，賊） （n > 3) ならば、系 4.7 から a—極小 (g,t)ー加群は定理 3.6 のものと同じ既約

t—部分加群を持つことが分かる。従って命題 4.4 からこれらは同型である。

g。=s( （3皇）であっても、 genuine でない a—極小 (g,£)ーカ0群ならば系 4.7 と注意 4.8 から

定理3.6のものと同じ既約t部分加群を持つことが分かる。従って命題4.4からこれらは同
型である。

g。 =s(（3,R) の genuine な a—極小 (g, £)—加群に対しては、 Casseman の部分表現定理や命

題3.5を用いて、さらに絡微分作用素 Daの核空間を具体的に計算することで次が示せる：

補題 4.9.定理3.7で構成したKer几(B,CJ~入(2,-a)) (a E Z) 以外に genuine な a—極小 (g,£)­

加群は存在しない。

以上より g。 =s(（3，恥）の場合にも a—極小 (g,£)ー加群が表 3.1にあるもので尽くされるこ

とが分かり、定理4.1が従う。

注意 4.10.命題4.4はA型でない場合の極小表現にも適用できる。特に g。がエルミート型
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の実形ならば極小表現は最高（もしくは最低）ウェイト表現であることが直接証明できる。

また定理4.1の証明と同様にして、極小表現がこれまでに構成されたもので尽くされている

ことも示せる。この証明では [Tam19]での case-by-caseの計算が不要となる。
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