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C*＿代数的量子論におけるシュレディンガー描像

I 導入

一般社団法人ドレスト光子研究起点，名古屋大学情報学研究科

岡村和弥＊

本研究は，量子系におけるダイナミクスを柔軟に記述可能な枠組みを確立したいという

動機にもとづくものである。 [25,26]の研究の延長上にあり，［28,30]において未完かつ部

分的に公表されている。なお，本稿は研究会発表時よりも洗練された表現を用いた議論に

なっている。

Dirac以来の「遷移確率」概念を C*＿代数的量子論において測度論的確率論の枠組みに

適合する形で定義する。その定義では，「Cこ確率構造」を用いることが本質的であり，セ

クター理論とも整合的なものとなっている。 Diracの遷移確率は Bornの統計公式や von

Neumann-Liiders射影仮説とも関わりが深いものであり，それらにまつわる歴史的経緯に

注意を払うのも概念理解の助けになると考えIV章で簡単に紹介を行う。そして，遷移確

率を活用することにより，「状態遷移の圏」による圏論的な定式化へと至る。本研究での

圏論的な定式化は，ソフトロボティクスの圏論的解析 [39]に触発されて試みたものであ

る。また， C-代数的量子論でのインストルメント概念を定義し，それにもとづく量子測

定理論を定式化する。インストルメントの一般論を展開した後，インストルメントの圏を

定義し状態遷移の圏と結びつける。

II 準備： C＊＿代数的量子論

本研究は量子確率論 [18]の文脈にある研究であり，そのうち公理的アプローチおよび

量子論の数理との関係を重視している。 C*＿代数的量子論では次の公理を採用する：

Axiom 1 (C＊ー確率空間）．ある物理的状況（または実験設定）における物理系は C*＿確率空

間（ぷ w)-C*＿代数 X とその上の状態 w の組—で記述される。

本稿で扱う Cた代数は単位的であるとする。 X上の状態wとは， wはX上の線型汎関数

であり，任意の XEXに対し w(X*X)::::.0および叫1)= 1を満たすものである。当然，

お上の状態の集合SxしまXの双対空間Xの部分集合である。 Xの第二双対X**:= (X*)* 

はXの第二双対W*＿代数と呼ばれる。 X*＊はXの普追表現（叩， 1-{』=直西Sx（四，1-lw)か

ら生成される（普遍包絡） vonNeumann代数叩（X)"と同型である。また，〈X,p〉=p(X),
pE X＊で定まる Xから X*＊への等長埋め込み応 X→X*＊が存在する。作用素代数につ

いては [6,8, 9, 44, 45]を参照のこと。

状態の概念的意義はAxiom1で与えられるが，測度論的確率論の文脈へは次の公理に

より導かれる：
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Axiom 2 (Born統計公式）． Xの物理量 Aが状態wにおいて正確に測定されるとき，△に

属する Aのスペクトルが現れる確率Pr{AE△||w}は次で与えられる：

Pr{A E△||w} =〈か（△）,W〉. （1) 

この公理は C＊ー代数的量子論の標準的公理系で通常仮定されるが，本稿では必ずしも仮

定しない。仮定するときは言及する（本稿ではIV章のみでAxiom2を使用する）。

III に確率構造・遷移確率・状態遷移の圏

ここでは， C＊—代数 X の双対空間 X* に対し弱＊位相を採用する。弱＊位相においては，

wEX＊の近傍は Xの有限個の元X1,・・・,Xnとc>Oで：

Uw(Xぃ•.．， Xn,c) = {<p EX* I l<p(Xj) -w(Xj)I < E, j = 1, ・ ・ ・,n} (2) 

ふの弱＊位相を X＊の弱＊位相の Sxへの制限により定義する。 Sxに対し，弱＊位相の開

集合族から生成される Borel集合を採用する。 B(Sx)でSxのBorel集合族を表す。詳し

くは [6,8, 44]を参照のこと。

Cに代数 Xの双対空間 X*は，真空状態や KMS状態からかけ離れた状態などが含まれ

るなどして，一般に大きすぎるため適切な部分空間に制限する必要がある。以下で定義す

る中心性を満たす部分空間，中心部分空間がその目的にかなう。

Definition 1（中心部分空間）． X＊の線型部分空間 Vが中心的(central)であるとは，ん＊＊の

中心射影 CでV= CX* = {Cw I w EX*}を満たすものが存在するときをいう。

Remark 2. X*の各中心部分空間 V(=ex*）に対し，双対空間 V*は（EX*＊に同型な）

W＊ー代数である。

中心部分空間はRemark2を満たすことは利点であるが， DHR[lO,11]およびDR[12,13, 

14]のより一般的文脈への拡張であるセクター理論 [23,24]と整合的になっていることが

物理的に最も価値ある事実である。詳しいことは [30]に譲るが，状態の準中心分解とイ

ンストルメントが結びつくことに基づいている。

そして，本稿において中核となる概念が次に定義する C＊ー確率構造である。

Definition 3 (C＊ー確率構造）． Cえ代数とその双対空間の中心部分空間の組 a=（ぶ， Va)を

C＊ー確率構造(C*-probability structure)と呼ぶ。 C*-PSでC＊ー確率構造のクラスを表す。各

a=（ふし） EC*-PSに対し， Sa=Sxa n沈とおく。

Definition 4（遷移確率）． a,b E C*-PSとする。写像P(・ ← •) ：B(S叫 xSa→[O,1]は，以

下の 3条件を満たすとき，（a,b)に対する遷移確率と呼ばれる：

(1)各WEふに対し， P(・ ← w)はSxb上の確率測度である。

(2)各△ EB(S叫に対し，写像SaうW→P（△ ← w) E [O, 1]は可測である。

ここで，上記 2条件を満たす P(・ ←・):B(S叫 XSa→[O, 1]に対し， WE＆および

△E B(S叫がP（△← w)=J 0を満たすとき， Pの定める晶上の状態W(P，△）を

1 
崎，△)＝ P（△ ← w) J△pdP(p← w) (3) 

で定める。

(3)△E B(Sxb)とwE SaでP（△ ←叫ヂ 0となるとき W(P，△） ESbo 
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a= bのとき，（a,b)に対する遷移確率を aに対する遷移確率と呼ぶ。また， 1点集合

位｝ EE(S叫に対し P(｛(f)}←w)を単に P(<p← w)と表す。

遷移確率の定義を見る限りでは Cに確率構造 a= （ふ，沈）の定義を， C*—代数とその双

対空間のある中心部分空間に属する状態ふの組a=（ふ，Sa)のほうが適切なようにもみ

える。しかし，インストルメントにおいては上の定義のほうがふさわしくもみえ，使用す

る場面の想定次第であったり趣味の問題のように思う。

Example 1（決定論的遷移）．（1)aをCえ代数んの＊ー同型とする。遷移確率p(a):E(Sぉ） X 

ふ → [O,1]をp(a)（△ ← w)=似。a（△）で定める。

(2) a, b E C*-PSとし，単位的正値線型写像T:Va→坑とする。遷移確率p(a):E(S叫 X

Sa→ [O, 1]をp(T)（△← w)＝如（△）で定める。

2種類の「遷移確率の合成」を定義する。 a,b, c E C*-PSとし， Q,Pそれぞれを (b,c), 

(a,b)に対する遷移確率とする。

Definition 5（強合成）． QとPが強合成可能であるとは，各WEふに対し，

(Q *s P)(r X△|w) ＝ J Q(r ←p) dP(p←w) (4) 
△n supp P(•• w) 

がSxcX Sxb上の確率測度を定めるときを言う。

QとPが強合成可能なとき，（a,c)に対する遷移確率Q<1SPを次で定める：

(Q<1.P)(r←w) = (Q *s P)(r X s叫w). (5) 

この遷移確率を QとPの強合成と呼ぶ。

Definition 6（合成）． QとPが合成可能であるとは，各wE Saに対し，

(Q * P)(f x△|w) = Q(r← W(P，△）） P（△← w) 

がSxcX Sxb上の確率測度を定めるときを言う。

QとPが合成可能なとき，（a,c)に対する遷移確率Q<]Pを次で定める：

(Q<]P)(r←w)=(Q*P)(fxS叫w).

この遷移確率を QとPの合成と呼ぶ。

これらの合成を用いて，「状態遷移の圏」を定義する。

Definition 7.状態遷移の圏は次で与えられる：

対象 C＊確率構造a=（ふ，V砂

(6) 

(7) 

射 b← a:fは(a,b)に対する遷移確率乃を伴う。各対象aに対する恒等射a← a:laの

遷移確率はPla（△ ← w)=心（△)，△ EB(S心）， wE Saで定義される。射の合成は、

合成された射に伴う遷移確率の合成。

Definition 8.強状態遷移の圏は次で与えられる：
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対象 C＊確率構造a=（ふ，V砂

射 b←a:fは(a,b)に対する遷移確率乃を伴う。乃は，各wES叶こ対し， suppP(・ ← 
w) C Sb,射の合成は遷移確率の強合成による。

具体例はVI章において提示する。

IV 歴史的経緯

Axiom2を仮定し， Hを可分Hilbert空間とする。礼上の密度作用素pとB(H)上の正

規状態Pを以下で定める同型写像7:T(H)→B(H)．のもと区別しない：

p(X) = Tr[pX], X E B(H). (8) 

このとき，伍＝ （B（H), T(H)) E C*-PSである。

Postulate 1. A = LaEffi. aE灯{a})をB(H)の離散物理量とする。密度作用素pにおいて A

が正確に測定されるとき，各aE Sp(A;p) = {a E股ITr[EA({a})p] > 0}に対し測定後の

状態P{A=a}が一意に定まり， a11に対する遷移確率は

Pr（△ ←p)＝ L Tr[EA({a})p]8P{A~a} (•) (9) 

aESp(A;p) 

で与えられる、特に，

Pr(P{A=a}←p) = Tr[E灯{a})p]. (10) 

Postulate 1のもと， Diracの遷移確率を含む形で最も一般的な以下の仮説である。

Postulate 2 (von Neumann-Liiders射影仮説）．密度作用素 pにおいて Aが正確に測定され

るとき， Tr[EA({a})p]> 0ならば，

か ({a})pEA({a})
P{A=a} = 

Tr[pEA({a})] 
(11) 

更には，△ EB（股）に属さない Aの値を無視する状況での，測定後の状態 P{AE△}は次で

与えられる：

江€△ Tr[pEA({a})]P{A=a}
Tr[pEA(△)］ 

（I:aEIR臼 {a})pEA({a}))・ EA（△） 

Tr[pE只△）］

von Neumann [22]は非退化な場合に仮説2を考えた。 Ltiders[20]は退化した場合に一

般化した。 vonNeumann [22]はvonNeumann-Ltiders射影仮説を次の仮説から導出した：

Postulate 3（反復可能性仮説）．対象系の物理量Aを続けて二度測定したら，一度に同じ値

を得る。
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中村と梅垣は [21]において写像

P→区か({a})pか({a})
aElR 

がB(1l)から vN部分代数{A}'={BE B(H) I AB= BA}への条件付き期待値（の前双

対写像） ［46,45]に他ならないことを指摘し，連続スペクトルをもつ物理量に対しても同

様の議論が成り立つと予想した。 Arveson[3]は，連続的な場合にはそのような条件付き

期待値が存在しないことを示した。これらの先行研究に続き， DaviesとLewis[7]は反復

可能性仮説（仮説3)を放棄し，測定により生じる一般の状態変化を記述するインストル

メントの概念を導入した。小澤[32]は完全正値インストルメントを導入し， B(社）上の完

全正値インストルメントは測定過程で定義されることを示した。 [31]では一般のvN代数

上での完全正値インストルメントが測定過程で定義されるための必要十分条件を見出し

た。 [30]では C*＿代数的量子論の場合にインストルメントを定義し解析した。

v 量子測定理論

a,b E C*-PSとする。そして， P(Va,~りを Va から坑への正値線型写像の集合とする。

[30]において定義した C*＿代数的量子論でのインストルメントを，本稿で定義した C*＿確

率構造を用いて改めて定義する。

Definition 9（インストルメント）．（S,F)を可測集合とする。 1が(a,b,S)に対するインス

トルメントであるとは，以下の 3条件を満たすときを言う：

(1)工はFから P(Va,Vりへの写像である。

(2)すべての pE Vaに対し，〈1，エ(S)p〉=〈1,p〉。

(3)各pE Va, ME  l".；およびFの互いに素な列｛ふ｝jENに対して，

00 

〈M,I(U△)P〉＝区（M，1心）P〉． (12) 

j=l 

•a= bのとき，（a,b,S)に対するインストルメント工を (a,S)に対するインストルメ

ントと呼ぶ。更には， M をWえ代数とし， a=b=(M,M*）のとき，（a,S)に対す

るインストルメント工を (M,S)に対するインストルメントと呼ぶ。

• (a,b,S)に対するインストルメント 1とcpE Saに対し，（S,F)上の確率測度 IIIcpll

をIIIcp||（△） ＝ 1|エ（△）cp||，△ Er，で定義する。

• (a,b,S)に対するインストルメント 1とcpES叶こ対し， 1の双対写像I*:Vf; xF→ 
v；を

〈M,I（△）P〉=〈I*(M,△）,p〉,

p E Va, ME~；；，△ EF，で定義する。

(13) 

以下の 3条件を満たす各写像.J:V；； xF→v;に対し，（a,b,S)に対するインストルメ

ントエで］＝工＊を満たすものが一意に存在する：

(1)各△ EFに対し， 写像v；；ぅ M,-+.J(M，△） EVa＊は正規，正値かつ線型である。
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(2)瓜1,S) = 1. 
(3)各pE Va, ME  Vi;およびFの互いに素な列｛△］｝jENに対し，

CX) 

ば(M,Ujf:::.j), p〉=Lば(M，今），p〉． (14) 

j=l 

今後，工で，（a,b,S)に対するインストルメントエの双対写像工＊のことも表す。双対写像

のことも (a,b, S)に対するインストルメントと呼ぶ。

対象系 Sがa=（ふ， V砂EC*-PSで記述されるときを考える。 DaviesとLewis[7]の考

え方は次のようにまとめられる。

Postulate 4 (Davies-Lewisの提唱）．対象系 Sを測定する，可測空間 (S,F)に値をとる出

力変数のをもつ測定装置 A(x)ごとに，（a,S)に対するインストルメント 1が以下の意

味でただ一つ存在する。 Sの各始状態 pに対し， pにおけるのの出力に閃する確率測度

Pr{XE△||p}は

Pr{尤 E△||p} = III（△）PII, △EF, (15) 

で与えられる。そして， pが準備され，△ EFに属さない出力変数のの値は無視する状況

での測定後の状態p位E△｝しま， Pr{xE△||p} > 0のとき，

工（△）p
P｛:z:E△｝ ＝ 

IIエ（△）PII
(16) 

である。ただし， Pr{XE△||p}= 0のときは p伯芦｝は不定であるとする。

インストルメントと状態が与えられるごとに，次の被積分を考えることができる。

Definition 10（被積分）． a,b E C*-PSとする。 1を(a,b,S)に対するインストルメントと

しpE Saとする。晶上の状態の族 {Ps}sESが ('I,p)に対する被積分であるとは，以下の

条件を満たすときを言う：

(1)写像s→Psしま弱＊ 1|エp|| —可測である。
すなわち，すべての AEXに対し， sH Ps(A) は IIIp|| —可測である。

(2)各XE品と △ E rに対し，

肛（△）p](X)= i p.(X) dllIPll(s). (17) 
△ 

Theorem 1. (a, b, S)に対するインストルメントエと pE Vaに対し，（'I,p)に対する被積

分 {Ps}sESが常に存在する。

この定理の証明は [34,Theorem 4.3]と同様にして行われる。

Definition 11. (a, b, S)に対するイ ンストルメントエが条件(S)を満たすとは，各pE Vaに

対し，写像sH Psが強可測であるときをいう。

次の事後状態とは，被積分のなかで強い条件を満たすもののことである。
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Definition 12（事後状態）．工を (a,b, S)に対するインストルメント， pEふとする。ふ上

の状態の族{PshEsが(I,p)に対する事後状態の族であるとは，以下の条件を満たすとき

をいう：

(1)各sESに対し， PsE Sa. 

(2)写像sf---t Psは弱＊ 1|エp|| —可測である。

(3)各MEVi;と△立に対し，

〈Mエ（△）p〉=J〈M,Ps〉dll'IPll(s).
△ 

まず，次の定理が知られている。

(18) 

Theorem2（小澤 [33]).(B(1l), S)に対するインストルメントエと 1l上の密度作用素pに

対し，（I,p)に対する強可測な事後状態の族{Ps}sESは常に存在する。

次の条件を考えると上の定理の一般化が可能になる。

Definition 13. (a, b, S)に対するインストルメントエが条件(C)を満たすとは，単位的正値

線型写像w:VtR L(X)（S，工） →v；でエ（M，△） ＝w(MR [x凶）， MEV;，△ EF,を満たす

ものが存在するときをいう。

Theorem 3.条件(C)を満たす (a,b,S)に対するインストルメントエと pE沈に対し，（エ，p)

に対する強可測な事後状態の族{ps}sESは常に存在する。

本稿では扱っていないインストルメントの完全正値性は重要である [32,31, 29]。より

一般に，作用素代数における完全正値性については [4,19,35,36,40,41,42,44]などを参

照のこと。

VI 状態遷移の圏の例

a,b E C*-PSとし， Tを比から坑への単位的正値線型写像とする。 (a,b,｛＊｝）に対す

るインストルメント石を次で定める：

互({*})=T (19) 

Tと石は上の対応のもと一対一対応するので，以下では同一視する。

Definition 14.インストルメントの圏とは次からなる：

対象 C入確率構造a=（ふ，V砂

射 b←a:Iは(a,b,S)に対するインストルメント 1。各対象aに対する恒等射a←a:la 

とは，（a,{ *})に対するインストルメント la({*})p = p, p E Va,のこと。射の合成

はインストルメントの合成に甚づく。

Definition 15.工＇］を (b,c, S'), (a, b, S)に対するインストルメントとする。 1’ とエが合成

可能であるとは，（a,c,S'xS)に対するインストルメント工”で

1”(r x △) ＝1’(「）エ（△） （20) 

を満たすものが存在するときをいう。このエ”を1'とエの合成という。
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Remark 16.合成可能でない例も知られている [48]。

Definition 17（インストルメントから誘導される遷移確率）．（a,b)に対する遷移確率 Pが

(a,b, S)に対するインストルメントエから誘導されるとは，エが条件(S)を満たし，かつ

P（△ ←w)=||Iwll({s ES I Ws E△}） （21) 

が任意の WEふおよび△ EB(Sxb)に対し成り立つときを言う。

Example 2.圏c1-t

ただ 1つの対象 a1-l= (B(1l), T(1l)) 

射インストルメントから誘導される遷移確率をもつ射（合成でも強合成でも）

Example 3.圏CM

ただ 1つの対象 aM= (M,M.) 

射条件(C)を満たすインストルメントから誘導される遷移確率をもつ射（合成でも強合

成でも）

上の 2つの例はどちらもモノイドになっている。

VII 展望

将来的には

1.量子場 [1,15, 16, 17, 43] 

2.局所状態 [47,27] 

3.圏代数 [37,38] 

4. Schrt:idinger描像以外の描像 [2,5, 29] 
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