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Hook型Schur多重ゼータ値の Shuffle積公式

東京理科大学理学部武田渉

Wataru Takeda 

Faculty of Science, Tokyo University of Science 

概要

Euler-Zagier型多重ゼータ値には Shuffle積と呼ばれる良い性質を持った積が

ある．本稿では一般化である hook型 Schur多軍ゼータ値に対しても， Shuffle

型の積公式を与える．本研究は中筋麻貴氏（上智大学／東北大学）との共同研究で

ある．

1 多重ゼータ値と Shuffle積

正の整数 rとkr~ 2となる正の整数のインデックス (k1,k2,...,kr)に対して，

Euler-Zagier型の多重ゼータ値は

((k1,..., kr) = こ k1 
1：：：：n1<…くnrn1 

1 
kr ・・・n,:. 

と定義される．ここで，和は r個の正の整数の組 (n1,...,nr)で 1::; n1く・・・＜叩を

満たすものをわたる．この多重ゼータ値には以下の反復積分による表示があることが

知られている．
k 

く(k1,...,kr) = J p叫）．

l>x1>…＞Xk>O 
i=l 

ここで k= k1 +朽＋・・・十 krであり， 1::::;i::::;kに対して，

叫＝｛凸 i E{kr, Kr-1 + Kr,．．．，柘＋朽＋・・ ・ + kr}のとき，

乎 その他
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とする．この反復積分表示により，多重ゼータ値の積を以下のように計算することがで

きる．

（五＞し直→））K〔1l>Yl>J>Yl>Otu叫））
＝と JII叫 Zi).

(z1,…，Zk+zl 1>互＞…＞Zk+i>Oi=l 

ここで，和 〉： しま組 (z1,...,Zk+l)で以下 3つの条件を満たすものをわたる．

(z1,…，zK+l) 

• (z1,...,Zk+l)はx1,...,xk,Y1,...,Ylからなる順列である．

•各 1 ：：：：： i =I= j：：：：： K十lに対して l：：：：：がく f：：：：： kが存在して＇ Zi=四かつ

Zj = Xj'ならば， i< j.つまり， Xぃ．．．， Xk間の大小を保つ．

•各 1 ：：：：： i =I= j：：：：： K十lに対しで 1：：：：：がく f：：：：： lが存在して Zi=珈かっ

匂＝ yJ，ならば， i< j.つまり， Y1,・ ・ ・,Yz間の大小を保つ．

このような積を Shuffle積といい，級数表示から得られる Harmonic積とともに多重ゼ

ータ値間の関係式において重要なものである．

例 1.1(Shuffle積）．

く(1,2)((2) 

= （Jl dzl fZl dz2 JZ2 dz3) （Jl dwl fW1 dw2) 
。Z1 。1-Z2 。1-Z3j ¥Jo 血。 l-w2

= Jl dzl fZl l dz2 JZ2 dwl fW1 dz3 Z3 dw2 

。zl o -Z2 0 町。 1-Z3 l 1-W2 
（など 10個の和）

= ((2, 1, 2) + 3((1, 2, 2) + 6((1, 1, 3). 

2 Schur多重ゼータ関数

本節では [NPY18]による， Schur多重ゼータ関数の定義を復習する．正の整数

nに対して， r個の整数の組入＝ （ふ，入2,...，入r)で n=ふ＋・・・十入rとふ 2
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入22... 2入r> 0を満たすものを nの分割と呼ぶこの分割入に対して， D（入） ＝ 

{(i,j) E Z2 I 1 s i s r, 1 s j s入t}とし，これを入1'...，入r個の箱を上から順に

横に並べた Young図形と同一視する．また，（i,j)E D（入）が D（入）の角であるとは

(i,j + 1) (/_ D（入）かつ (i+l,j)(/_ D（入）を満たすときを言い， D（入）の角全体のなす

集合を C（入）とする例えば，分割入＝ （4, 2, 1)に対して，以下がD（入）であり，そのう

ち灰色部が C（入）の要素である．

例 2.1（入＝ （4,2,1)). 

D（入） ←→ 

Young図形 D（入）の各々の成分 (i,j)にtijEXを対応させた組 (tij)を形入の

x菫 Young盤と言い， T（入，X）を形入の X 値 Young盤の集合とする．さらに，正の

整数からなる Young盤 (mij)が行に関しては非減少 mi]さmi(j+l)であり，列に関し

ては狭義増加 mij< m(i+l)jであるとき，（mij)を半標準Young盤と呼び， SSYT（入）

を形入の半標準 Young盤の集合とする．

例 2.2（入＝ （2, 1)). 

D（入）＝口,SSYT（入）＝｛炉円［，肛｝，

以上の準備の下， Schur多璽ゼータ関数は以下のように定義される．複素変数からな

るYoung盤s= (sij) ET（入，C)に対し，

＜入(s)＝と I1 1 

m.． 
Sij 

(m;1)ESSYT（入） （i,j)ED（入） iJ

と定める．この関数の収束域については [NPY18]において考察されており，

w入＝ ｛s = (sij) ET（入，C）
(i,j) ED（入） ＼C（入）に対して，況(sij)2 1 

(i,j) E C（入）に対して，況(%)＞ 1 } 

により定まる W入内で絶対収束することが示されている．
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例I2.3（入＝ （2, 1) (cf.例 2.2)).

1 1 1 
＜入(S)＝ ＋ ＋・・・十 ＋・・・1s111s122s21 ・ 1s112s12 2s21 ・ ・ 2s11 2s12 3s21 

分割 (1,...,1)=: ({lY),(r)に対する Schur多重ゼータ関数はそれぞれ以下のよう
ヽ

に定まる Euler-Zagier型の多重ゼータ関数（や多重ゼータスター関数ぐとなること

が分かる：

((s1,...,sr)＝区 1 

m 
~, (* (s1,..., Sr) = 

区加く…＜叫
i",...,m;,. 区

ー

S1 ST • m 
l<:'.m1<:'.…<:'.mr 

(,・・・,mr 

Schur多重ゼータ関数は和がわたる整数の部分の大小を考えて分解することで Euler-

Zagier型の多重ゼータ関数や多重ゼータスター関数の線形和として表すことができる．

例えば，入＝ （2, 1)のとき，（mij)間は， mu=m12 < m21,m11 < m12 < m21,m11 < 

m12 = m21および mnく 匹1く叫2という大小関係に分解できることから，

（入(s)= こ
1 

m、11こm12叫『m習m狩

＾ 
m21 

= ((s11 + s12, s21) + ((s11, s12, s21)＋く(s11,s12 + s21) + ((s11, s21, s12) 
= (*(s11, S12, S21) + (*(s11, S21, S12) -(*(s11, S12 + S21) -(*(s11 + S21, S12) 

と分解できる．

そして， S に整数からなる Young盤 kET（入，Z)を代入したときの値＜入(k)を

「Schur多重ゼータ値J と呼ぶ．

3 Elementary Factorial Schur多重ゼータ値

まず， Schur多重ゼータ値に対して Shuffie積を導入するために碁本的なアイデアと

なる計算例を紹介し，それによって現れる級数たちを新たに定義する．以下では次の積

如，1)（臼）心）（[2])
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について考えるまず，［NPY18]によって得られている精分表示より，

く(2,1)（口＝［ Zl 1 [1  1-z2 Z2 [2  1 -z3 Z3 mt1 1-mzf:12 9 

および，多重ゼータ値の積分表示から

1 

如（口）＝く（2）＝J dwl fW1 dw2 
O W1 。l-w2 

を得る．ここで， ZぃZ公硲，W1,W2の順序を考慮し， 2つの積分表示の積を考えると，以

下の和に分解される．（変数の順序のみ書いており，上限の 1と下限の 0は省略してい

る．）

く(2,1)（□）心）（[2])

= (11>吟＞硲＞w1>w2+ 11>吟＞W1>硲＞w2+ 11>w1>z2>硲＞w2+ l1>z1>吟＞硲＞W2

+ 11>吟＞叫＞四＞Z3+ 11>叫＞吟＞匹＞Z3+ J叫＞z1>吟＞四＞Z3

+ 11>w1>匹＞吟＞Z3+ J叫＞幻＞四＞吟＞Z3

＋！）心 dz2 dz3 dwl dw2 °° 1-Z丁12 10 

z1>w1＞四＞吟＞Z3 勾 1一硲 1-Z3叫 l-w2 
区 3 =：区IK・

m12=l m12 k=l 

最初に hを計算する．変数W2,W1に関する積分を順に計算して，

Il = Jl dzl fZl dz2 JZ2 dz3 JZ3 dw1文W『文 1-Z丁12

。Z1 。1-Z2 。1-Z3 }0 w1 ~ m m=l m12=l mむ

＝ ［白[11-z2 Z2 [2  1-z3硲孟三m言11-mzf:12 
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を得る．各級数は因l<lで絶対収束するため， Z3について以下の計算ができる．

Il = Jl dzl fZl dz2 JZ2 dz3 文tz丁(1-z炉）
。Zl 。1-Z2 。1-Z3 

m=l m12=l 
m2mむ

= Jl dzl fZl dz2 m12 00 00 m+mn 

。zl 。1-Z2m苫ぷ五州(mz2+mn)m立

続いて，吟，Z1で繰り返し積分をすることにより，

Il= こ 1 

(m;J)ESSYT（入）
記 (m+ mu)(m + m21)2mむ

m：：：：：1 

を得る．これは Schur多重ゼータ値ではないことに注意する．同様に，以下のように

I2,I3山は Schur多菫ゼータ値でないものとなる．

I2＝と 1

(m;j)ESSYT（入）
m(m + mu)2(m + m21戸mむ'

m2'.1 

I3 = I4 ＝区
1 

(m;j)ESSYT（入）
m(m + mu)(m + m21ドmむ・

m2'.1 

その一方で，

I5 = J1生 jZl dz2 J吟三JW1 dw2 JW2 dz3 t l-Z丁12
。Z1 。1-z2 }0 叫。 l-w2 。1-Z3 3 

加 2=1 m12 

113 

= （m叫苔1YT（入）加（m＋加1戸（m＋叩1戸mむパ(2,1,1)（口，
となり，こちらは Schur多重ゼータ値である． Iloも同じ値となる．残りの和に現れる

積分は全て

I6 =I7 =I8 =Ig = ＜(2,1,1) （□） • 
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となることが分かるため，以下が成吃する．

如）（口印）（0)

こ 1 + 1 (mi1)ES~T((2,l)) ［叩(m+ mn)（m + m21戸mむ m(m＋叫1戸(m+ mm)2mむ
m?:1 

+m(m+mn)（：伽）,;;;i;]+ 2く（2,1,1)凰）十4(（2,1,1)（□） 
また，以上の例を見ると日］の部分は計算に全く影響していないことが分かる．そ

のため，横に伸びる項を一般に krと書くとより一般に以下が成立する．

例 3.1.分割入＝ （r, 1)に対して，以下が成立する．

如1)げ）心）（田）

区 II11  (m;j)E~YT（入） J＝2 m炉［研(m+ mn)（m + mm)2mむ
m2'.1 

+m(m+m立 (m+m21戸mむ十 m(m+mn)（：＋m訊 mi2]

+2年ド）＋誓1)（□）
上記の例たちで確認できるように， hook型の Schur多重ゼータ値と Euler-Zagier

型の多重ゼータ値を積を Shuffle積の類似を用いて計算した場合， Schur多重ゼータ値

でないものも現れる．ここで，これらを統一的に扱うために modifiedHurwitz型の

Schur多重ゼータ関数 (elementaryfactorial Schur多重ゼータ関数）を以下のように

定義する．

定義 3.2(Elementary factorial Schur多重ゼータ関数）．分割入＝ （入ぃ{l}k-1)と変
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数の入った Young盤 s= (sij) ET（入，q,t= (ti) E T({lY,C)に対して，

r ふ

ふr(s,t) = と IIm[IIm:u n (1  
(m,j)ESSYT（入） i=l""i j=2 ""lj i=l 

叫＋叫1)釘 1

(m,)ESSYT({lY) 

と定義する．この級数で定義される関数を「elementaryfactorial Schur多里ゼータ関

数と呼び，その特殊値を「elementaryfactorial Schur多重ゼータ値」と呼ぶ

注意 3.3.論文 [MN21]において，松本中筋は A型の root系に付随する modifiedゼ

ータ関数を以下のように定義した：正の整数r>Oと0さd:::; rに対して，

(;,d(§.,Ar) (3.4) 

＝信。 mt)＇［翌lm土）』＋1（m,＋ ＋ 1四 1)s(tJ)

ここで，（）＇は多重和において 1<’ i<j:Sd+lかつ叫＝．．．＝ 四—1 = 0の場

合を除くことを意味する．また，旦＝ （s(i,j)）であり，各 s(i,j)は (i,j)(1さi,j ::; 

r + 1, i cf-j)によってパラメタライズされる rootに対応する変数である．つまり，

§. = (s(l, 2), s(2, 3),..., s(r, r + 1), s(l, 3), s(2, 4),..., s(r -1, r + 1), 

s(l, r), s(2, r + 1), s(l, r + 1)) 

と表される．

ここで，特に入＝ （ふ，｛l}k-1),r =ふ十 k-1+£ かつ d=ふー 1の場合，

s（ふーj+l，ふ） l<jさふ，

的＝｛ s（入1，ふ十£+ i-1) 1 < i三k,

ti= s（ふ十£-i+l，ふ十£),

その他の s(i,j)に対しては s(i,j)= 0と変数の対応を決めると，

C,d但，Ar)=＜入，c(s,t)

ということが分かる．つまり， elementaryfactorial Schur多重ゼータ値は松本ー中筋に

よる A型の root系に付随する modifiedゼータ関数 (3.4)に対する値の特別な場合と

みなすことができる．



34

この多重ゼータ値の導入により，例 3.1は以下のように表される．

例 3.5(cf.例 3.1).分割入＝ （r, 1)に対して，以下が成立する．

応1) （巳）•く（n （[2])
＝い（げ］，口）＋＜入1冒］口）＋2い（冒口）

+2炉 1)（丁）＋誓1)（ロ
4 Hoffman代数構造

りを {x,y}で生成される非可換な Q係数多項式環とする． Hoffmanは論文 [H05]

においてり上の積山を以下の公理を満たすものとして定義した

公理 4.1.

1.任意の語 wESjに対して， 1山W=W山1=w; 

2.任意の語 W1,W2 E f'.iとa,bE{x,y}に対して，

aw1 wb四＝ a(w1山 b匹） ＋b(aw1 ww吐

このとき， xfjyの元 wはkrミ2なる正の整数 r,k1, k2,..., krを用いて，

W=X柘ーly...X知ーlyx見 ly

と表される．この各元wに対して， Q線形写像 (:xfjy→股を以下のように定義する．

く(x柘ーly..．砂2-ly砂1-l y) = ((k1,..., kr). 

このとき，（は豆初から戦への準同型となる，つまり，

く(w1W w2) = ((wぷ（四）

が成立し，これはく(w1)，〈（四）の値を積分表示で表して， Shuffle積を計算する操作を

代数的に記述したものに対応する．以下で例 1.1をHoffman代数を用いて計算する．
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例 4.2(cf．例 1.1)．多重ゼータ値をりの元と対応させると，

く(1,2)((2) = ((xyy)く(xy)= ((xyy山 xy).

である．ここで， xyyw xyを上の公理4.1に沿って計算すると

xyy w xy = x(yy山 xy)+ x(xyy山 y)

= xy(y山 xy)＋丑(yy山 y)＋丑(yy山 y)+ xy(xyy山 1)

= xyy(l w xy) + xyx(y山 y)+ 2x2y(y山 y)+ 2x2y(yy山 1)+ xyxyy. 

y w y = 2yyであるため，

xyy w xy = xyyxy + 2xyxyy + 4叶yyy+2砂yyy+ xyxyy 

= 3xyyxy + 6丑yyy+xyxyy. 

よって，例 1.1の結果

く(1,2)((2) = ((2, 1, 2) + 3((1, 2, 2) + 6く（1,1,3)

を得る．

本概ではこの対応を hook型の Schur多重ゼータ値や先の級数に拡張をする．そ

の準備として， Y という新しい変数を加えた非可換多項式環 Q〈x,y,Y〉で上記の公

理 4.1の演算を持ったものを導入する．ここで， Q〈x,y,Y〉の元で， hook型 Schur多

重ゼータ値や elementaryfactorial Schur多重ゼータ値に対応するものの集合とし

て,fjSchur= x,fjY珈＋ x,fjYを考える． W E,fjSchurとv E T({lf-1,Z)に対して，

(Schur(w, V)を以下のように定義する：

(Schur（砕ni-ly・ ・・Xkn-ly砂(£-l)ly..．砂11-ly,四）
£ 

1 1 
n-£+1 

と IItII 
1 

(m;j)ESSYT(r,{l}n-£) i=l mi j=2叫 i=l
m, KlJII （四＋加）Kt1.

(m;)ESSYT({l}り

この (Schur(w,V)を w に関して Q線形に拡張したものを写像 <Schur ：SjSchurX 



36

T({l}r-1,z)→股とする．具体例を考えると以下の対応が分かる．

(Schur （丑yYxy,~) = L 1 

叩 (m+mu)(m+加）3m『2.
(m,1)ESSYT((2,1)) 

m2'.1 

<Schur （丑yyxY，□）＝＜（2，1,1)（冒）• 
より一般に， k= (ki1) ET（入，Z)のとき，

(Schur (X虹,-ly・.．砂11-ly,巳）＝＜入(k)

である．そして，任意の叫 ESjSchur⑳ 2 E xfjyに対して，

(Schur （凹，圧三〗圧］） ＜Schur（四，0)= (Schur（凹山四，伍正］三） （4.3) 

が成立する．これにより， Euler-Zagier多重ゼータ値と hook型 Schur多重ゼータ値，

さらには elementaryfactorial Schur多重ゼータ値との間における Shuffle積を定義す

ることができる．

5 主定理

本稿で定義した Shuffie積の類似を用いて， elementaryfactorial Schur多重ゼータ

値と多重ゼータ値の Shuffie積が elementaryfactorial Schur多重ゼータ値からなる

Q線形空間の中で閉じることを示した

定理 5.1.入＝ （n, {1y-1)を分割とする．このとき，整数からなる Young盤 k=

(kij) ET（入，Z),i = (£』 ET({1}8,Z)およびm=(m』ET({l}t,Z)に対して，

い(k,l) ・印1}')(m)＝ことい，＂ら， q(u,v) (5.2) 
p+q=t (u,v) 

が成立する．ただし，ここで玲＝ （n, {ly+s+p-1)であり， C..,vは0以上の整数であ

る．また，和〉：は Young盤の組 (u,v)=（（叩），（い）で以下の性質を満たすものを

(u,v) 

わたる．



37

l. j 2 2に対して， U1j= k1j; 

2.各糾1,Vi(i 2: 1)については， ((li,...,ls, ku,..., kr1)とく(m1,...，叫）の

Shuffle積から多重ゼータ値く(vl,・..,Vq墨 11,...墨 (r+s+p)l)が現れる．

証明． Elementaryfactorial Schur多重ゼータ値＜入，8 とf)SchurX T({1 }n-1, z)の対

応により，

ふ8 (k, l) = (Schur (X臼ly.. ．砂11-ly砂—ly... X£1 -ly，圧），

および

如｝t)(m) = (Schur (x叫—ly... 砂1y,0) 

を得る．（4.3)により， Shuffie積の計算をすると

＜入，s(k,l) ・ (({l}'J (m) 

= (Schur （砂r1-1y. ．．位11-lyXムーly.. ．砂—ly，已三Q) (Schur (xmt-ly... Xm1 -ly, 0) 

= (Schur(正-ly.. ．砂11-lyXらーly.. ．砂—1ywx叫—ly... 砂1-ly，三三Q)

となる．写像 <Schurは準同型なので， Shuffle積で得られるものを和で分解すると

（入，s(k, l) ・く({1}')(m) 

＝区 と叫），（v;)(Schur（炉（r+s+p)l-ly... Xu11 -1 y X匹一ly...xvi -ly,四□Q).
p+q=t（い1),(v;)

ここで (Uil),（防）は ((li,...,ls, ku,..., kr1)とく(m1,...,mt)のShuffie積から多重

ゼータ値く(v1,...,vq,u11,...墨 (r+s+p)l)が現れるような (ui1),(vi)をわたる．また，

C（い1)，（V,）は非負整数である．各和の項は
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であるため，以下の定理の主張を得る．

い(k,l) ・く({1ぃ(m)＝ここ c（い1),(vi)出，q(（匹），（叫）．
p+q=t (ui1),(vi) 
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