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On linear independence of multiple zeta values in positive 

characteristic 

1 はじめに
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本稿は， 2022年5月に開催された研究集会「多軍ゼータ値の諸相」において筆者が行った講演の内容をま

とめたものである．具体的には，正標数多重ゼータ値が張るベクトル空間に対する Thakurの墓底予想につい

て， Chieh-YuChang氏およびYen-TsungChen氏との共同研究 [7]で得られた結果を紹介している．

まずは標数0における状況を復習しよう．インデックス .S= (s1,..., Sr) E z;lでS12': 2となるものに対
し，多重ゼータ値は

く(5)：＝ど 叫l.．．ntrE股
m>…＞nr2'.1 

で表される実数のことであった． wt(s)：＝区iSiをSの重さ， dep(s):= rを5の深さという．また，

wt(s) = dep(s) = 0となる唯一のインデックスを 0で表し，く(0):= 1とおく．以下では， wt(s)= wのとき

く(s)を重さ wの多重ゼータ値と呼ぶことにする． w20に対し，重さ wの多重ゼータ値がQ上張るベクト

ル空間を3wとしよう．品の次元については， Zagier[23]により次の予想が与えられている：

予想 1.1(Zagierの次元予想）．任意のw20に対し， dimQ3w=心が成り立つ．ここで，心は

d。:=1, d1 := 0, d2 := 1, dw := dw-2 + dw-3 (w 2 3) 

で定まる数である．

Goncharov [11]，寺柚 [18],Deligne-Goncharov [10]は，任意のw2 Oに対して dimQ3wさ心が成り立

つことを示した．しかし，逆側の不等式を示すのは難しい問閣と考えられており，今のところ末解決である．

次に，ふの陥底を考えよう． Iどを頂さ wのインデックスで各成分が2または3からなるもの全体のなす

集合とすると（エ？ ＝ ｛0}),＃勾｛ ＝心が成り立つことが確認できる．このとき， Hoffman[14]は次を予想

した：

予想 1.2(Hoffmanの枯底予想）．任意の w20に対し，く(s)(s E勾f)はQベクトル空間3むの晶底になる．

Brown [2]は，任意の w20に対してく(s)(s E勾f)が3wを生成することを示した． しかし，これらがQ
上線型独立であるかどうかはやはり未解決である．また，任意に与えた重さ wの多重ゼータ値を，これら生
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成元の線型結合で具体的に表すアルゴリズムも知られていない．以下では，予想 1.1,1.2の正標数の関数体類

似を証明した論文 [7]の内容を紹介する．

2 正標数多重ゼータ値

qを素数pの幕， 0を変数とする． A:=lFq[0]を有限体恥上の 1変数多項式環， K：＝凡(0)をAの商体，

KOO:＝凡((1/0)）を Kの無限素点に関する完備化とする．これらはZcQc民の正標数類似となる．この設

定の下で，正標数の関数体上の多重ゼータ値を考えよう．

I:=LJ這 Z2:1をインデックス全体のなす集合とする．インデックス.s=(s1,.,,,sr)EIに対し， Thakur

は[19]において正標数（OO進）多重ゼータ値<A(-5)を次で定義した (s1= 1でも収束する）：

(A(-5) := 区
a,EA: monic 
deg a,>…>degar 

1 
af1.．．aT C KOO・ 

標数0のときと同様に，里さ wの正標数多璽ゼータ値がK上張るベクトル空間を

Zw :=〈<A(s)lsE五〉kC k00 

と定義する．ここで， 1wC1は重さ wのインデックス全体からなる部分集合を表す． Z切の次元については，

Todd [22]により次の予想が与えられた（元となる学位論文の公開は 2015年）：

予想 2.1(Toddの次元予想）．任意の w~ 0に対し， dimkZw= d:0が成り立つ．ここで， d:0は

q 

心：＝＃エw(0 ~ w < q), d~ :=己— 1, d~ := Ld~-i (w > q) 
9=1 

で定まる数である．

次に， Zwの基底を考えよう．各w:::> 0に対し

ヰ：＝ ｛（s1,---,sr)E'Lnll≪::s;≪::q(Vi), Brく q}

とおくと（対＝ ｛〇｝），＃乃＝ d:Vが成り立つことが確認できる．このとき， Thakur[21]は次を予想した：

予想 2.2(Thakurの基底予想）．任意の w:::> 0に対し，ふ(,s)(,s E Itいは Kベクトル空間Zいの基底になる．

Ngo Dae [17]は，任意の w:::> 0に対して伍(,s)(,s Eヰ）が名U を生成すること，特に dimkZw≪:: d:Vが

成り立つことを示した．さらにその証明から，任意の正標数多重ゼータ値が与えられたときに，それをくA(,s)

(5E勾）の A上の線型結合で表すアルゴリズムも得られている．一方で，［17]では線型独立性に関する部分

的な結果も示されているが， Thakurの基底予想の完全な解決には至っていなかった．このような背景の下，

筆者は Chang氏および Chen氏と共同で，［7]においてこれらの予想を肯定的に解決した．

定理 2.3([7]）．予想2.1,2.2は正しい．

注意 2.4.[7]の発表と同時期に，［15]において別のグループも同様の結果の証明を発表した．［15]ではさら

に，原田 [13]により定義された正標数交代多重ゼータ値が張る空間の基底も与えている．一方で，［7］では各

アルゴリズムをより具体的に記述しており，（＃Iw-d:V）個の独立な K線型関係式を明示的に与えている．こ

れは，関係式の生成系に対する Todd[22]による予想（ただし‘沼＊版')の肯定的な解決を意味する．
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定理2.3の応用として， v進多里ゼータ値が張る空間の次元の上からの評価を得ることができる．このこと

を説明しよう． V€A を既約でモニックな多項式とし， kv ・で Kのv進完備化を表す．筆者は Chang氏との共

同研究 [8]において， v進多里ゼータ値ふ(s)vE kvを定義した． Zv,wC似を頂さ wのv進多里ゼータ値が

K上張るベクトル空間とする．さらに， ZC k= (resp. Zv C kv)を全ての正標数（OO進）多重ゼータ値 (resp.

v進多菫ゼータ値）がK上張るベクトル空間とする．このとき，くA(S)をくA(S)vに対応させる well-definedな

k線型写像Z→ Zvが存在する ([8]）．さらに，この全射は積と可換であることが [6]において示されている．

よって， Zw• 名v'C Zw+w'([20]）および(A(q-l)v = 0 ([12]）と合わせると，次の系を得る：

系 2.5.任意の w2: 0に対し， dimkZv,w'.S d:0 — d;- （q-1) が成り立つ．ただし， n<O のときは d~ := 0と

定める．

注意 2.6.[6]では系 2.5の不等式は等式になると予想しているが，今のところ証明されていない．また， Zv,w

を K 上生成するような (d:0 一 d~-(q-1) ）個の v 進多重ゼータ値も見つかっていない．

本稿の残りでは，定理 2.3の証明の概略を紹介する．証明のポイントは，正標数多菫ゼータ値の代わりに

Carlitz多重ポリログを考えることである． S=(s1,...,sr) EIに対し， Changは[4]において Carlitz多重

ポリログを

q 

Li.(z1,..., Zr)：＝こ
zl d1 ・ • • Z¢ 

LS1. ・ • Lむ
dl>・・・＞d之 0 dl dr 

で定義した．ここで， d?:0に対して Ld:= IT区<d(O-0q’)E Aとおいた．以下では，この関数の特殊値
Li.(1) := Li5(l,..., 1) E k= を考える（実際に収束する）．また，インデックスの集合もエ〗とは別に

I竺：＝｛（S1,..., Sr) E Iw I q f S; (Vi)} 

を考える(~砂＝｛0｝）．このとき，＃冗叩＝＃工りであることが確認できる．この集合は，［17] で w :c,; 2q-2 

の場合に Thakurの基底予想を証明する際に用いられたものである．定理2.3の証明は，大きく 2つのステッ

プに分かれる：

ステップ 1任意の w?:0に対し， Lis(1)（SE1；；；りは Kベクトル空間Zwを生成する．

ステップ2任意の w?:0に対し， Li5(l)(.s E冗炉）は K上線型独立である．

注意 2.7.定理2.3がこの 2つのステップから導かれることは明らかであろう．ここで，［17]の結果から，ス

テップ1の代わりに「任意の w?:0とSE1；；；Dに対し， Li5(l)E Z正とぃぅ弱し可拉艮を示せぱ十分である

ように思える．しかし，ステップ2の証明でステップ1の結果を使うので，ステップ 1をこのような主張にす

る必要がある．

3 ステップ1の証明の概略

z初の部分空間を Z；；； ：＝〈くA(s)lsEI,いKで定め，さらに Li.(1)を使って生成される KOOのK部分空間を
以下のように定義する：

Cw:=〈Li5(1)Is E'Lw〉k, £; :=〈Li.(1)Is E I;)k, £~0 :=〈Li.(1)Is EI 
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各空間の凋係は次の図式のようになる：

(1]W 
£w 

(2) / ¥  虐£杷

上の図式の (1),(2), (3), (4)が全て等号になることを示せば，ステップ1が証明されたことになる．

(1)ここが等号であることは，［17]の主結果そのものである．

(2) インデックス -S=(s1,••·,sr)EI で S; <::: q (Vi)となるものに対して，＜A(s)= Li5(1)が成り立つことが

知られている（例えば[19]）．特に，（2)の点線は等号になる．

(3)ここが等号であることは，（1)の議論の ‘Li版＇を考えることで示される．［ 7]では， ‘Li版＇と [17]におけ

る℃4版の両方を同時に扱う形で証明している．ただし，［17]の議論を大幅に簡略化し，かつアルゴリズム

をより明示的に与えている．

(4) m::>Oに対し， q{m}:= (q,...'q)でqをm個並べたインデックスを表す．ヰ四の要素と勾：の要素は，

硲D3 -5 = (m1q +柘，．．．，mrq十巧） ←→,s'= (q巳｝，n1,...,q｛叫｝ェ） EI;, (m; ::> 0, 1 <::: n; < q) 

により 1対1に対応している． s=(m1q+n1,,,,,mrq十巧） E 1翌）のときに (3)で与えた明示的なアルゴ

リズムを適用すると， Li5(1)は

Lis(l)=(-1r1+・・+mrLis,(l)+L1 L％広(1) （ヨ％ EIFp加］）
nEヰ

という形で表されることが分かる (L1= 0 -0q)．このことから，（3)のアルゴリズムで Li5(1)(s E冗匹）

をLin(l)= (A(n) (n E勾）の恥[L叶上の線型結合で表したときの係数行列は， Matd;,,(k)において可逆と

なる．

4 ステップ2の証明の概略

Li5(1) (.s EI竺）がK上線型独立であることを，里さ w~o に関する帰納法で証明する． w=O のときは，

Z評＝｛0}かつLi0(l)= 1より成り立つ．

w~l とし， w'<w に対しては Li5(1) (.s EI翌）が K 上線型独立であると仮定する．エ~D の部分集合

ヰ;Doを

I竺 0:= {(s1,..., Sr) EI竺 s2,...,s,はq-1で割り切れる｝

により定める．また， .s=(s1,...,s,)EIとMcIに対して

ダ(.s):= {0, (s1), (s1，況），．．．，（s1,...,s,)}かつダ(M):=sりJ(S)
とおく．

以上の準備の下で，線型独立性を証明しよう． tを新たな変数とし， K上の線型閑係式

区叫0)Li,,(1) = 0 (a.=伍（t)E凡(t))
•E巧汗



71

が与えられたとする．このとき，帰納法の仮定， Li5(1)の周期的解釈 [4],ABP-criterion [1]，および [4],[5], 

[9], [16]で使われた手法を用いると，

5 E I竺＼T竺°ならば a5= 0 

が成り立つ．さらに， e=区凸が E1Fq(t)[0] (c; E凡（t))に対してE(l)：＝区;C，砂と定めると，

心＝Es(t-0)w-wt(s)＋ど％，s')(t -0)w-wt(s) (s Eダ(1竺0)) (Ew) 

s'>O 
(s,s')Eダ（エ翌0)

かつ

cs=知（S €工；；；Do)

を渦たす多項式の組 (cs)SEダ（エ竺°)€ （恥(t)[0]）ダ（エ四）が存在することが示される． s€ Iぎ）。のときにも

伍＝ 0となることを示すには，次の補題を用いる（証明は省略）：

補題 4.1.連立方程式 (Ew)の(lFq(t)[0])J（エ竺°)における解全体を究初とする．このとき劣立は恥(t)ベク

トル空間をなし，（q-l)t wのとき虎;,,= {O}, (q -1) I wのとき dimIFq(t)劣;,,= 1となる．

この補題は W に関する帰納法で示される．（q-1) I wのときには，生成元の形まで特定しながら議論

を行うことが里要となる．補題 4.1より，（q-1) f wのときは任意の 5 €工；；；D。に対して as = 0とな

る．以下，（q-1) I w とする．ここで，行€ q-Vコi.Kこを Carlitz周期とすると， Garlitz[3]により
茫}E(A(w) ・ p CZ初となることが示されている．ステップ 1より Zw=£翌）なので，

こ出(0)Li5(1)＝戸
sEヰ炉

を満たす/3.=/3.(t) E lFq(t) (,s EI竺）が存在する． aSに対する議論と同様にして， SE工；；；D¥I；；；D。ならば

/3.=Oであることが従い，さらに連立方程式(Ew)の解（吟） E(lFq(t)[0]）グ（エ竺°)が存在して任意のSE工；；；恥

に対して吟＝出となる．ここで，テヂ〇より出 (S€1；；；恥）の少なくとも 1 つは 0 でないので，補題 4.1 よ

りある,E恥（t)が存在して (c:.)=,(c:りとなる．よって
0 = L a.(0) Li.(1)＝碍(0)Lふ(0)Li.(1)＝,(0)戸

ND。sEエ心 ND。sE工U!

となり， ,=Oおよび年＝ 0(.s E工J;;Do)が得られる．
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