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概要

polycosecant数， polycotangent数は poly-Bernoulli数のレベル 2類似の一つとして定義された数列

である．本稿では， polycosecant数， polycotangent数がもっ， poly-Bernoulli数に類似する性質，また

polycosecant数が持つ dualityの一般化となる性質を持つ数列について述べる．

1 Polycosecant数 polycotangent数の定義と性質

本章では， polycosecant数， polycotangent数の定義，及びそれらが満たす関係式について述べるまた比較

のため， poly-Bernoulli数の性質についても述べる．

定義 1.1.poly-Bernoulli 数 B~k),C炉 (n E Z20,k E Z)はそれぞれ

Lik(l -e-x) 
= LB~k) 

XN 

n=O 
ー，
n! 

Lik(l -e―”) 
= Lc~k) 

XN 

n! 
n=O 

で定義されるただし， L訟(z)は次で定義される級数である：

oo zn 
Lik(z)：＝ LS; (lzl < 1). 

n 
n=l 

特に， B炉， dk)E IQ (n E Z;,。， kEZ)，また B~-l),d-l) E Z;,。(l,n E Z;,o)となることが知られている．

これら 2つの数列は dualityと呼ばれる性質を持つことが知られている（詳細は次節を参照）．

定理 1.2.n,l E z:::, 0に対し，

となる．

B□ =Bi-n)' 
cs,-!-1) = cr-n-1) 

polycosecant 数 D~k), polycotangent数虚k)はこれらのレベル 2類似の一つとされている数列である．

定義 1.3.[3,4] polycosecant 数 D~k), polycotangent数g炉 (nE Z20, k E Z)はそれぞれ

ふ (tanh(t/2)) 
00 

sinht 
= LD~k) 

tn 

n! 
n=O 

(1) 

(2) 
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ふ (tanh(t/2)) 

tanht 
= f/3臼k)竺

n! 
n=O 

で定義されるただし， A訊z)は次で定義される級数である：

oo z2n+1 

ふ (z):= 2区＝Lik(z)-L訟(-z) (lzl < 1). 
n=O 

(2n + l)k 

poly-Bernoulli数同様 D}:
(k) 0(k) ,f3n E Q(n E厄o,kE Z)，また D>.

(-l) 0(-l) ,f3n E Z(l,n E厄o)となることが

知られているまた，これら 2つの数列はその母関数が偶関数となることから，

摩い＝0, 羞い＝0(n E Z20, k E Z) 

となることがわかる（従って，本稿では下指数が偶数の場合を扱っている）．これら 2つの関係として，母関数

にcosht倍の違いがあるので， Euler数

1 
00 

cosht 
＝LEn tn 

n! 
n=O 

を用いて，

摩＝喜（：：）犀
D岱＝と（訃：）底n-2i/3位）

i=O 

となることがわかるこれら以外にも帰納的関係式は複数知られているが，本稿では B~k)'dk)'D~k)'/3炉の
すべてが満たす漸化式を挙げる（その他の関係式について，例えば [7],[11]に記述がある）．

定義 1.4.m,n E Zに対し，第一種 Stirling数［;],第二種 Stirling数に｝しまそれぞれ漸化式

により与えられる．

[~] = 1, [ z] =［!] = 0, 

[:] =［二］ + n[m~l]' 
｛心｝＝1, {Z} =｛!} =0, 
に ｝ ＝ ｛二~}+mt五 1}

命題 1.5.k E Z, m, n E砂かつ m>2nとする．このとき， D塁(3;いは次の漸化式を満たす：

言(-l)j[7: 11]功；k-j)= 0, 

文(-l)J[m+1](3羞-k-j)= 0. 
j=O 

j+l 

(3) 

(4) 

注意 1.1.C炉がこの漸化式を満たすことは [10]で， B炉がこの漸化式を満たすことは [2]で示されている．

この漸化式は， Kの取り方で上の指数が正負いずれの場合も出てくるように出来る．
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例 1.1.k = -2,n = 2,m = 5とすると， Dり＝頴，Dい＝贔，D陀＝ 0,Di―1)= 1,Di-2) ＝ 16,Di-3) = 

121であり，

5 

区(-l)iい］凶2-j)= ~ -~ + 0 -85 + 240 -121 
j=O 

=0 

となる．同様に， f3i2)=―盟，9い＝一森，麿0)= 1,/3；―1) = 8,/3i-2) = 41,/3；―3) = 200であり，

5 

ど(-1)］し 6 ]/312-j) ＝一~+~竺＋ 225 -680 + 615 -200 
i + 11'~ 15. 15 

j=O 

=0 

となる．

明示式についても複数知られているが，例えば次のような式がある．

命題 1.6.n, k E Zc:oに対し，

D如k)= min｛喜l,k}i'（;，口11)＇｛：｝｛2nt+1}

となる．

同様の議論を用いると， j3~~k) について次のような式が得られる．

命題 1.7.n,k E鯰oに対し，

吟；k)= min｛芦:-1}］'（ふ！ll)＇｛2:｝｛J: l} ＋ mln`l k 1} {（J2:+11)＇｝2 {J2+¥}｛J : l} 

+ min{2~,k-1} ~土'i{ ＋ 2)＇｛二｝｛j: l} + min~k-1}]＇（ぶ］11) ＇｛ 2Jn+］}｛J : l} 

合同関係式について， poly-Bernoulli数の場合次の Kummer型合同式が示されている．以降では，ゃを Euler

のゃ関数とする．

定理 1.8([12, Theorem 6.1]). p：奇素数， kE Z:,:o, m,n,N E Z:,:1: m 三 nmod <p(pN)かつ m,n2'. N と

すると

となる．

B~-k) = Bぶ-k)modp又

c~-k) = ctk) mod PN 
m 

この定理と同様の関係式が D~-k), /3~-k) に対しても成立することが示せる．

定理 1.9.p：奇素数， kE Z:,:0,m,n,N E鯰 1: 2m = 2n mod <p(pN)かつ 2m,2n2: N とすると

Dtk) =D羞k)modp凡
(-K) （-K) N 

j32m = j32n modp 

となる．
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D盆2k-1)の場合に対する Kummer型合同式は Pallewattaにより示されていた ([11,Theorem 3.12]）．上

の指数が負の奇数のみである理由は，後述の D(-2k-1)2n のdualityを証明中で用いていることによる．この定

理の証明では，第 2種 Stirling数に関する次の関係式と， D盆k),f3tk)の明示式を用いることで dualityによ

らない証明を行った

補題 1.10.p：奇素数， m,n, N E Z2'.1 : m = n mod <p(pN)かつ m,n2'.Nとすると

となる．

注意 1.2.

州｝三噌｝ modpN

D認＝ （2 -22n)B加

翠＝ 22nB研

となるので，上の指数が 1の場合， n,m,NE Z<".o: 2n = 2m mod <p(p州かつ (p-l)t2nに対し

(1) 
(1 -P2n-1)D2n _ ＿ 2m-1 D塁 N

2n 
二 (l p)  

2 m 
mod p", 

g(1) f3(1) 
(1 _ p2n-l)~ = (l-p2m-l)~ modpN 

2n 2m 

と，通常の Bernoulli数に対する Kummer合同式と同様の関係式が成立することがわかる．

例 1.2.p = 3, m = 2, n = 5, k = 3, N = 2とすると， Di-3)＝ 121,Di戸＝88573となり，

D；一3)三 Di03)= 4 mod 9 

となる．同様に， f3i-3)= 200, /3iげ＝ 786944となり，

悶ー3)= /3盆3)= 2 mod 9 

となる．

(5) 

(6) 

よってあるところから先では PNを法として周期叫p州を持つことがわかる．その周期の終端部に関して，

例えば N=lの場合，次が知られている．

命題 1.11.[9] p：奇素数， kE Z;;,oに対し

となる．

(1), (2)から，命題 1.11は

亨＝｛ご：
芦 l)=｛［二］：

(k = 0 or p -lf k), 
(kヂ0and p -11 k), 

(p-lf k), 
(p-llk) 

Bi-p+1) ＝ {lmodp(K = 0 or p -1 {k），外―p+1)＝ {° modp (P -l {k)， 

2 mod p (k =/ 0 and p -l I k), ~ ~ j 1 mod p(p -1 I k) 

と書けることがわかる．この周期の終端部に関して，同様の閲係式が D~~k),(3位k) についても成立する．
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命題 1.12.p：奇素数， kE陀oに対し

D羞p+l)三 {°modp
1 modp 

ぷ田1)＝ {l modp 
2modp 

となる．

(p-lf 2n), 
(p-l I 2n), 

(2n = 0 or p -1 f2n), 

(2nヂ0and p -1 I 2n) 

また，一周期分足し上げた値については次が知られている．

定理 1.13([12, Theorem 6.10]). p：奇素数， kE Z<'.o, n, NE  Z<'.1 : n 2': N に対し

<p(p州ー1

区 B~-k-i) = 0 mod pN 

i=O 

となる．

この式に類似する閑係式は次のようになる数列 T2n+1,i如をそれぞれ

~- t加＋1

tant＝どT2n+1
n=O 

(2n + 1)!' 

ぢ＝ ｛：ー1)n-1T加＋1悶二い
と定めておく．特に， Bernoulli数との関係として

誓 1=｛炉(22n-1)告 (nE砂），
1 (n = 0) 

が成立することが知られている（詳細は [8]を参照）．

命題 1.14.p：奇素数， nE Z20,k,N E Z21: k 2'. N に対し

<p(p州ー1

L c~-k-i) 三（ー1)咋（砂） modp凡
i=O 

<p(p州ー1

22n L Dぷい） ＝ （ーItT2n+1'P(PN)modp凡
i=O 

<p(p州ー1

22n 区 (3;；い） =T2nゃ（砂） modpN

i=O 

となる．従って

<p(pりー1
L D位k-i)=DmodpN-1, 

9=0 

<p(p州ー1
区 (3tk-i)三 0modpN-l 

i=O 

となる．

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 
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例 1.3.p = 3, n = 3, k = 3, N = 2とすると， Di-3l= 1093,Di-4) = 12160,Di-5) = 111721,Di-6) = 

927424, D戸＝ 7256173，塙―s)= 54726400, T7 = 272となり，

5 

26区Di-3-i)= 6 = -272 x 6 mod 9 

i=O 

となるまた， f36
(-3) （-4) （-5) （-6) （7) 

= 3104,f36 = 23801,f36 = 174752,f36 = 1257125,f36― =8948384 
(-8) 

,f36 = 

63318641，元＝ 272となり，
5 

26L醜―3-i)三 3三 272x 6 mod 9 

i=O 

となる．

ここまでは，上指数が負の polycosecant数などの性質を見てきた．上指数が正の場合， poly-Bernoulli数に

ついて， Clausenvon-Staudt型定理が知られている．

定理 1.15([1, Theorem 14.7]). p：素数， kE Z:,_2, n E Z:,_1 (k + 2::; p::; n + l)に対し，

1.(p-l)lnの場合，炉Bf,k)E Z(P)となり，

pkBf,k)ニー1modp 

となる．

2. (p-l)tnの場合， pk-lBf,k) E Z(p)となり，

pk-1B炉＝｛叫」し[[:dodpp:：二ニd)p-1) 

となる．

polycosecant数， polycotangent数についても同様の定理が成立する．

定理 1.16.p：奇素数， nE Z:,_0,k E Z:,_2 (k+2 ::;p::; 2n+ 1)に対し，

1. (p -1) I 2nの場合， pkD認，p喝？ EZ(p)となる．特に，

炉D盟）三p鸞：）三ー1modp 

となる．

2. (p-1月2nの場合， pk-lD岱，pk-1(3位EZ(P)となる．特に，

pk-lD盆）—-；｛p2-＼} + 

pk-1{3翡）三一；｛二｝＋ 

1

1

 

p

p

 

↑区
[mod

と
合
mOd

1

1

-

＿
＿
＿
＿
＿
＿
 

l

l

 

(2nl+ 1)苫WL:1}modp,

(2nl+ 1）旦（玉り］＇｛j:1} 

苫(-2]V(J+p2)＇｛J2こ｝（j;1) modp 

となるただし， aEZは 2nをp-lで割った際の剰余， "I=min{2n,2p-3}とした．
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2 Symmetrized polycosecant数の定義と性質

本章では， symmetrizedpolycosecant数の定義と性質について述べる． はじめに，先行研究である

symmetrized poly-Bernoulli数について触れる．

定義 2.1([5, Section2]). l, m, n E Z~。に対し， symmetrized poly-Bernoulli数｛勿i-l)（n)}は

00 

況-l)(n)＝苔 [;]Bぶ-l-J)（n)

で定義されるただし， B炉（エ）は

e―ぉtL狂（1-戸） OO ザ

1-e-t 
＝区B炉(x)~ (k E Z) 

叫
n=O 

で定義される poly-Bernoulli多項式である．

簡単な計算から， n=Oの場合役ふ-l)（O)＝Bよ-l)，n=1の場合侵ぷ-l¥l)= ctl-1)となることがわかる．

この役い(n)について，次の dualityが成立することが示されている．

定理 2.2([5, Corollary 2.2]). l, m, n E危oに対し，

現：l)（n）＝奇―m)（n)

となる．

この定理は poly-Bernoulli数の dualityの一般化となっている．実際，上の例から n=Oの場合は Bよ-l)の

duality (1)が， n=lの場合は Cよ-l)のduality(2)が導かれることがわかる．一方， Dぶ-l)'f3tl)のduality

は次の形で成立することが示されている．

定理 2.3.[3, 11] l, m E Z20に対し，

D 

となる．

(-2l-1) 
2m =D  

(-2m-1) 
2l,  

(-21) 
2m = f32l 

(-2m) 
f3 

(11) 

(12) 

B$;;l),C$;;l)に対する吸i-l)(n）が存在するので， D位;)'f3；五l)についても似たような性質を示す数列が存在

するのではないか，と考えたのが symmetrizedpolycosecant数である．しかし，吟位を特殊値として持つゼー

タ関数が定義されていないので，［5,Section 3]のような議論はできないそこで， dualityの証明の手法の一つ

である， 2変数型母関数に着目した

定理 2.4([5, Theorem 2.1]). n E陀oに対し，

00 00 ここ況-l)(n)立二 n!ex+y 
l! ml (e + eY -ex+yr+1 

l=O m=O 

となる．



99

定理 2.5.n E厄oに対し，

文と心l-1)”2l y2m n!ex+y n!e―x+y 

l=O m=O 
(2l)！ （2m)！ = （1 + eX + eY -ex+Y)2 + (1 + e→ + eY -e-X+Y)2 

n!e"'-Y n!e―x-y 

(1 +ex+ e-Y -eェーが (1 + e-x + e-Y -e-x-y)2 

となる．

この母関数表示を足がかりに定義したものが symmetrizedpolycosecant数のはl)（n）である．

定義 2.6.l,m,n E鯰oに対し， Dぶ-l)(n)を

00 

1 1-nLi_l(tanh (t/2)） 1 - 1-nLi→(-tanh (t/2)) tm 
-（が＋ 1)
2 sinht + 2 

;(e-t+l) 
sinh (-t) 

＝区 Di-l)（n)-m! (13) 

で定義し， symmetrizedpolycosecant数のにl)(n)を

式 l)(n)＝区 [;]Di-l-J)(n)

で定義する．

m=O 

母関数が偶関数となるので，叫五畠(n)= 0 (m,l,n E砂）となることがわかる．また，次の定理から，

叫五l)（n)のdualityがわかる．

定理 2.7.n E Z::,oに対し，

00 00 

ここ翠叫） x y 
2l 112m n!ex+y n!e―x+y 

＝ (2l)！ （2m)！ （1 + eX + eY -ex+Y)n+1十（1+戸＋eY -e-x+Y)n+1 
l=O m=O 

n!ex-y n!e―x-y 

+ (1 + eX + e-Y -ex-Y)n+1 + （1 + e→ + e-Y -e-X-Y)n+1 

となる．従って， l,m,nEZ;,:。に対し，

叫；2l)（n)＝の位2m)（n)

となる．

例として， n=lの場合，定義から〇盆汽1)= ½D塁―1) となり，定理 2.7 から通常の polycosecant 数の
dualityの式 (11)が導かれる． n=Oの場合を見るために，次の命題を用意する．

命題 2.8.l, m, n E Z::,:oに対し，

0認(n)=~mm喜ml｝冒（J；n)｛2Jm+＋1l}｛；+＋］｝ 

となる．

この式と命題 1.6,1.7から，次のことがわかる．

命題 2.9.l, m E Z21に対し，

咋叫0)= ~（吟戸＋ D~戸＋ D羞2m))
となる．
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従って，定理 2.7から，

吟五2!)+D~五21) + D羞2m)=/3盆加） ＋D羞2m)+D~五2l)

→ /3；戸＝ぷー2m)

となり，（12)が導かれることがわかるまた，命題 2.8から， f3tl)のdualityが直ちに分かるような明示式が得

られる．

系 2.10.m,l E Z四： 2m+l> 0に対し，

g認＝ mm喜ml}（J2']2 (｛2Jm+？}｛；｝ ＋ ｛2jm}{；++[｝） 
となる．

また，

t [!:~]:D儡(n) ＝ 2り'lmln喜l}~)1 （n+J)｛2Jm+＋1l}（；++]） 
となることと (3)から，次の関係式がわかる．

命題 2.11.l,m E応oかつ l>2mとする．この時，

尺[;t++11]功；2m-1)= A2m(/) 

となる．ただし， A2m(l)は次から定まる整数である．

(l+l)! 
00 tm 

誓＋1)1= L Am(l) 2l+l m! 
m=O 

また，より直接的に次を示すこともできる．

命題 2.12.l,m E互oかつ l>mとする．この時，

塁[;i+＋11]砂；m-1)= A叫l)

となる．

． 

例 2.1.l = 6, m = 3の時， D6-4)= 1, D~ -4) = 40, Di-4) = 736, Di-4) = 12160であり，

旦[2i:1]D位4)= 720 X 1 + 1624 X 40 + 175 X 736 + 1 X 12160 

= 206640 

となり，これは長et似＋ 1戸の展開項の，崎の係数と一致する．

最後に， polycosecant数， polycotangent数に関する今後の課題をいくつか挙げる．

• /3炉を特殊値として持つ Arakawa-Kaneko型ゼータ関数をどのように構成するか (D炉を特殊値とし

て持つものは [6]で定義されている）．



101

• :D品l)（n）に組合せ論的解釈は存在するか（妥叫(n)の組合せ論的解釈については，例えば [2]などに記述

がある）．

注意として， D認）についてはその明示公式から，例えば，次のような対象の数え上げと一致することがわか

る． 2nx k Callan permutation (2n個の要素は通常の数字であるとし， K個の要素は下線付きであるとする）

を考える．各部分列は一つの数字と同一視できるので，同一視した数字の大小で各部分列を小さい順に番号付

けしておく．ただし，後述するダミーを含む部分列には番号付けをしない

命題 2.13.上の設定において，下線付きの部分列で始まる Callanpermutationのうち，下線付きの部分列，無

地の部分列ともに 2m 番目のものが 2m-1 番目より右側にあるものの個数を RC~~) とすると

RC~~) =Dぷk)

となる．

注意 2.1. これは隣り合う (2m-1,2m)に関する条件なので，例えば 1番目と 3番目や 1番目と 4番目など

の順番は問わないまた，無地の部分列と下線付きの部分列の番号付けによる順番も問わない．

例 2.2. D~-3) について，先のルールを適用して数えられる Callan permutationは次のとおりである：

• i = 1の場合出盈12.

• i = 2の場合： Jl旦2,L1益2,_21騒2,J21_21, 12益1,_22拉l,L12益， _212旦， J121_2.

• i = 3の場合： ll223, ll322, 3ll22. 

これらは合計 13 個あり，確かに D~―3) = 13と一致する．
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