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本稿では論文 [9]で得られた結果を報告する．具体的には， Furusho,Komori, Mat-

sumoto, Tsumuraによる p進多重L関数の理論([4]）の正標数類似を考える．またこ

れにより oo進ゼータ関数 (Carlitz-Gossゼータ関数とも呼ばれる）と v進ゼータ関数

に関する Gossの理論 ([5]）の多重化を与える． p進L関数は複素L関数の負の盤数

点における特殊値をp進補間する p進連続関数である． p進積分の理論を用いること

によってこのp進L関数を構成できることが知られている．［4］ではp進積分による

p進L関数の構成を多重化することでp進多重 L関数が定義された．さらにp進多

重L関数が複素多重ゼータ関数の特殊値をp進的に補間することが確かめられてい

る．一方正標数の数論に於いては， Gossにより Riemannゼータ関数及びp進L関数

の正標数類似物としてそれぞれoo進ゼータ関数と v進ゼータ関数が導入されている

(vはooと異なる素点）．正標数の数論においても v進ゼータ関数は oo進ゼータ関数

の負の整数点における特殊値をv進補間している．また Gossはこれらの関数の v進

積分表示を得た ([5]).[1]において oo進ゼータ関数の多重化である oo進多重ゼータ

関数と， v進ゼータ関数の多重化である v進多重ゼータ関数が導入されている．

第2節で [4]にて展開されたp進多重L関数に関する理論，及びGossによる正標

数におけるゼータ関数の理論を復習する．第 3節で oo進多重ゼータ関数及びv進多

重ゼータ関数の負の整数点における特殊値が帰納的な関係式を満たすことを紹介し

（定理3.3，定理3.6)，さらにv進多重ゼータ関数が oo進多甫ゼータ関数の特殊値を v

進補間していることを確認する（定理3.7)．最後に第4節にて oo進多重ゼータ関数

の特殊値と v進多重ゼータ関数がv進積分により書き表せることも紹介する（定理

4.3,定理4.4)．応用として v進多重ゼータ関数の特殊値が満たす Kummer型の合同

式も紹介する（定理4.6).
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2 p進多重L関数と Gossのゼータ関数

この節では先行結果である p進多重 L関数に関する理論と Gossによる正標数に

おけるゼータ関数の理論を復習する．

2.1 p進多重L関数

wをTeichmuller指標とするまずはKubotaとLeopoldtが導人したp進L関数の

定義を振り返る．

定義 2.1.自然数Kに対してp進L関数 Lp(s,辺）を Zp上の連続関数で以下のよう

に複素L関数の特殊値をp進補間するものとして定義する：

ら(1-m,wり＝ （1-wk-m(p)pm-l)L(l -m,wk-m), (m EN) (2.1) 

負の整数の集合—N が Zp の桐密部分集合であることから，式 (2.1) がら(s, wりを

決定していることがわかる．

p進L関数 Lp(s，辺）を構成する方法が複数知られているが，ここではp進積分に

よる構成を確認する． Bernoulli分布凡を

B1(a + Pe勾：＝＜三a（い（0) (0 :Saく忙）

で定義する．ただし（三a(pe)(S)は次の Dirichlet級数で定義される部分ゼータ関数で

ある：

く三a(pe)(s):= ど
n三 a mod pe 

1 
~ (Re(s) > 1). 
nS 

自然数cでpと互いに素であり， 1でないものをとる．このとき mc(x):= B1(x) -

cB1(c―1x)がZPに値をもつp進測度になることが知られている [7,II §5]．このp進

測度皿が以下のように複素 L関数の特殊値と p進L関数の p進積分表示を与える

ことが知られている：

定理 2.2(see [8] or [11] for example)．非負整数m とp進整数sE ZPに対して次の

式が成り立つ

ら(s,wk)=（〈c〉1-sw(cl-1)―l f〈x〉-8W(xl-1dm孔x) (s E Z砂 (2.2)
z; 

〈(-m)= (cl+m -1)―1J臼 dmc(x) (m EN). (2.3) 
Zp 

ただし〈x〉:＝ x/w(x)E 1 + pZPと定義している．

Furusho, Komori, Matsumoto, Tsumuraの4人は式 (2.2)を多重化することでp進

多重L関数を導入した：
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定義 2.3([4, Definition 1.16]). s1,..., Sr E Zp, k1,..., kr E ZとCEZ;に対して，p 

Lp,r(s1,..., Sr; Wk1,..., wkr; c) 

:= Jロニ（叫〈X1+x砂―s知（功＋尋•.．
xr 

・・・〈X1+ ・ ・ ・ + Xr〉-Brw(X1+・・・＋ Xrlrdmc(x1)• • • dm孔叫）

とおく．ここで，積分範囲は以下のように定義される写の部分集合である：

xr := {(x1,...，叩） E写IxぃX1+ X2,..., X1 + ・ ・ ・ + Xr E勾｝．

(2.4) 

注意 2.4.実際には [4]では上記の定義よりも一般化された形でp進多重L関数が導

入されている．

p進多重L関数が次のように複素多重ゼータ関数の特殊値を p進補間することが

知られている ([4,Theorem 2.1, Remark 2.2]): 

Lp,r(-m1,..., -mr; wm1,..., wmr; c) (2.5) 

= （ -1)r+m1十•+mr ｛こ• •．こ □-m,,..., —叫； &,...,€,) 
芍＝1 む＝1
紅 1 豆 1

+（複素ゼータ関数からなるより簡単な項の有限和）｝

ただし右辺の複素関数<r(s1,..,,sr中，．．．ふ）は

(r (6, ・ ・ ・,'r) : = ど
翌翌―n2...翌r-nr-1

n1>…＞nr>O 
n、s1 1 

... n~r 
r 

で定義される Lerch型複素多重ゼータ関数である（北S1,．．．，恥Sr> 1, 6, • • •, ~r は 1

の幕根）．

式 (2.5)はp進L関数を特徴付けていた (2.1)の多重化とみなすことができる．ま

た次の式が成り立つことが式 (2.5)と同様に示せる：

I:・・・ L (r(-m1, • • •, -mr; 6, • • •, ~r) (2.6) 
芍＝1 邸＝1
紐 1 戸 1

= J年 (x1十四）叩．・ • (x1 + ・ ・ ・十ヰ）mrdm凸）・・ • dm式叫）．
写；

これは式 (2.3)の多重化と言える．

2.2 Gossのゼータ関数

素数幕 qを固定し，有限体lFq上の多項式環A:= lFq[0]を考える (0は独立変数）．

環Aを有理整数環zの正標数類似とみなす．多項式環 Aの元でモニックなものの
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集合を A+:={a EA  I aはモニック｝と置く．この集合は自然数の集合Nの類似

物とされている． Aの商体 k:= IFq(0)は有理数体Qの正標数類似で，その完備化

k00 := IFq((l/0)）が実数体Rの類似物である．そして KOOの代数閉包を再び完備化し

た体COO:＝応が複素数体Cの正標数類似物とされている． X00:= <C~ X Zpと置

<. s = (a, t) E X00とnEA十に対し，幕がを adegn(0-degnげで定義する．埋め

込みい→ (Ot,i)でzをXooの部分集合と見倣した時，上の意味での整数幕と通常の

意味での幣数幕が一致することが確かめられる．

Riem皿 nゼータ関数の正標数類似物が次のように定義されている：

定義 2.5([2, 5]). oo進ゼータ関数 (Garlitz-Gossゼータ関数とも呼ばれる）を次の式

で定める：

ただし

心(s)：＝ LSi(s)E <C00 (s E X00) 
i:0:0 

1 
Si(s)：＝区ー・ns 

nEA十 9

degn=i 

正の整数mに対し，（q-l)lmならば

ふ(-m)= 0 (2.7) 

となることが知られている ([5,Theorem 5.3]）．これはRiemannゼータ関数の自明な

零点に対応する現象である．

次に Aの素イデアルに対応する素点を考える多項式環A内のモニック既約多項

式vを一つ選び，その次数を dとする． Av,kvをそれぞれA,kのv進完備化とする．

zd,p := lime→ooZ/（が一l)qde= Z/(qd-l)xZPとおく． s=（び， t)E Xv:= k; xzd,p 

とnE心に対し，幕をが：＝ <,degnがで定義する．埋め込みi→(1, i)でZcXvと

みなすと上記の意味での整数幕と通常の意味での整数幕が一致する ([5]を参照）．

定義 2.6([5, Addendum, Definition 1.1]). v進ゼータ関数 <v(s)(s = (a-, t) E Xv)は

Kバこ値をとるぷ上の関数で次のように定義される：

ただし

sEZであれば，

〈ふ） ：＝L Si(s) E kv, 
i2:0 

si(s)：＝ L ~Ekv ・
nEA+ 
degn=i 
(n,v)=l 

図(s)＝ ｛ふ(s)-V→st-d(s) （i 2 d) E K 

Si(s) (i < d) 
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が成り立つ． v進ゼータ関数がGarlitzゼータ関数の非正整数点での特殊値を次の様

にv進補間することが知られている ([5,Remark 6.5]): 

(v(-s) = (l -V8)心(-s)Ek (s E Z::,o)- (2.8) 

この式は (2.1)の正標数類似である．

Gossはoo進ゼータ関数の特殊値及びv進ゼータ関数の v進積分表示を与えた：

定理 2.7([5, Addendum Theorem 2.1]). mvをAvの極大イデアルとする． aEkハmv

に対して Av上の v進測度μaが存在して

(v(((l，-t)) = 1バμ" (t E Zd,p) 
A;;' 

が成り立つ．さらに (l=1のときには

(oo(-m) = 1.. xm dμ1 (m E応o)
Av 

が成り立つ．

これらの式はそれぞれ式 (2.2)，式 (2.3)の正標数類似とみなせる．

3 負の整数点における特殊値の帰納的公式

(2.9) 

(2.10) 

oo進多重ゼータ関数およびv進多重ゼータ関数の負の整数点における特殊値が帰

納的な公式を満たすことをみる．応用として式 (2.8)の一つの多重化を得る．

3.1 oo進多重ゼータ関数の帰納的公式

定義 3.1([1]). S1 =（五い），．．．， Sr=（匹む） EXooに対し oo進多重ゼータ関数を

次で定める：

(oo(s1,..., Sr)：＝ L s紅い）・・・ Sir(sr) E (Coo・ (3.1) 
i1>・・・ >ir20 

注意 3.2. (1)任意の S1,...,Sr E X00に対して式 (3.1)の右辺が oo進的に収束す

ることが証明できる ([1,§6]を参照）．

(2)非負整数mに対し， iを十分大きくとると Si(-m)= 0となることが確かめら

れる．したがって m1,...,mr が全て非負幣数なら (oo(-m1,..., —叫）は A の

元の有限和になる．

(3) 変数 sい•.． ,Sr が全て正の整数のとき，＜oo(81, ・ ・ ・, Sr)はThakurが導入した

多重ゼータ値([10,§5.10]または [6]を参照）と一致する．
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(4)実際は [1]においてはより一般化された形でoo進多重ゼータ関数が定義されて

いる．

次に， oo進多重ゼータ関数の負の整数点での特殊値が帰納的な関係式を満たすこ

とを確認する．

(<d(m1, ・..，叫） ：＝ L si1（四）・・ • Sir(mr) Ek 
d>i1>…＞ir;:>O 

とおく．

定理 3.3([9, Theorem 3.7]）．非負整数m1,...,mr E N：：：。に対し，

心(-mi'...'-mr)

= <＜d(-m1, ．．．，—叫） ＋文{〈<d(-ml+1,．．．,-mr) と (-1)lvm+＋al 

l=l I.. 0年 <mj
(q-l)l(mj―%） 

(1望 l)

・〈＜d(m-加）・・・ <<d佃一加）・(:;)---(:') C-(-a,,...，→  ｝ 
が成り立っ．ただし，ある jで四＝ 0の場合には式中の和

は空和である．

こo:c;aj<mj 
(q-l)l(mj―町）

(1三Jさl)

証明の概略）．簡単のために r=3の場合のみ考える．次のように和を分割する：

(oo(-m1, -m2, —叫）＝ ど と 帽 吋 誓 (3.2) 
i1>ゆ＞稔：：：0degnj＝巧，njEA+

＝｛ と ＋ と ＋ と ＋ こ ｝ ~,,n炉帽誓·
d>i1>i2>i3 れ：：：d>i2>ら i1＞が2：：：d>i3 釘＞i2>匂：：：d)degnj=ij, 

巧 EA+

ここでは 3番目の和のみを扱う． 3番目の和は次のように計算できる：

n>互93(de:3予＋％ n';'青噂3) ＝く<d(—叫） 91~>d(de:3予：3n`2)  

各n1,n2をvで割った商 hぃ加と余り CY1,CY2で表して

= (<d(—叫）と と （成＋ a1)m1（叫＋叫叩

紅＞i企 dI deghj=ij-d, 
朽EA+
degaj<d 
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化を hj-dで取り替えて

= (<d(—叩） ~::>oi区 (vh1+ a1)叫 v加＋叫匹
i1 >i2 ::>O I deg朽＝iJ

朽EA+
degaj<d 

二項展開を行うと

= (<d(—叫）とこ区（叫）叫叫）叫や―a1a炉―a2
叫叫

tl>尼 Od芯訂謬拿； （a1) （a2) 
degaj<d 

応~m1vai +a2 (:J (:22) i1 ~;:o:o de~ど％砕h罰炉―a1a炉―a2= (<d(—叩） L va1+a2 

0年 :;;m2 朽EA+
degaj<d 

ここでこ a゚ ＝こ 1 d 'L..,degaj<d ~j - L..,degaj<d = qd = Qが成り立つことから

= （＜d(—叩）腐苔悶研1+a2(：：）（：：） ilご＞odd喜；砕h； 誓 疇2四

= (<d(—叩）~-- va1+a2に）（m2)(oo(-a1,―四）と勾―a1a炉―a2

0'.oa1<m1 
a1 J ¥ a2 degaj<d 

0'.oa2<m2 

忍<~1 Va1 +a2 (:11)（：：）(oo(-a1,遍）= (<d(—叩） L va1+a2 

0年 <m2

・ <<d伽—叫）こ f四―a1, く＜d（四—四） L i;i2-a2 

心 f2EIF：：

= (<d(—四） 0:こ研1→(：：）（：：）ふ(-a1,-a2)(<d(a1 -mぷ<d(a2 —匹）．
0'.o叩 <m2

(q-l)l(m1 -a1) 
(q-l)l(m2-a2) 

ただし最後の等号は，正の整数mに対して

互ド＝｛。ー1
(q -l)lm 

(q-l)tm 

が成り立つことから従う．和の分割 (3.2)における他の部分も同様に計算できる．

ロ
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3.2 V進多重ゼータ関数の帰納的公式と応用

定義 3.4([1, §6]). 81 =（び1,t1),...,Sr=（びr,tr) Eふに対し， v進多重ゼータ関

数を次のように定義する：

心(sじ．．．， Sr)：＝ 区 況 (s1)・・・況(sr)E kv. (3.3) 
紅＞…＞ir:;:>O

注意 3.5. (1)任意の S1,...,Sr E Xvに対して（3.3)の右辺がv進的に収束するこ

とが確かめられる ([1,§6]を参照）．

(2)非負整数m に対して，十分大きい iでsi(-m)= oとなることが知られてい

る．よって m1,...'mrが全て非負整数ならふ(-m1,...,-mr) E Aとなる．

(3)もしS1,...,Sr ENであれば，特殊値心(S1'...'Sr)はThakurの(interpolated)

v進多重ゼータ値 ([10,§5.10]）と一致する（［10]）．しかし ChangとMishibaに

よって研究されている v進多重ゼータ値([3]）とは異なる対象である．

(4)実際には [1]においてはより一般化された形で v進多重ゼータ関数が定義され

ている．

次はv進多璽ゼータ関数の負の整数点での特殊値も帰納的な関係式を満たすこと

を確認する．

定理 3.6([9, Theorem 4.4]）．非負整数m1,...'mrに対し，

(v(-m1,..., -mr) 

= ＜<d(-m1, ．．．，—匹）＋苫{〈<d(-ml+1,．．．， -mr) 区 (-1)lva叶十al
疇 3mj

(q-l)l(mj―%) 
(1霙 l)

•〈<d(al —加）・・・ <<d(al -mリ・(:;) (:').〈-(-a,_.., -a,)} 

が成り立つ．

各 aJの動く範囲が定理3.3の右辺と異なっている点に注意する．

証明の概略）．再びr=3として考える．

(v(-m1, -m2, —叫）＝区 L n『帽噂3

i1>i2>i32'.0 degnj=ij, 
巧 EA+
(nj,v)=l 

＝｛ど＋~»,+,,>~»., +,,>~｝と年年心d>i1>む＞紹 i12'.d>i2>i3 i1 >i22'.d>i3 i1>む＞i32'.d)degnj=iか
巧 EA+
(nj, v)=l 
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と和を分解できる． 3番目の和を以下のように計算できる：

~>ia I deg~ 年帽雪3i1>i2~d>i3 I deg巧＝ij,
= (<d(-m3) i1~2'.d Iと炉n炉

i1>i立 dI deg巧＝iか
巧 EA+
(nj, v)=l 

巧 EA+
(nj,v)=l 

= (<d(—叩）こ L (v九十 a1r1(V加＋叫叩
i1>i22'.d I deg朽＝ij-d,

朽EA+
。：：：degaj<d

（ここで， 0三degaJから aj# 0となっており， aJの動く範囲が定理 3.1の証明と

異なっている）

=〈a(—叫）こ I: (v柘＋叫叫叫＋m）四
i1>i企 0I deg h戸 J

撃 A+
0:<'.degaj<d 

=〈<d(—叫）とと区（叫）叫v加）叫炉―a1a;i2-a2 m1 匹

,,>望Od▽訂’隠悶喜悶； a2 (a1) （a2) 

0:<'.degaj<d 

= (<d(—叩）~-· va1+a2に）（m2） と区砕h空a炉―a1a炉―a2

0<a区 m1
a1 位

_ ＿ il>i立 0deg hj=iか
応 2:<'.m2 hjEA+ 

0:<'.degaj<d 

=〈＜d(—叩）：1 va1+a2 (:J（：:）心(-aぃ一位）と年―a1a炉―a2

0:<'.degaj<d 
O:<'.a2:<'.m2 

=〈<d(—叫） L va1+a2 
m1 匹

V し）し）〈oo(-a1,-a2) 

O:<'.a1:<'.m1 
知 2:<'.m2

. (<d佃—叫）こ f炉―a1. (<d（四—匹） Lf炉―a2
詞 q 鱗 !Fq

= (<d(—叫） 0:<'.苔~1 Va1+a2 (:J (:22)〈oo(-a1,-a心 (a1-m叫(a2 —匹）
O:<'.a2:<'.m2 

(q-l)l(m1 -a1) 
(q-l)l(m,-a2) 
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最後の等式は非負整数mに対して

芦E=｛。-1
(q -l)lm, m > 0 

(q -1) f m or m = 0 
(3.4) 

が成り立つことを用いて示せる．

定理3.3と定理3.6を比較して次が得られる：

定理 3.7([9, Theorem 4.6]). m1,..., mr EN::,。に対して次が成り立つ：

(v(-m1,,,,, —加）ー (oo(-m1,,,,, —叫）

＝ 文{(<d(-ml+1,．．．， -mr) と (-1)lvm+ • +aい（a,-叫）・・・

l=O l 0:'::ai'.'omi 
(q-l)l(mj―aj) 

(l:'::j:'::l) 
炉叫 forsome j 

...く<d(al―四）・(::)・.(：:）心(-a19 9 →} 
この式は式 (2.8)の多重化，式 (2.5)の正標数類似とみなせる．

4 積分表示

口

この節では oo進多重ゼータ関数の特殊値及びv進多重ゼータ関数の積分表示を考

える．応用としてv進多重ゼータ関数の特殊値が満たすKummer型の合同式を得る．

4.1 測度の構成

この小節では正標数の多重ゼータ関数の積分表示を与える Avの直積空間上のv進

測度を構成する．局所環ふの極大イデアルを mvと書く．

定義 4.1([9, Defintion 3.4]）．匹．．．， arE kv ¥皿に対して Avに値をもつ Av上の

測度μ = μ61，西を次のように定義する：自然数e1,...'erとAの元a1,...'Urに

対し，

μ((a1,...，叫＋叫 X ・・・ X 叫） ：＝ L (#X;l,…，9r) 0戸．．． a;尺
r乗直積

91>・・・＞％

ここで

Xii,…,ir := {(n1, ・ ・ ・, nr) EA~ I deg巧＝ ij, 巧＝ ajmodm~J for j = 1,...,r}. 
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r=lの場合は，上記の測度は Gossによる積分表示（定理2.7)で現れた測度と一

致する．

補題 4.2.e ENを固定し， a1,...,Ctr E Aをdega1,..., deg① <deg研＝ deとな

るようにとる．このときコンパクト開集合 (a1,...,ar) +m~ x ・ ・ ・ x m~ は次のよう

r乗頂積

に計算できる：

{1) dega1 > ・ ・ ・ > degarかつ 0:1,・ ・ ・, O:r E上であれば

µ((0:1,... ，年）＋叫 X···X叫）＝ er~deg 0<1... er; deg <>r +er 1de er;-deg 0<2... er; deg <>r. 

(2) (0:1,...，叫）が以下の条件を満たすとする ．． 

• deg0:2 > ・ ・ ・ > deg0:r, 

• Cl:2, • • •, Cl:r E A十9

• deg 0:1 :S deg 0:2もしくは 0:1EA¥ A十9

このとき，

μ((0:1, ...，叫＋ m~ x • • • x m~) =(J1de(J2dega2・・・ (J;degar.

(3)その他の場合は

μ((a1,...，叫＋叫 X ・・・ X叫） ＝0. 

証明の概略）．ケース（1)を考える．集合 Xれ，．．，irの定義から Xaega1,…，deg°'r = { (a1, 

．．．，叫｝と Xde,dega2,...,dega,= {(a1 +炉， a2,...，叫｝がわかる．また deミ釘＞

．．．＞ ％でありさらに (i1,•.., ir)が {(a1,,,,,ar)}とも {(a1+炉， a2,...'年）｝と

も等しくない場合は xi1,…,irが空集合となる．もし釘＞ deであれば，集合xi1,…ふ

はC(（n1,...,nr)) := {(n1 + f訊．．．， nr)IJE凡｝という形の部分集合の非交

和となる．各 C((n1,...,nr)）は丁度 q個の元からなるので ql(#Xi1,..,,ir)，つまり

#X紅，．．．，ir= 0 E凡がわかる．したがって，

μ((a1,...,年） ＋叫 X..・ X叫）

:= L (#Xii,…,ir) (J'li1 ・ ・ ・，叩玉

i1>…>%• 

＝び~dega1... び;deg<>r + 0'1de(J';-dega2... (J';dega八

ケース (2)では， Xde,dega2,…,degar=｛伽＋炉， a2,...，叫｝となり，また de2'. 
釘＞．．．＞ ％かつ (i1,...,ir) #-(de, dega2,..., deg年）ならばX;l,…，ir= 0となる

ことがわかるもし釘＞ deであればql(#Xi1,…，ir)となることが上と同様に示せる

ので，

μ((a1,..., ar) + m~ x ・ ・ ・ x m~) 



157

L (#Xil,・・・,ir)臼．．．，び戸
z1>…>Zr 

= 0 
-de_-dega2 

(52 - -... (5 
-degar 

1 r ・ 

その他の場合は任意の de2釘＞．．．＞ ％に対し xi1,…,ir= 0となるから

μ((a1,..., ar) + m~ X ・ ・ ・ X叫） ＝0. 

口

4.2 積分表示の証明

次の定理は Gossによる積分表示 (2.10)の多重化であり，（2.6)の正標数類似であ

ると言える．

定理 4.3([9, Theorem 3.7]). m1,...，叫 EZ~。に対し次が成り立つ．

ふ(-mi,...' —叫） ＝ J年・..x;:ir dμl,..., 1. 
A~ 

証明の概略）．簡単のために r=3とする．積分を以下のように計算できる：

J年 x炉x炉dμl,1, 1 

A~ 

= lim〉 0『賃噂3μ((a1心 2叫）＋叫 xm~ x m~ 
e→OO 

） 
句 <de

=lim<2 
e→OO こde>deg n 1 >deg n2 >deg n3 

n1,n2,n3EA+ 

m1 叩 m3
叫 巧 巧＋ こde>deg n2>deg n3 

n2,n3EA+ 
de>degn1 

degn1:S:degn2 or n1EA¥A+ 

ml m2 m3 
nl n2 n3 

3
 

m
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n
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m
2
 

n
 

ーm
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n
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い
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＞
 

e
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｛
 

moo 

i
↓
 

e
 

一＝
 

+[ L 吋 帽 匂 ＋
de>degn1>degn2>degn3 

n1, n2, n3EA+ 
とde>deg n2 >deg n3 

n2,n3EA+ 
de>degn1 

deg n1 :Sdeg n2 or n1 EA ¥A+ 

炉帽帽］｝

= lim 
e→OO こde>degn1>degn2>deg n3 

n1,n2,n3EA+ 

ml m2 m3 
叫 巧巧＋ こde>deg n2 >deg n3 

n2,n3EA+ 
de>degn1 

ml m2 m3 m n2 n3 
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= (oo(-m1, -m2, —叫） ＋〈oo(-m2,-m3応(-加）と f加

fEIFq 

= (oo(-m1, -m2, —叫）．

（最後の等号は式 (2.7)と式 (3.4)から従う．）

ロ

また，次のようにv進多重ゼータ関数がv進積分表示を持つことも証明できる．定

理4.3では負の整数点における特殊値のみ言及されていたが，次の定理では v進多

重ゼータ関数そのものがv進積分により表されている：

定理 4.4([9, Theorem 3.8]). ti,..., tr E zd,p と吐•.． ,ur E kv ¥ mvに対して，

“伍，—t1),.. ·,（四—tr) ） ＝ J x『...咋 dμ"l,…，叶
(A;)" 

が成り立つ．

この式はGossによる積分表示（2.9)の多重化と見倣せる．また式 (2.4)の正標数類

似であると言える．

4.3 Kummer型の合同式

この小節ではv進多重ゼータ関数の v進積分表示を用いて v進多甫ゼータ関数の

特殊値がKummer型の合同式（定理4.6)を満たすことを示す．

補題 4.5.自然数eをとり，整数m,l E Zをm =l手0mod（が一 1)q(e-l)dとなる

ように選ぶこの時 xm=Xl mod叫が全ての xEAハ皿に対して成り立つ．

この補題は＃（Av/m~f = #(A/m~f = (qd-l)q(e-l)dであることから直ちに従う．

定理 4.6([9, Theorem 3.10]）．インデックス (m1,...,mふ(li,...,lr) E zrで全て

の 1さiさrでmi三 li羊0 mod（が一 1)q(e-l)dを満たすものをとると次の合同式

が成り立つ：

心(m1,...，叫）＝ ＜v(li,..., Zr) mod m~. 

この合同式は [4,Theorem 2.10]の正標数類似とみなせる．

証明の概略）．補題 4.5 から xや •··X匹― x『..•咋は常に叫に入る．測度µがAv に
値を持っているので

J (x炉・• •x~r ー xil... 咋） dµ Em~, 
(Av¥mvJr 

と計算できる． ロ
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