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Youngのゼータ関数と多重ゼータ値について
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ふ(s,a)：＝ど
oo 凡(m,j;r)

m!(m + a)• 
m=J 

sj,r(k + 1, 1-t) = sk,t(j + 1, 1-r) 

(1.1) 

(1.2) 

を満たすことを示した．ここで， R1(m,j;r)は重み付きの Stirling数である（詳細は後述

するが， Youngとは重み付き Stirling数の定義が若干異なる．そのため，（1.1)もYoungの

元々の定義とはスタイルが異なる）．また， Youngはsj,rが多重Bernoulli数と類似した性

質を持つことも指摘している．この Youngによる考察をよく理解するために，まずは多重

Bernoulli数についてまとめよう

多重 Bernoulli 数 Bik)'C炉は，ポリログ Lik(x) ：＝冗~=1 炉／州 (k E Z, lzl < 1)を用い

てBernoulli数を拡張したものであり，それぞれ
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n=O 

で定義される（金子 [7]，荒川・金子 [2]）．実際， k=lのときは Lii(x)= -log(l-x)より，

上式の左辺はいずれも Bernoulli数の母関数

tet c 
B 

et -1 ＝ L~t叫n! 
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となるため，多重Bernoulli数がBernoulli数の拡張となっていることがわかる (B1=-Ci= 

1/2, Bn = Cn (n E Z2:o ¥ {1}））．この 2種類の多重Bernoulli数は同種の性質を有しており

(cf. [7, 3, 1, 8]），ここでは sj,rとの対応を見るために，以下の 2つに着目する：
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(i)明示式：

砂
n (-1)mm!｛:} 

~k) = (-1)れと (m+1)K ' 
m=O 

C~k) = (-1)nL 
n (-mm!｛:++｛｝ 

m=O 
(m+l)k. 

ここでに｝は第2種Stirling数 (unsigned)である．

(ii)双対公式： k,nE Z2:o 

B~-k) = Bk-n), 

c~—k-1) = Ck-n-1)_ 

(1.3a) 

(1.3b) 

(1.4a) 

(1.4b) 

この 2つの多重 Bernoulli数を統一的に扱える枠組みとして，次に述べる 2変数の“多重

Bernoulli多項式”B炉(y,a)，および“重み付き Stirling数’がある．

定義 1.1(2変数の多重Bernoulli多項式 (cf.Young [13])). 2変数の多重Bernoulli多項式

B炉(y,a)を次で定義する：

ここで，

Bn(y,a) 
(k) 

e(y-l)t1>(1 -e―t,k,a) = L n! t匹
n::>。

<I>(z, s, a)：＝区 z 

(m + a)• z 
m =¥： zm+1 

(m+a)•· 
mミ0 m20 

母関数より， B炉(1,1) = BAk), B炉(0,1) = C炉がわかる．通常， a= lの場合を多

重 Bernoulli多項式と呼んでおり， B炉(y)と表す（ここでは大野・若林 [10]による多重

Bernoulli多項式の表示を用いるが， B炉(1-y)を多重Bernoulli多項式と定義する場合も

ある ([6]））．後述するが，この追加されたパラメータ aが双対公式を考える上ではとても重

要な要素となる．また， Young[13]の定義とはパラメータ yの取り方を変えているこれ

は，後述する B炉(y,a)の双対公式を綺麗に表現するためである．

定義 1.2（重み付き Stirling数 (Garlitz[5]））．第1種，第2種の重み付き Stirling数凡(n,k；入），

R(n,k；入）を次で定義する：

(1-x) 
—入(- log(1 -X)）k X” 

= LR1(n,k,,\)~ 
K! 

n2:k 
n! 

入x(ex-l)k 炉
e 

K! 
＝LR(n,k，入）一・~--,-,--,··1n! 

， (1.5a) 

(1.5b) 
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Garlitz [5]は，ある種の“重み’'の概念を導入して Stirling数を拡張する中で上記の Rぃ

Rを導入しており，最初から (1.5)のような母関数で導入していたわけではないことに注

意されたいまた，この重み付き Stirling数は， Broder[4]によって導入されたr-Stirling数

と同じものである（入＝ rE Z~1)．従来の Stirling 数との対応関係は，

凡(n,k;O)= [~], R(n,k;O) = {~}, 

凡(n,k;l)= [~:~], R(n,k;l) = {~:~} 

となっている． Youngは，これらを用いることで次を示している：

定理 1.3(Young [13]). (i)明示式：

B炉(y,a)= (-1)”と”(-1)mm!R(n,m; 1-y)． 

m=O 
(m + a)k 

(ii)双対公式： n,kE Z=:c:o, 

B~—kl(y, a)= Btn¥a, y). 

(1.6) 

(1.7) 

多重Bernoulli数の明示式双対公式と上定理との対応関係を見ていこう．明示式に関し

ては，（1.3)における Stirling数の部分の差異が，重み付き Stirling数によって統一化されて

いるまた双対公式は， 1変数の多重Bernoulli多項式B炉(y)では， n⇔ “yの多項式とし

ての次数＇という対応であるため，パラメータ yだけではn⇔ Kの双対的関係が自然には

望めないところに，新たなパラメータ aを追加することで n⇔ k, y⇔ aという綺麗な双

対性を実現している．しかしながら，この双対公式 (1.7)から，従来の多重 Bernoulli数の

双対性を直接的に導出することは簡単ではないようである．例えば， C型の多重Bernoulli

数の双対公式 (1.4b)を(1.7)から導こうとすると，

Bi-kl(o, 1) = Bi呵）（1,0)

の左辺は d-k)そのものであるが，右辺がCに『―1)であるとすぐにわかるだろうか．新たな

パラメータ aを追加したことによって， aヂ1のときの多重Bernoulli多項式B炉(y,a)と，

従来の 1変数の多重Bernoulli数B炉(y)の関係とりわけ双対公式を“すっきりと’'理解で

きるような関係を構築する必要が出てきたと言える．その方法を知りたいというのが，筆

者がYoungの研究に興味を抱くきっかけの一つであった実際に，この双対公式から C型

の多重Bernoulli数の双対公式を“すっきりど＇導く方法がある．

次に，（1.1),(1.2)と(1.6),(1.7)をそれぞれ見比べてみようそうすると，これらが同じ

構造を持っていることがわかる． Youngが導入した関数sj,rからは多重ゼータ値との関係

が全く感じられないが，よくよく観察すると，驚くことに多重ゼータ値と深く関係する多

重Bernoulli数のアナロジーになっているのであるとなれば， sj,rをもっと詳しく解析し

たくなる．本稿の目的は，我々がよく知っている多重ゼータ関数の枠組みで，この不思議

な関数 sj,rを理解することである．次節以降では， Youngが導入した関数のココロを紐解

きとりわけ心の双対性が多重ゼータ値の双対性とどういう関係にあるのかを議論する

ことにする．
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2 Youngの関数

Youngは， Barnesゼータ関数

00 
(r(s, a)：＝区 1 

(a十 陀 ＋ ・・・+nふ
（況(s)> r，況（a)>0) 

n,,...,nr=O 

のバこついての導関数として冒頭の関数 (1.1)の導人に至っている ([12]）．ここで， rは何

重級数なのかを表しているため，積分表示

(r(s, a)= ffi) 100 ts-1~—at 
r(s) 。（1-e-t)r 

dt 

を通じて rについての導関数を導人している：

1 / 8 ¥j 
ふ（s,a):= Ifに） ＜r(s, a). 

さて， Youngがどのように関数sj,rを導入したのかを見た上で， sj,rを我々がよく知っ

ている言葉に翻訳していこうまずは，多重ポリログを導入する：

z 叫

Lik1,…，kr(z)：＝区 kl k. 
m ... m~r 

O<m1<…＜mr 1 r 

特に， Li{ly(z):= Li1,...,1(z) = (-log(l -z)Y/T"lに注意する．多重ポリログを使って，
ヽ

心を次のように書き換えてみる：

sJ,r(s, r) ＝ 1 JOOが―le―at(-log(1 -e―t)）J dt 
r(s) 。 j!(l-e-t)r 

= 1 JOO ts-1e―atLi{1}3 (e―t) dt. 
「(s)。（1-e-t)r 

この表示により，（1.1)ではよくわからなかった sj,rは，実は多重ゼータ関数の積分表示

([2]) 

(r(k1,..., kr-1, s) = ~ 100ザ―lLih,…，Kr-1 (e―t) dt 
r(s) 。 が一 1

と同種の構造を持つ関数なのであって，多重ゼータ関数の枠組みで扱って然るべき対象だ

ということがわかる．であれば，次は sj,rの双対性が多重ゼータ値の双対性とどういう対

応関係にあるのかは気になるところである．次節では， S江の受け皿となる多重ゼータ関

数を導入し，その多重ゼータ関数の性質から S虹の双対性が従来の多重ゼータ値でどのよ

うに表現できるのかを議論する．
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3 多重ゼータ関数

まず，従来の多重ゼータ関数((s1,...,sr)についてまとめておく．これは，

(（s1,．．．， Sr) ： ＝ こ
1 

m S1 
0＜叫く…＜叫 1 

..,m的
r 

で定義され，領域

{ (81,..., Sr) E cc,r 苫況Sr-i+I> j (j = 1,..., r)} 

で絶対収束する ([9]）．次に多重ゼータ関数と Barnesゼータ関数をミックスしたような多

重ゼータ関数を導入しよう．

定義 3.1．変数s;,sEC(i=l,...,j),aE良>-Jに対して，

知 (s1,...,sj;s,a)：＝と 1 

叫1...的（a+四＋n1+・・・＋叫s.
O<m1<…＜mj 
n1,...,nr:C:O 

実際に，＜o,r(0;s, a) := (r(s, a) (Barnesゼータ関数），

ら，o （sじ•.., Sj; S, 0) =〈（sい•.．， Sj-1, Sj + s), 
ら，1(s1,...,Sj; S, 1) =く（S1,••·,Sj,S)

(3.1) 

となり，多重ゼータ閃数と Barnesゼータ関数の両方を内包していることがわかる．また，

知は多重Hurwitzゼータ関数を特殊化した関数としてみなすことも可能であるため，領域

｛ (s1,..., Sj, s) E (Ci+l 苫況Sj-t+l+況s> r + t (t = 0, 1,..., j)} 

で絶対収束する ([9]).

この多重ゼータ関数は，以下のような積分表示をもつ：

定理 3.2（佐々 木 [11]).(k1,..., ki) EN八況(s)> r, a> -jに対して，

知(k1,...,kj; s, a)=~ 100 ts-l~—~ Lik,,...,kj(e―t) dt. 
r(s)。（1-e-t)r 

したがって， Youngが導入した関数はら，T の特別な場合

sj,r(s, a)＝知({1}五s,a) (rEZ:2'.0) 

として理解され，特に双対性 (1.2)は，以下のように表現できる：



165

定理 3.3（双対性 (Young[13]，佐々木 [11])).j, k, a, r E Z：：：゚， j+ l > a, k + l > rに対

して，

知({1}五k+ l, 1-a)= (k,a({l}¥j + 1, 1-r). 

多重ゼータ関数 (3.1)の観点から Youngの双対公式を見直すと，多重ゼータ部分の深さ

とBarnesゼータ部分の（ある種の）重さの双対性を表現していると捉えることができるだ

ろう．次に，この双対性が従来の多重ゼータ値の双対性とどのような対応関係にあるのか，

実際に知を多重ゼータ値で書き表して見てみよう．詳細は割愛するが，ら，rの反復積分表

示などを使って計算することで，以下のような多重ゼータ値での表示を得ることができる．

例 3.4. (i) a= l, r = 0のとき：

く({1}i-1, k + 2) = (({1}尺j+ 1). 

この場合は，高さ 1の多重ゼータ値の双対公式を表している．

(ii) a= r = lのとき：

く({1 }i-l, k + 2) + (({ 1 }i, k + l) = (({ 1} k-l, j + 2)＋く({1}¥j+ 1). 

この場合は高さ 1の多重ゼータ値の双対公式の和を表している．

(iii) r =a= 0のとき：

喜(p;q) (({1p-q-1, k -p + l)＝立(p;q)(({l}k-q-l,j-p+1) 

この場合も高さ 1の多重ゼータ値の双対公式の和を表しているが， a=r=lの場

合と違って，両辺とも重さが異なる多重ゼータ値の和となっていることに注意され

たい

(iv) r =a= 2のとき：

く({l}i,0, k + 1) + (({l}i, k + 1) + (-lt〈({l}i-2,2)
k-l 

＋ど(-l)P{(({l}i-1,k+ 1-p)＋(({l}i-2,k+2-p)} 
p=O 

＝く({1}¥0,j+ 1) +く（｛1}¥j+ 1) + (-l)iく({l}k-2,2)
J-1 

+ L(-l)P{ (({l}k-1,j + 1-p) + (({l}k-2,j + 2-p)} 
p=O 

この場合は，両辺の先頭項にインデックスに0を含んだ多重ゼータ値がいることに注

目されたいこれらは絶対収束領域における多重ゼータ関数の特殊値であるが，従来

の多重ゼータ値の双対性の枠組みには含まれていない対象である．

以上の例から， Youngが見出した双対性は，重さの異なる多菫ゼータ値の和であったり，

インデックスに 0を含んだ多重ゼータ値などの双対性を表していると捉えられるのだろう．
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4 終わりに

最後に，知(k;s, a)について述べる．関数ら，r(k;s, a)の導入は， Youngの関数sj,rの受け

皿としての役割を担っていたが， sj,rの双対性の証明にも有効性を発揮する．実際に，＜虹

の積分表示で変数変換を通じて証明することができる．また，荒川・金子 [2]によって導

入されたゼータ関数

1 
((k1...,kr;s) := ~ 1 00 _,_s-1 Lik1,..,,kr (1 -e―t) 

t dt 
r(s)。 1-e-t 

が多重ゼータ値の研究で重要な役割を担ったように，今回新たに導入した多重ゼータ関数

知は，荒川・金子のゼータ関数の類似物

知 (k1,...,kr; s, a):=~ 100 ts-I~—at Li柘，，kc(l-e―t)dt 
r(s) 。（1-e-ty 

への興味を自然に抱かせるこの関数についてもすでにいろいろ計算しており，実際に荒

川・金子のゼータ関数と同種の性質を満たすことが確認できている．
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