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前田瞬

ある種の山辺ソリトンとその一般化に対する

分類について

（千菓大学教育学部数学科）＊1

Shun Maeta (Department of Mathematics, Faculty of Education, Chiba University) 

概要

R. S. Hamiltonは 1980年代に山辺フローの概念を導入した．勾配山辺ソリ

トンはこの自己相似解として現れる．勾配山辺ソリトンは田代らにより研究

されてきたconcircularfieldをもつリーマン多様休の特別なものと見ること

ができる．本要約では，非自明な concircularfieldをもつ 3次元完備リーマ

ン多様体の分類，特に，非自明な 3次元完備勾配山辺ソリトンの分類を紹介

する．また，部分多様体としてのある種の山辺ソリトンの一般化に対して得

られた結果を述べる．

本要約において，（M,g)とはリーマン多様体を表す．

1.山辺ソリトンについて

まずは，山辺ソリトンの定義を述べる．

定義 1.1([12]). M上の完備ベクトル場X, 入€股に対して，

1 
Rg+ -£xg ＝入g

2 

を満たすとき，（M,g,X)を山辺ソリトンと呼ぶここで， RはM のスカラー曲率， £xg

はgのX によるリー微分を表す．入＞ 0, = 0, < 0となるとき，縮小，安定，拡大と

いう． M 上の滑らかな関数Fを用いて， X ＝―▽F,すなわち，

Rg―▽▽F＝入g

となるとき，（M,g,F)を勾配山辺ソリトンという． Fが定数のとき，山辺ソリトンは

自明であるという．

山辺ソリトンはリッチソリトンと類似の方程式である．

定義 1.2([11]). M上の完備ベクトル場x,入E股に対して，

1 
Ric+ -£xg ＝入g

2 

を満たすとき，（M,g,X)をリッチソリトンと呼ぶここで， RicはM のリッチテンソ

ルを表す．入＞ 0, = 0, < 0となるとき，縮小，安定，拡大という． M 上の滑らかな

関数Fを用いて， X ＝―▽F,すなわち，

Ric-V▽F=入g
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となるとき，（M,g,F)を勾配リッチソリトンという． Fが定数のとき， リッチソリト

ンは自明であるという．

リッチソリトンにおいて，最も重要な問題の 1つに次の予想がある．

予想 1.3(Perelman [17]）．正曲率をもつ3次元完備 K,非崩壊安定勾配リッチソリトンは

回転対称（すなわち， Bryantソリトン）になるだろう．

この予想は多くの研究者により数々の研究結果が与えられたが，最終的に Brendle[2] 

により肯定的に解決された．山辺ソリトンにおける Perelman予想と類似の問題をはじめ

に考えたのは DaskalopoulosとSesumである．その後， Catino-Mantegazza-Mazzieri, 

Cao-Sun-Zhangにより研究が進められた．

定理 1.4(Daskalopoulos-Sesum [9]）．正の断面曲率をもつ局所共形平坦完備勾配山辺

ソリトンは回転対称である．

定理 1.5(Catino-Mantegazza-Mazzieri [7]）．非正リッチテンソルを持つ完備勾配山辺

ソリトンで， リッチテンソルがある 1点で正であるとすると，回転対称である．

定理 1.6(Cao-Sun-Zhang [6]）．正のスカラー曲率をもつ局所共形平坦完備勾配山辺ソ

リトンは回転対称である．

注意 1.7.なお，コンパクト勾配山辺ソリトンは自明なものしかないことが知られてい

る ([13]).

2．山辺ソリトンの一般化

山辺ソリトンの一般化は数多く知られている：

1. almost山辺ソリトン (Barbosa-Ribeiro[1]) 

2. 勾配 K—山辺ソリトン (Catino-Mantegazza-Mazzieri [7]) 

3. h-almost勾配山辺ソリトン (Zeng[20]) 

これらの方程式を全て含む形での一般化は Catino-Mantegazza-Mazzieriにより与えら

れた．

定義 2.1(Catino-Mantegazza-Mazzieri [7]). F, cpをM上の滑らかな関数とする．（M,g,F,cp)

が勾配共形ソリトンであるとは次を満たすときをいう．

四＝ ▽VF. 

勾配共形ソリトンは田代 [19],Cheeger-Colding [5]により研究されていた．特に，田

代は次の分類を与えている．

定理 2.2(Tashiro [19]）．完備勾配共形ソリトン (M,g,F,-kF+b),(k,bE賊）は次の

5つのみである．

1直積股 xN,ここで， Nは(n-1)次元完備リーマン多様体，

2 lE叫

3 0もしくは負の梨の擬双曲空間，
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4 IHI凡

5 Sり

著者は非自明な完備勾配共形ソリトンの分類定理を与えた．

定理 2.3([16])．非自明な完備勾配共形ソリトン (M叫g,F平）

r.pg＝▽▽F 

は次のいずれかとなる．

(1)コンパクトかつ回転対称，

(2)回転対称であり，次のワープ積となる：

([O,oo),d芦） x|▽F| (S正 1,Os)，

(3)次のワープ積となる：

（股，d戸） x|▽Fl (Nn-l'g)' 

かつ次を満たす

I▽Fl2 R = R-(n -l)(n -2)沃ー2(n-l)g（▽F，▽r.p). 

この定理を証明するために，次の補題を示す．

補題 2.4([16]). (M, g, F平）を完備勾配共形ソリトンとする． ~c = p-l(c)を正則レ

ベル面とすると，次が成立する．

(1) I▽Fl, r.pは江 J::定数である．

(2)江の第二某本形式はBゅ＝芍詞gabとかける．

(3)平均曲率 H= (n-l)芍祠は ~c 上定数となる．

(4) F が臨界点を取らないような ~c の任意の近傍 F-1( （a,f3)）において，

g=記＋
(F'(r))2 

(F'(ro)) 29ro• 

ここで，恥＝ gゅ(ro,x)d研d砂は刃e 上の誘導計量で，（x叫・・・，研）は ~c の局所座標

系である．

「補題の証明の概略」

c。を F の正則値， ~c。 =p-1(ea), 1(3 co)をUI= F-1(I) （C江。）内でFが臨界点を

持たない区間とする．このとき，

g = 1 1 
IVFl2 

叩＋恥。＝ 叩＋gゅ(F,x)dxadxb. 
IVFl2 

ここで，

▽(lv'Fl2) = 2▽▽F▽F=2四g（▽F,・). 
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r=f ~とおくと，次を得る．

g=記＋gゅ(r,x)d呼d砂，

▽F = F'(r凰(=F'(r)切．

また，一般性を失うことなく， F'>0としてよい．ソリトン方程式より

F"(r)＝ 伶

であるので，ゃは江上で定数である． F-1(co)における部分多様体の知識より

Bab= 
F"(r). r.p 

9ab = 
F'(r) 

9ab 
F’(r) 

なので， H= (n-l)両可は定数となる．また，第2基本形式は

1 
Bゅ＝ g（乳ーV泣砂＝—819ab

2 

とかける．以上より，

従って，

81gゅ＝ 2 
F"(r) 

F'(r) 
gab• 

gゅ(r,x) =（［塁。）））2如 (ro,x).

ロ
この補題を用いて定理2.3を証明する．

「定理2.3の証明の概略」

N = p-1(eo), g = (F'(ro))-2弘。とおく．このとき，補題の議論より起こりうるのは

次の 3つである．

(1) I= [a。9(3o]で， F'(a0)= F'((3o) = 0, 

(2) I= [O, oo)で F'(O)= 0, 

(3) I=(-00,00). 

(1)のとき：

コンパクトかつ回転対称であることが知られている．

(2)のとき：

Fはただ lつの臨界点ぉ。を持つので， r(x) = dist(x,x0)．よって， ~c = {F(x) = c}竺

sn-l (xo)となる．

(3) I = (-oo, oo）のとき：

a, b, c, d = 2, 3, • • •, nに対して次を得る．

Rtalb = -F'F"'gab, R1abc = 0, 

R岬＝（F')2Rabcd + (F'F”戸(gad如ー如如），
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F"' 
R11 = -(n-1)戸， Ria=0, 

Rゅ＝Rゅ一 ((n-2)(F”げ＋F'F”'）如，

F"¥2 
R = (F')-2 R -(n -l)(n -2)（一）ー2(n-1)一

F"' 
F’F’• 

ロ

2.1.回転対称性

定理2.3より，完備勾配共形ソリトンが回転対称であることを示すには定理2.3の(3)の

場合のみ考えればよいことがわかる．ここでは，定理2.3を用いて，勾配共形ソリトン

が回転対称となる結果を述べる．

I.3次元山辺ソリトン

まずは， Cao-Sun-Zhangにより与えられた， 3次元山辺ソリトンが回転対称である

ことを示す．

系 2.5(Cao-Sun-Zh皿 g[6])．非自明，非平坦な3次元完備勾配山辺ソリトン

(R —入）g ＝▽▽F

でR2".0は回転対称となる．

「証明の概略」

F"¥2 
R=  (F')-2R-(n-l)(n-2)(~r -2(n-l)y, 

F"' 
F'J -, -1 F' 

とソリトン方程式R —入＝ F" より， N2 の曲率凩＞ O）は定数となる． 口

II.局所的共形平坦

Mが局所的共形平坦であるとは，次を満たすことをいう． dimM= 3のとき， C三 0,

dimM：：：：：口とき W 三 0. ここで， Cはコットンテンソルであり，次式で定義される．

Cijk＝▽;R休―▽J伍ー (gjk▽;R-gik▽jR). 
2(n -1) 

また， W はワイルテンソルであり，次式で定義される．

W日＝尻k£ - （和圏＋ Rパ如—加gjk -R沐血）
n-2 

+ R 
(n-l)(n-2) 

(g;kgje -g;e邸）．

命題 2.6([16]）．非自明，非平坦な局所的共形平坦完備勾配共形ソリトンでR：：：：：〇を満

たすものは回転対称となる．
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「証明の概略」

定理2.3の(3)の場合のみ考えればよい． Mは

（恥記） x|▽Fl (Nn-1,g) 

であり， a,b, c, d = 2, 3, • • •, nに対して次を得ている：

R1alb = -F'F"'gab, R1abc = 0, 

Rabcd = (F')2 Rabcd + (F'F”ド（珈函ー珈如），

） 
F"' 

Rn= -(n -1)-=,;;-, Ria= 0, 
F'' 

Rゅ＝ Rabー ((n-2)(F”げ十F'F"')gab,

dimM = 3のとき，

R = (F')-2 R -(n -l)(n -2石）2-2(n -1);. 

1 
C1a1＝▽直al―▽Rn-~(9al▽1R-g11立R)

4 
1 

=—▽訊·
4 

よって， Nのスカラー曲率Rは定数である．

dimM 2: 4のとき，ワイルテンソルW の定義より次を得る．

wlalb=_ Rab+ R _ 
n -2'(n -l)(n -2) 

gab, W1abc = 0, 

Wabcd =(F'戸(W-abcd

+ l { 2 _ ＿ _ ＿ 

(n -2)(n -3) l n -1 
R(gadgbc -gac如）

-(Rad如＋Rbcgad-Rae如ー凡土）｝）．

今， W 三 0より，

Rゅ＝
R 

n-1 
gab, 

叫 cd=-l  { 2 R(＿ ＿ ＿ ＿ 

(n-2)(n-3) ln-1 
gadgbc -gac釦）

-(Rad如＋Rbcgad-Rae如ー Rbd如）｝．

以上より，

R ゅ＝
R 

n-1 
9ab, Wabcd = 0. 
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よって， Nはアインシュタイン多様体であり，かつ，局所共形平坦である．従って， N

は空間形である．

III. Cao-Chenテンソル

Cao-Chenはリッチソリトンに対して次の定義を導入した．

定義 2.7([3], [4]). 

D』=（R切v';F-Rk;v'jF) 
n-2 

1 

(n-l)(n-2) 
+ ~(R;t9jk• tF -Rjt9ik▽tF) 

R 

(n-l)(n-2) 
- （gkj▽;F -9kiv'jF). 

これを Cao-Chenテンソルという．

これをそのまま勾配共形ソリトンに対して定義する．

定理 2.8([16]）．非自明な完備勾配共形ソリトン (M叫g,F,r.p)で Fが臨界点を持たな

いとする． Cao-Chenテンソルが消えているとき， M は次のワープ積となる．

償，d芦） x|▽Fl (N如這）．

ただし， NEinはアインシュタイン多様体である．

「証明の概略」

これより，

1 _ _ _ 1 
Diab =~ Rba▽1F+ 

n-2 (n-1)（n-2) 

R 

(n -l)(n -2) 
gba y'1F. 

R-R11 
Rゅ＝

n-1 
9ab・ 

Rugab▽1F 

これと定理2.3で得られている結果

F'" 
厖＝ー (n-1)戸ぬ＝ぬ— ((n -2)(F”戸十F'Fll/)9ab,

を用いると

F"¥2 
R =(F')-2 R -(n -l)(n -2)（一）ー2(n-1)一

Fm 

F') -¥'" ~ I F'' 

R ab ＝ 
R 

n-l 9ab• 

3次元以下のアインシュタイン多様体は空間形より，次の結果を得る．

系 2.9([16]）．非自鳴非平坦な完備勾配共形ソリトン (M叫g,F,r.p)(nさ4)で

D三 0とR：：：：〇を満たすものは回転対称となる．

ロ
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2.2.負曲率を許容する場合

次に，負曲率を許容する場合を考える．特に， Ric（▽F，▽F)s 0を満たす場合を考え

る．以下，勾配山辺ソリトン

(R —入）g ＝▽▽F

を考える．

まず， M が拡大の場合を考える．

命題 2.10([15]）．非自明，非平姐な3次元完備拡大勾配山辺ソリトン (M叫g,F)でFが

臨界点を持たないとする．また，次を満たすとする．

Ric(V F, VF) S 0, Ric 2: -c. 

このとき， R戸であれば， 1▽凡が定数であり， M は

と等長となる．

「証明の概略」

偉訳） x(]HI2（いIVFl2),g)

u :=入 -Rに対して，次を得る．

1 
△u> 

n-1 
砥

Omori-Yauの最大値原理により， R=入これと定理2.3の結果を用いると求める結果

を得る． ロ
次に，縮小及び，安定の場合を考える．

命題 2.11([15]). I. M3が完備縮小勾配山辺ソリトンであり， R2:入かつ Ric（▽F，▽F)さ

0であるならば， M は次のいずれかとなる．

(1) M3は回転対称であり，次のワープ積となる．

([O,oo),d芦） x|▽Fl(§汀s).

(2) IV町は定数であり， M は次と等長である．

（股，記） x(s2 (~>-I• Fl2),g) ・ 

II. M3が完備安定（もしくは拡大）勾配山辺ソリトンであり， R2:0かつ Ric（▽F，▽F)s

0とする．このとき， M は回転対称であり，次のワープ積となる．

([O,oo),d芦） x|▽Fl(§汀s).

「証明の概略」
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定理2.3 の (3) の場合を考えればよい．リッチの桓等式とソリトン方程式 (R—入＝ F")

より，

更に，次を得る．

1 
(n-1)△R+-g（▽R，▽F) + R(R —入） ＝0. 

2 

Ric（▽F，▽F) = -(n -1) F'R'::::; 0. 

よって， R'2::0を得る．更に，

F" 
△R =R" + (n -1)―-R' 

F' 

を得る．これを (2.1)に代入して，

R" = -(n -1) 
(R —入）

R'-
1 

F'R'-
1 

- - R R —入
F’2(n-1) n-1 

(R-A). 

このとき，次のことが分かる．

(2.1) 

(1) Mが縮小もしくは安定のとき， R2".入であればR"::::;0.よって， R2".入2".0は凹

関数で，定数となるので， R＝入を得る．

(2) R 2". 0を満たす拡大勾配山辺ソリトンは存在しない．

(1), (2)と定理2.3の結果を用いると，求める結果が得られる． ロ

命題 2.12([14]）．完備勾配山辺ソリトン (M,g)が次の (1)もしくは（2）のいずれかの条

件を満たすとき， Mはリッチ平坦である．

(1) (M,g)は安定もしくは縮小であり，

Ricさ0, REび(M) (0 < p < oo). 

(2) (M, g)は拡大であり，

R::::;O, REび (M) (0 < p < oo), 

かつ，ある非負関数¢に対し，

Ric 2". cpRg. 

「証明の概略」

リッチの恒等式とソリトン方程式より，

1 
(n -1)△R+-g（▽R，▽F) + R(R —入） ＝0 

2 

を得る．これより，

△R2= 
1 

(n -1)2 
RRic（▽F，▽F) 

2 
- R2(R —入） ＋2|▽Rl2, 

n-1 

M上のカットオフ関数 nを次式で定義する．

〇さ T/(P)::::;1 (p EM), 

T/(P) = 1 (p E Br(Po)), 

T/(P) = 0 (p (/_ B2r(Po)), 

C 
I▽T/I ::::; ~ (p E M), Cはバこよらない定数

r 

(2.2) 
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ここで， Br(Po)はM上の中心PoEM, 半径rの球である．これを用いて，積分を実

行すると，積分条件の仮定より，

L AR2a+1Ric（▽F，▽F)dv9 

+ JM n2-¥R2(a+1)如＋ （1 +4a) L R2al▽Rl2dv9:::; 0, (a> 0). 

曲率の仮定から求める結果を得る． ロ

3.部分多様体としての山辺ソリトン

本章の研究は島根大の藤井春哉氏，瀬古竜也氏との共同研究である．

本章では，（M,gM)はあるリーマン多様体(N，邸）の部分多様体とする．まず，山辺ソ

リトンの一般化を考える．

定義 3.1([10]). M上の完備ベクトル場X,cp E C00(M)に対して，

四＝—£xg
2 

を満たすとき，（M,g,X,cp)を共形ソリトンと呼ぶ． X 三 0のとき， M を自明と呼ぶ

注意 3.2.勾配共形ソリトン

四＝▽▽F

は共形ソリトンの特別な場合である．

本章では部分多様体としての共形ソリトンを考える．部分多様体の計量gMが(Nn+l,gN)

から誘導されるように，部分多様体としての共形ソリトン

1 
四＝—£xg

2 

のベクトル場XをNn+1から導入したい．一方で，人工的な条件ではなく，自然な条

件を考えたい．すなわち， Nは自然なベクトルを持つ多様体を考えたい．ユークリッ

ド空間lEmは自然に位謹ベクトル Vを持つ．そこで，ユークリッド空間内の部分多様

体としての山辺ソリトンを考える．得られた結果は以下の通りである．

定理 3.3([18], [10]). JEn+l内の共形ソリトン超曲面 (M叫g,V互¢)は超平面，超球面

もしくは conic超曲面のいずれかに含まれる．ここで， v打まVの接方向を表す．

従って，特に山辺ソリトンの完全な分類を得る．

系 3.4([18], [10]). JEn+l内の山辺ソリトン超曲面 (M尺g,Vりは超平面，超球面もし

くは conic超曲面のいずれかに含まれる．

「証明の概略」

次の 3つの場合を考えればよい．

(l) V_j_三 0, (2) V_j_#0, (3)その他

(1)の場合（V_j_三 O): 
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V＝いであるので， Chen[8]の結果「V=VTを満たす部分多様体M はconicであ

る」より， conic超曲面の一部である．

(2)の場合(V.lヂ0): 

共形ソリトンは次の方程式を満たす．

('P -l)g(X, Y) = g(Aい (X),Y), (X, Y E疋(M)).

ここで， Aは型作用素である．

AN(e;)＝凡e; (i = 1,.. ・, n), 

とする．ただし，｛ei};=1,...,nはM 上の正規直交系， N は単位法線ベクトル場を表す．

これを上式に代入すると，

(cp -1加＝凡g2J入

を得る．これより，凡＝ Hである．よって， M はtotallyumbilicalである以上より，

M は超平面もしくは超球面の一部である．

(3)の場合（その他） ： 

u。=｛xEM|入:＝〈N,V〉=0}とおく． 9をpE M¥U。の開近傍で常に入＃ 0とな

るものとする．このとき，（2)と同じ議論で0は超平面もしくは超球面に含まれること

がわかる．ところが，超平面のときは矛盾を導き出せる．故に， Qは超球面に含まれ

る．ここで， Vの性質を用いることで， Intu。=0を示すことができる．これと (2)の

議論より， XE疋(M)に対してM¥U。上で，

的＝ K,j かつ X（杓） ＝ 0 

を得るので， K,iはM上でiに依存しない定数関数となる．以上より，超球面の一部と

なる． ロ
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