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リッチ曲率が下に有界な空間を固有関数族で球面にはめ
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1 紹介したいこと

部分多様体論で有名な高橋の定理の紹介から始めよう ([T66]）．その証明はテンソル計算に

よる．

定理 1.1（高橋の定理）．（M叫g)をリーマン多様体とし， F:Mn→S附）をはめ込みとす
る．ただし， r>Oで撃(r):={xE庄＋1；|x|＝ r}には標準的なリーマン計量をいれる．こ

のとき， F が調和写像であるための必要十分条件は，ある入 ~o が存在して，ー△gJi＝入Ji
が任意の i= 1, 2,..., k + 1に対して成り立つことである．ここで F= (11,..,,fk+l)と
かいて， Fを記＋1への滑らかな写像とみていて，△9はヘッシアンのトレース，すなわち

(M凡g)のラプラシアンである．

この定理の仮定を満たす閉リーマン多様体は豊富に存在して，例えば調和多様体がその

例を与える．

本講演での目的はこの高橋の定理の滑らかではない空間への一般化への試みを紹介する

ことであった．実際それは可能で，［HS21]で期待される結果が得られている．では高橋の

定理と同様の仮定の下，滑らかとは限らない空間について何かいえることはあるだろうか．

結論から述べてしまうと，実は空間は滑らかとなってしまって上の状況に帰眉されてし

まう．しかしこの「滑らかとなってしまう」という正則性の部分はリーマン幾何学に有限性

定理として応用をもたらすのだった．このことを書き記すことが本稿の目的となる．

まず滑らかでない空間として採用する候補は幾何学では豊富に存在するが，ここで扱う

対象は次の RCD空間と呼ばれる測度距離空間（測度付き距離空間とも呼ばれることもある）

であり，近年非常に活発に研究されている ([Amb19]はそのよいサーベイである）．測度距離

空間と RCD空間の正確な定義，およびその基本性質（本質的次元の定義など）は本稿の最後

の章を見てほしい（定義3.1および定義3.10を参照）．

定義 1.2(RCD空間のナイーブな定義）．測度距離空間(X,d,m)が適当な KE股，NE[1,oo) 
で

Ric(x,d,m) ~ K, dim(x,d,m) :S N (1.1) 

がsyntheticな意味で成り立つとき，（X,d,m)をRCD(K,N)空間，もしくはもっと簡単

にRCD空間という．さらにmがN次元ハウスドルフ測度洸？N に一致するとき，非崩壊と

呼ばれる．

非崩壊な RCD空間は一般の RCD空間に比べてよい性質を持つことが知られている

([DePhG18]）．実際， RCD空間はリッチ曲率が下に有界なリーマン多様体の測度付きグロ

モフ・ハウスドルフ極限空間（リッチ極限空間ともよばれる）の synthetic化とみなされてい

ることに対して，非崩壊RCD空間はそのリッチ極限空間でも体積がつぶれていない（次元
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が落ちないといっても同じ）場合の synthetic化に対応しており，その体積がつぶれていな

いリッチ極限空間のよい性質（ほぼ位相多様体であるなど）が非崩壊RCD空間でも成り立っ

ている．

ここで主結果を紹介しよう

定理 1.3.(X,d,m)を本質的次元がnであるコンパクトな RCD空間とし， F:X→酎＋1を

はめ込みの固有写像とする．すなわち， F*g野＋1=9が成り立ち，さらに F=(ft,・・・, fk+l) 
と書いたとき，各 Ji に対して適当な非負の実数入：で—△Ji ＝入ふが成り立ち， Ji は定数で
はないとする．1ここでgは(X,d,m)の自然なリーマン計量である．このとき次が成り立つ．

1. |FIが定数であるための必要十分条件はmがn次元ハウスドルフ測度洸？nの定数倍で

あるときである．さらにそのとき (X,d, JI炉）は非崩壊RCD空間となる．

2.|FIが定数であれば (X,d)はある n次元閉リーマン多様体と同型である．

3. |FIが定数で，あればk2: nが成り立つ．さらに k=nのとき (X,d)は適当な半径の

標準的な n次元球面に同型である．

(X,d,m)の自然なリーマン計量gはm-a.e.で定義され，これから等号F*g記＋1=9も

m-a.e．で意味をもつことに注意しておく．定理 1.3で 1と3が著者によって [Hon21]で証明

され， 2は後に [H22]で黄によって証明された（私は 2の状況で双リプシッツ位相多様体に

なるところまでしかわからなかった）． 2がわかれば3はほぼ自明といえることに注意して

おく．

次にこの定理の系を 2つ紹介しよう．簡略化のためリーマン多様体で主張をかいている

が， RCD空間版もあることは注意しておく．

系 1.4（球面定理）．任意の NE[1,oo), KE股，T>Oおよび任意の d>Oに対して，ある

r5 = r5(N,K,T,d) > 0が存在して，次が成り立つ：

•もし n 次元閉リーマン多様体 (Mn,g) が， n さ N, Ric9 2: Kg, diam(Mn, dり:::;dが

成り立ち，さらに，ある固有写像F:Mn→ 町 ＋1が存在して

vo心JMn|F宣 1-gl dvol9 < t5 

かつ， F=(fi,...,fn+l)と書いたときに

vo心J町店dvol92: T 

(1.2) 

(1.3) 

が任意の i= 1, 2,..., n + 1で成り立てば， M門ま標準的n次元球面に微分同相である．

これはリッチ曲率に関する球面定理において，リッチ曲率が正であることを仮定しない

初めての結果になっていると思われる．証明は次のように背理法でおこなう．結論を否定

すると， n次元球面と微分同相ではない n次元閉リーマン多様体の列 (Mt,9i)で， nさN,
Ric9i ?: Kgi, diam(Mt, d9i) ::; dを滴たし，固有写像Fi:M,n→ 町 ＋1で

および

1 
憂 Mn/ |Ft•知＋1 -gil dvol9i→ O 

(JM『

vol9心!Mflfi，氾dvol92: T 

1高橋の定理とは異なり，入tがiによってもよいことに注意．

(1.4) 

(1.5) 
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が任意の i,jで成り立つものが存在することがわかる．ここでF;= (f;,1, • • ・, fi,n+l)である．
ここで測度付きグロモフ・ハウスドルフ (mGH)2収束に関する， RCD空間のモジュライの

コンパクト性定理（例えば [GMS13]）を適用すると，適当に部分列を抜いた後で，あるコン

パクトな RCD(K,n)空間 (X,d,m)が存在して， M?がXに収束していることがわかる．ょ

り正確には次が成り立っ；

（叩dBi,~，n）丑 (X,d,m). (1.6) 

この列が非崩壊であること，すなわち次元が極限で落ちていないこと，すなわちmが洸ヮnの定

数倍に等しいことをまず示そう．それはチーガー・コールディングによって [CCOOb]で得られ

たスペクトル収束を使う．そのスペクトル収束を使うと F;が適当な固有写像F:X→町＋1

に一様収束，およびエネルギーまでも収束していることがわかる．ここで (1.4)を考えると

F*g即＋1=gが成り立つことがわかる．特に Xの本質的次元dimXに関して

dimX = [ 1912 dm = [ IF*g即＋吊dm

1 
= lim 

i→(X)vol9iM'f' 
|Ftg即＋予dvol9;

＝』閑vol9二，n;：：冒dvol“=n(1.7)  

となって非崩壊がわかる．すなわち m=a洸？nとなる定数a>Oが存在する（実はここにも

[CC97]の定理を使っているのだが，その説明は省略する）．

ここで定理 1.3の 1を使うと， 1利が定数であることがわかる．さらにその 3も使えば

(X,d)は適当な半径の標準的なn次元球面に同型であることが従う．ここでまたもチーガー・

コールディングによって [CC97]で得られた位相的安定性定理を使うと，十分大きな任意の

iに対して M？がX と微分同相であることが従う．3これはM？が球面と微分同相でないとし

た仮定に矛盾する．よって系 1.4が得られた．

次に定理 1.3のもう一つの応用を紹介しよう．それは冒頭でも述べた有限性定理である．

その主張のために，任意の NE[1,oo),K E 股，€＞ 0，T > 0および任意の d>Oに対して，

M(N, K, E, T, d)で，以下を満たす閉リーマン多様体 (Mn,g)の等長類全体の集合を表すと

する： n:S: N, Rieg 2 Kg, diam(M尺dりさ dおよび，ある固有写像F:Mn→良mが存

在して，

vol9Mn fMn |F*g即＋1-gl dvol9 < E 

かつ

疇 Mnf珀⑰dvol9;:,.T 

が任意の i= 1,2,...,mで成り立つ．

(1.8) 

(1.9) 

系 1.5.任意の N E [1,oo),K E良， T > 0および任意の d> 0 に対して，ある €o = 

Eo(N, K, T, d) > 0が存在して， M(N,K, Eo, T, d)に含まれる多様体の微分同相類の数は高々

有限個である．

証明は系 1.4と同様に背理法で行われる．証明のアイデアは概ね同じなので，ここではそ

の概略だけ紹介しよう．結論を否定すると，どの 2つも互いに微分同相でない n次元閉リー

2測度付きグロモフ・ハウスドルフ収束は英語で measuredGromov-Hausdorff convergenceと書くのでそ

の頭文字を取っている．

3この位相的安定性定理には改良版が [HonP22]で知られている．それを用いると， Xの球面の半径を b>O
としたとき， bF;/IF;I: MI'→Xが微分同相写像を与えることがわかる．
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マン多様体の列 (M[',gi)で，それらはある Ei→o+に対して，（M[',gi)E M(N,K,Ei,T,d) 
を満たすものが存在する．ここでまたも RCD空間のモジュライのコンパクト性定理を適用

すると，あらかじめ部分列を抜いておくことで，（1.6)の状況が成り立つことになる．さらに，

やはり系 1.4と同様の議論で，（X,d)はある n次元閉リーマン多様体と同型で， m=a洸？n

となる定数a>Oが存在することがわかる．4よって位相的安定性定理を使えば，十分大きな

任意の iに対して MれはX と微分同相となることがわかる．これは {M['｝tが互いに微分同

相でない仮定に矛盾する．

2 定理 1.3の証明

ここは定理 1.3の証明のアイデアを紹介することが目的である．まず 1について．これは次

を証明することが鍵である；固有写像F:X→艮m に対して

戸 ＊ 罪m= -id△|Fl2. (2.1) 

証明は単純計算である．そこでもし 1凡が定数と仮定すると，（2.1)の右辺は消える．よって

左辺も消えることになる．さらに F*g即＋1＝gを思い出すと，これは△f= tr(Hess!)を意

味することがわかる．これから [Hon20]の結果を使うと m=a洸mがある定数a>Oで成り

立つことが従う．逆の主張も同様である．

次に 2を考える．［AH17,AH18]による関数のブローアップという手法を用いると，任意

のxEXに対して，適当に fi(l),・ ・ ・,fi(n)を選ぶと，それらを並べてぉの周りで双リプシッ
ツ座標近傍を与えることがわかる．問題はここからどうやってその座標近傍の正則性をあげ

るかである．ボホナー不等式を思い出すと

1 
＿△|▽lil2 2:: -.X.ilv'fil2 +Klv'fil2 
2 

(2.2) 

は弱解の意味で成り立つことがわかる．ここで入iはJiの固有値である．各Jdまリプシッツ

であることが知られているので，この不等式は△1▽f氾の（弱い意味での）下からの有界性

を与えていることを意味する．後はこれを上からの有界性も導きたいのだが，一般論ではそ

こに届かないことが分かっている．そこで F*g町m =gの仮定を用いる．すると

I▽Jiド＝ n-どI▽f星 （2.3)
J# 

がわかる．この右辺の IVf』2の係数は負であることに注目する．そこでこの両辺にラプラ

シアンをあてると，先ほどの考察から，欲しい上からの有界性がでることがわかる．後は楕

円型方程式の標準的なテクニックで 1▽fil2がリプシッツであることが従う．このことから

(fi(l), ・ ・ ・, fi(n))が01,1座標近傍を与えることまでわかる．後はこれを滑らかな写像にまで
正則性を改良するために Fが固有写像であることを用いるのだが，これ以上の詳細は原論

文[H22]に委ねることとする．

最後に 3を考える．仮定とこれまでの議論から XがFによって局所的には球面と同型で

あることまでがわかる．今，スケール変換をすることで，この球面の半径は 1としてよい．

よって Xの断面曲率は恒等的に 1に，従ってリッチ曲率は (n-I)gに恒等的に等しい．今

一般性を失うことなく入1::::;... ::::;入n+lと仮定してもよい．このとき

n+l 

入1::::;苫尻n1(X)!XI▽f，旦炉＝戸(X)fx〈F＊繹m,g〉d虎 N

= J〈g,g〉d笏 n= n (2.4) 
洸呵X)Jx 

4ここは正確にはもう少し議論が必要なところで， aprioriにはターゲットのユークリッド空間の次元 m は

MI'に依存しているためである．よってこの m は有界にとることができることを示す必要があり，それは可能

である．
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となって，これと小畠の定理を組み合わせると X はFによって球面と同型であることがわ

かる．よって定理 1.3が得られた．

3 RCD空間およびその本質的次元の定義

この最後の章では， RCD(K,N)空間の正確な定義と本質的次元の定義，そして滑らかな測

度距離空間との関係を述べることが目的である．

定義 3.1（測度距離空間）． 3つ組 (X,d,m)が測度距離空間であるとは，次の 2性質を満た
すときをいう：

1. (X, d)は完備可分な距離空間

2. mがX上のボレル測度で，そのサポートは Xに一致する．

典型例は重み付きリーマン多様体である：

例 3.2.完備な n次元リーマン多様体 (M凡g)と滑らかな関数fE C00(Mりに対して

(M叫d丸volj) (3.1) 

は定義 3.1の意味で測度距離空間である．ここに d9はgから誘導される Mn上の自然な距

離で， vol9はgから誘導される自然なリーマン測度（すなわち d9に関する n次元ハウスド

ルフ測度といってもよい），そして voljは次で定まる Mn上の Borel測度である：

voljA :=le―f dvol9. 
A 

この測度距離空間 (3.1)を滑らかな測度距離空間という．

以下，測度距離空間 (X,d,m)を一つ固定して話を進める．

定義 3.3（チーガーエネルギー）．チーガーエネルギー Ch:L2(X,m)→[O,oo]を次で定義
する：

Ch(f) ：= inf｛杷嬰f;jXLip2(fn)dm;fn E Lipb(X,d) nび(X,m)，||fn-f||L2 → ［し
ここに Lip乱X,d)でX上定義された有界なリプシッツ関数全体を， Lip(!)でfの局所リプ

シッツ定数を表す，すなわち X EXが孤立点でないとき，

lf(x) -J(y)I 
Lipf (x) := lim sup 

y→;;r d(x, y) 

とし，孤立点のときは 0と約束する（本稿で扱うケースでは孤立する場合はない）．

定義 3.4（ソボレフ空間）．ソポレフ空間 H1,2(X,d,m)を次のように定義する：

H叫X,d, m) := {! E L2(X, m); Ch(!)< oo}. 

これは自然なノルム llfll恥，2＝ ||f|か+2Ch(J)に関してバナッハ空間になる．

(3.3) 

一般に H1,2(X)はヒルベルト空間でない．例えば（配， lxl+ IYl,.Cりは測度距離空間だが，
この Hl,2はヒルベルト空間でない．
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定義 3.5（リラックスされた勾配）．各fE H1,2(X, d, m)に対して次を満たす hEび (X,m)
をfのリラックスされた勾配といい，それ全体を RfC L2(X,m)と書く．

• fにび強収束する関数列 fnE Lip瓜X,d)nび (X,m)と， Lipfnのび弱極限 FE
び (X,m)が存在して， FShがm-a.e．で成り立つ．

灼は L2(X,m)で凸かつ閉集合であることが容易に確かめられる．よって次を満たす

I▽JI E凡が一意的に定まり，これを fの最小弱勾配という：

Ill▽flllL2 = h~nif ||h||L2. 
このとき次が成り立つことが知られている：

命題 3.6.任意の fE H1•2(X, d, m)に対して次が成り立つ：

1 
Ch(f) ＝ -J叶 dm.

2 Jx 

(3.4) 

(3.5) 

定義 3.7 （無限小ヒルベルト的）． H1•2(X,d,m) がヒルベルト空間となるとき，（X,d,m) を無
限小ヒルベルト的と呼ぶ．

以下では (X,d,m)は無限小ヒルベルト的とする．このとき任意の f,h E H1•2(X, d, m) 
に対して

〈▽f,Vh〉:＝ lim 
IV(!+ Eh)l2 -I▽!12 

C→0 2€ 
(3.6) 

と置く．これはm-a.e．で意味を持ち，じ(X,m)に属する． この〈•,•〉が (X,d,m) の自然な
リーマン計量gに他ならないが，そのきちんとした定式化はかなり手間がかかるため，ここ

では与えないこととする．

ここでラプラシアンが定義できる．

定義 3.8（ラプラシアン）．線形作用素△ ：D（△）→び(X,m)を次で定義する：

f ED（△） ⇔ヨh:＝△f E L2(X, m) s.t. l hgdm = -l〈▽f，▽g〉dm'vgE H1'2(X, d, m). 

例 3.9.滑らかな測度距離空間(3.1)は無限小ヒルベルト的であって， C戸(MりはH1,2(M叫d9,volい
の桐密部分集合である．そして任餘のゃ，心 EC戸(Mn)に対して〈V'P，▽切＝ g（▽ゃ，▽ゆ）が

成り立つ．すなわちこの場合〈•,•〉はリーマン計量 g に他ならなく，特に測度によらない概
念である．一方で直接計算でラプラシアンは

△<p = tr(Hess~) -g（▽¢，▽J) 

となることがわかり，これは測度による概念である．

(3.7) 

ここで少し考察をしよう．説明の簡略化のため， n次元完備リーマン多様体 (M叫g)を

固定する．このときボホナー公式とは任意の fE coo(Mn)に対して，各点で次の等号が成

り立つことを主張する：

1 
—• |V !12 = 1Hess}l2 + g(V△汀，▽f)+ Ric9（▽f，▽!). (3.8) 
2 

これから次が直ちにわかる： Rieg2: Kかつ n:::;Nを満たすための必要十分条件は

叩）2
；△|▽f|2 2 十g（▽凶f，▽f)+K|▽f|2

N 
(3.9) 
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が任意の fE C00(Mりで成り立つことである．これは積分で書いた

51 △叫▽fl2dvol9 ~ 
Mn 

!Mn cp（四2+g（▽凶f，▽f)+K|▽fl2)dvol9 (3.10) 

が任意の fE C00(M門と cp~ 0を満たす任意の cpEC戸(Mn)で成り立つこととも同値で

あることに注意しよう．

以上の考察の下に， RCD空間の定義を今与えよう ([AGS14b,AMS19, CM21, EKS15] 
も参照）．

定義 3.10(RCD(K, N)空間）．測度付き距離空間 (X,d,m)がある KE戦とある NE[1,oo] 
に対して RCD(K,N)空間であるとは以下の 4条件を満たすときをいう．

1. (X,d,m)は無限小ヒルベルト的である．

2.ある xEXとある C> 1が存在して，

m(Br(x)）さ Cecr2

が任意の r>Oで成り立つ．

(3.11) 

3.もし fEH叫X,d, m) n L00(X, m)が 1▽JI<:::1 を m-a.e．で満たせば， X 上の 1—リ
プシッツ閲数fが存在して J=lがm-a.e．で成り立つ．

4.次の不等式が，△fE H1,2(X, d, m)を満たす任意の fED（△）と△r.pE L00(X, m)を

満たすm-a.e．で非負値の任意の r.pED（△） nL00(X,m)に対して成り立つ：

1 （△f）2 Jげr.plVJl2dm?:い(N ―〈▽△f，▽f〉+k|▽fl2)dm. (3.12) 

次に本質的次元の定義を与えよう．次は [BS20]で証明された．

定理 3.11（本質的次元）． K,E股，NE[1,oo)とし，（X,d,m)を1点ではない RCD(K,N)
空間とする．一意的な nENが存在して m-a.e.x EXで

（叶d,~,x)P呼I （町， dR叫か~,on) (3.13) 

が成り立つ．ここに上の収束は点付きグロモフ・ハウスドルフ収束の意味である．この nを

(X,d,m)の本質的次元という．

例 3.12.滑らかな測度距離空間 (M凡dg,vol}）がRCD(K,N)空間であるための必要十分条

件は次の 2条件を満たすことである：

1. nさN.

2. 

Rieg + Hess~ -df@df 
f 〉K.

N-n 
(3.14) 

ここで，これらがn=Nで成り立つということは， Ric92: Kかつ fが定数であることを意

味するものとする．そして実際に RCD(K,N)空間となったとき，その本質的次元は nに他

ならない．
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