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概要

本稿の目的は，研究集会「RIMS共同研究：部分多様体論と幾何解析の新展開」での講演に

基づき，論文［1]の概説を行うことである． Riemann多様体間の写像の第二基本形式から定ま

る積分不変量に対し変分問題の観点から研究を行ったまず，写像の第二基本形式から定まる

積分不変鼠の定式化をする．次に，二軍エネルギー汎関数を含むような禎分不変量の族を構成

し，この族に対し統一的に第一変分公式を導出したさらに，この積分不変量の族に属するエネ

ルギー汎関数の Euler-Lagrange方程式は一般に 4階の偏微分方程式となるが，その中でも唯

-2階の偏微分方程式となる Chern-Federerエネルギー汎関数を見出すことができた．これ

らの結果について，先行研究との比較を交えながら報告をするまた，本稿の内容は酒井高司氏

（東京都立大学）と佐藤雄一郎氏（工学院大学）との共同研究に基づく．

1 Introduction 

本研究は，写像の変分問題に対し積分幾何のアイデアを用いてアプローチするといった手法を

取っている．まず，それぞれの理論の主要な部分について研究背景を踏まえ説明をする．

微分幾何の分野での重要な研究対象の一つとして，調和写像／二重調和写像の理論がある．

Riemann多様体間のなめらかな写像 cp:(M,gM)→(N,gN)が調和写像であるとは，写像ゃがエ

ネルギー汎関数：
1 

叩）＝ ij |d叶dμgM
M 

の臨界点となることをいう．また，エネルギー汎関数の第一変分公式を導出することにより，調和

写像ゃは次式の Euler-Lagrange方程式：

T（ゃ） ＝tr9M Vd'P = 0 

により特徴づけられることがわかる．この方程式はゃに関して 2階の偏微分方程式となっている．

ここで，▽心は写像ゃの第二基本形式， T(rp)は¢のテンション場をあらわしている．調和写像と

して例えば，調和関数や極小部分多様体などがある． EellsとLemaire[6]により，調和写像の一般

＊本研究は， JST次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2156の支援を受けたものである．
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化として二重調和写像が導入された． Riemann多様体間の写像ゃが二重調和写像であるとは，写

像ゃが二重エネルギー汎関数

1 E曇）＝~JM IT(rp)l2dμgM 

の臨界点となることをいう．さらに Jiang[8]により，二菫調和写像ゃは次式の Euler-Lagrange

方程式：

乃 (rp)= -v＊VT(rp) -tr9MRN (drp(・), T（rp))drp(・) = 0 

により特徴づけられることがわかったこの方程式は¢に関して 4階の偏微分方程式となってい

る．ここで，一v*vは疎ラプラシアン， RNは (N,gN)のRiemann曲率テンソルをあらわしてい

るまた T2位）を二重テンション場というここまでの定義と特徴づけにより，調和写像は二重調

和写像であることは明らかであるまた，二菫調和写像に関する重要な問題の一つに， Chen予想が

ある．この予想は， Euclid空間内の任意の二重調和部分多様体は調和（極小）となるであろうとい

う内容であり，部分的に肯定的に解決されているが現在もなお未解決の問題として残されている．

二重エネルギー汎関数の更に高次元化として， ES-r—エネルギー汎関数 [3, 6]や r-エネルギー汎関

数 [9,10]など様々なエネルギーが導入され（図 1)，変分問題や部分多様体の観点から研究が行われ

ている．
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図1 高次エネルギー汎関数の相関図

本研究で用いる，積分幾何のアイデアを紹介するまず，部分多様体に対し定まり，外空間の等
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長変換で不変な量のことを部分多様体に対する不変量という．部分多様体に対する不変量の一つ

として， Howard[7]により，等質空間内の部分多様体の第二墓本形式から定まる積分不変量が定

式化され，積分幾何の分野で盛んに研究され興味深い結果が数多く得られている．その一つとして

Chern-Federer kinematic formulaがある例えばこれは， Weylにより示された管状近傍の体積

の公式 [11]に表れる．さらに， AllendoerferとWeil[2]はこの積分不変量を用いて，一般化された

Gauss-Bonnetの定理を示し，この結果は特性類の理論の発展に繋がったまた別の積分不変量と

して， 2次の斉次多項式から定まる積分不変量がある．これは Willmore-Chen不変量の定義にあ

らわれ，この不変量は部分多様体の共形不変量になることが知られている ([4,5]). 

本稿で報告する流れを説明する 2節では， Howardの定式化の拡張版として，写像の第二基本形

式から定まる積分不変量を定める． 3節ではまず， 2節での定義をもとに，二重エネルギー汎関数を

含むような， 2次の斉次多項式から定まる積分不変量の族を構成する．そして，構成した積分不変量

の族に対して第一変分公式を導出した．その中でも，積分幾何に由来する Chern-Federerエネル

ギー汎関数について 4節では着目する変分問題の観点から考察することにより，今回構成したエ

ネルギー汎関数の族の中でも Chern-Federerエネルギーだけが，ある特異な性質を持つことが分

かったまた，本稿で扱う内容はすべて， Riemann多様体としているところを擬 Riemann多様体

としても成り立つ．

2 Riemann多様体間の写像に対する積分不変量の定義

まず， Riemann多様体間の写像の第二基本形式から定まる積分不変量の定義をする． Euclid空

問]Emと町に対し II(JE叫即）を

II(lEm，即）：＝｛H : ]Em X ]Em→]En ;対称双線形写像｝

と定める． II(lEm，即）は ½nm(m+ 1)次元のベクトル空間である．また， Gを直交群の直積群：

G := O(m) x O(n) 

とするこのとき，次のように GはII(JE叫 lE門に作用する． g= (a, b) E GとHEII(JE叫 lE門に

対し

(gH)(u,v) := b(H(a―1u,a―1v)) (u,vElE門

と定める．ここで， PをII(JE叫lEn)上の関数とする．このとき任意の gE GとH EII(JE庄lEn)に

対し， P(gH)= P(H)が成り立つとき PはGの作用に関して不変であるという．

次に，写像の第二基本形式の定義をするまず (M叫 9M)と(Nn,9N)をRiemann多様体とし，

その間のなめらかな写像 cp:(M叫9M)→(Nn,9N)を考える．このとき，写像ゃの第二基本形式

は対称双線形形式：

如'P:r(TM) X r(TM)→r(ip―1TN) 

であって次で定められる：

(Vdip)(X, y)：＝'¥l x (dip(Y)) -d叫▽xY) (X, YE「(TM)).
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ここで，▽は TM上の Levi-Civita接続，▽と Vはそれぞれ¢―1TNとT*M R rp―1TN上に誘

導される接続としている．写像ゃを等長はめ込みとすると，この定義は部分多様体の第二基本形式

の定義と一致することが確認できる．

ここまでを踏まえ，各点 xEMに対し， TxMとlE叫 T叫）N と町をそれぞれ同一視すること

で， II(JE叫即）と冗MOT:MRT土）Nの間に線形同型な対応を作る．ここでのは対称積をあ

らわしている．実際（点dP)xE T;MOT;MRT'P(X)Nに対し Hx:= (hfJ) E II(JE叫即）を対応

させる．ここで駅は

” hij = 9N((V心）x(e凸）ふ）

としている．｛e，｝~1 は TxM の，｛品｝~=1 しま T叫）N の正規直交基底としている．つまり h0 はそ

れぞれの接空間に基底をとったときの（Vd<p）ェの成分表示である．この線形同型な対応を用いて，

II(lE叫lEn)上の G不変な関数Pに対し，写像¢の第二基本形式の不変関数アを次で定める：

P((Vdr.p)x) := P(H砂

この定義は， TxMとT叫x)Nそれぞれの正規直交基底のとり方によらず well-definedに定まる．

実際， II(lE叫 lEn)上の関数アが G不変であることと，基底の変換は群作用であらわせることから

確認ができる．以上を踏まえ，写像の第二基本形式から定まる積分不変量を次で定義する．

定義 2.1.(M叫 9M)をm次元 Riemann多様体，（N叫9N)をn次元 Riemann多様体とし， p

をII(lE叫 lE”)上の G不変な関数とする． このとき，なめらかな写像 r.pE c=(M,N)に対し，

Pに関する r.pの積分不変量を次で定める：

叫） ：＝ !Mp(（詞）x)dμ9M"
M 

戸 ('P)は写像ゃの不変量になっていることが確認できる．つまり任意の fE Isom(M)と

g E Isom(N)に対し

I町go匹 f―1)= JP位）

が成り立つ．

3 Q1,Q2エネルギー汎関数の導入とそれぞれの第一変分公式

写像の第二基本形式から定まる積分不変の定義を用いて，本研究で扱うエネルギー汎関数を導入

してい <.H= (h0) E II(lEm,lEりに対し，多項式 Q心多項式 Q2をそれぞれ次式で定める：

Q1(H)：=LL(h0）汽 Q2(H)：＝と（と閏）2・

ここで h'[jは]Emと匹にそれぞれ正規直交基底をとったときの成分表示としている．多項式 Q1

とQ2はそれぞれ G不変な 2次の斉次多項式である．これより，多項式 Q1とQ2の線形結合であ

らわされる多項式も G不変な 2次の斉次多項式となる．さらに次がわかっている．
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命題 3.1.II(JE=,JEn)上の G不変な 2次斉次多項式全体は多項式 Q1とQ2で張られる．

さらに，ゃを Riemann多様体間のなめらかな写像とすると次が成り立つ：

Q1((Vdcp)x) = 1Vdcpl2(x), Q2((Vdcp)x) = ltr9M(Vdcp)l2(x). 

以上を踏まえ，写像の第二基本形式から定まる槙分不変の定義に基づきエネルギー汎関数を次のよ

うに定義する．

定義 3.2.cp E C00(M, N)に対し， Q1エネルギー汎関数とQ2エネルギー汎関数をそれぞれ次で

定める：

I叫）＝L叫（豆）x）dμgM= JM IV攣 dμ邸 9

I叫）＝ J 叩（詞）x)dμ9M= 1叫（詞）l2dμ9M'
M JM  

このとき， IQ1(cp)の臨界点をQ1写像， IQ2位）の臨界点をQ2写像と呼ぶ．

注意 3.3.Q2エネルギー汎関数は 2倍の二重エネルギー汎関数と一致する．

注意 3.4.dimM = 4のとき，仙エネルギー汎関数と Q2エネルギー汎関数はそれぞれ (M庄9M)

の相似変換で不変である．

本研究の主要な結果の一つである， Q1エネルギーと Q2エネルギーの第一変分公式を紹介する．

定理 3.5.(M叫邸）をコンパクト Riemann多様体，（N叫邸）を Riemann多様体とし， cp: 

(M叫9M)→(N尺9N)をなめらかな写像とする．また｛やt}tEIをゃのなめらかな変分， VE

r(cp―1TN)を変分ベクトル場とする．このとき次が成り立つ：

d 

dt 
-I叫）＝ 2J〈W心），V〉dμ9M (i=l,2). 

t=O JM  

ここで剛(cp)と妬（cp)はそれぞれ

W心） ＝区｛（炉dcp)(ei, ej, e凸） ＋炉（（豆）（e凸），dcp(ei))d叫）｝，
i,J 

W心）＝と｛（炉dcp)(ei, ei, e]'ej) +炉（（詞）（eiぶ），dcp(ej))dcp(ej)}
i,J 

で定められる．｛釘｝~1 は (M叫邸）の局所正規直交枠場としている．

これより， Q1エネルギーと Q2エネルギーの Euler-Lagrange方程式はそれぞれ W1('-P)= 0と

W心）＝ 0であり，両方とも¢に関して 4階の偏微分方程式となっている．続けて，定理 3.5の

詳細な証明はせず，概略として証明に用いる補題を述べる．まず準備として，ゃのなめらかな変分

｛叫tEIを考えることで次の写像 c:J)が得られる：

c:f, :MxJ→N, (x,t)→c:f,(x, t)＝：叫） s.t.'Po(x)＝叫） （vx EM). 
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また，変分ベクトル場 Vは

V=dif>（羞t=JE「（戸TN)

とあらわせるまた，｛釘｝匹1でxEMの近傍 U上の局所正規直交枠場をあらわすことにすると，

{ ei，羞｝は (x,t) EM  x Iの近傍uXI上の正規直交枠場となる． Q1エネルギーの場合，第一変

分公式の導出には次の二つの補題を用いる．

補題 3.6.上述の設定の下，次が成り立つ．

d 記叫）＝2J (V囁） 8 心〈 (e;,ej,□，（祠）（e凸）〉dμ虹

-2い；り（叫）砂（羞））⑲(ej),（訊）（e凸）〉dμgM

補題 3.7.上述の設定の下，次が成り立つ．

応〈(v囁）（e;, eぃ羞），（祠）（e凸）〉dμ邸

= JM苫〈⑲（羞），（V囁）（e;,ej,e心）〉dμ邸

補題 3.6の等式の，右辺の第一項を変形するため補題 3.7があるまた， Q2エネルギーの場合も

計算の流れは同様で，実際に用いる補題は次の二つである．

補題 3.8.上述の設定の下，次が成り立つ．

d -I叫）＝2j 炉d<f>)
8 

dt M苫〈 (ei,ei,司，（涵）（い）〉dμ9M

-2Jとり（⑲(ei),d<f>（羞））⑲（ei),（祠）（い） dμ9M
M i,j 〉

補題 3.9.上述の設定の下，次が成り立つ．

八：〈（～
M 

V囁）（ei, ei,羞），（▽def>)(eバ〉dμ9M
i,j 

= JM苫伍（羞），（炉d<f>)(ei,ei,ej,%）〉dμ邸

一方，二重エネルギー汎関数の第一変分公式の導出の際は次の二つの補題 [8,Lemma 1, Lemma 

2, Section 2]が用いられた

補題 3.10(Jiang 1986). 

西T)（マeふ，盈），（芦）（e]凸）〉dμ邸羞局（叫＝ 2/M苫〈（→（ら，ei,羞）

-2JこM 
i,J〈RN（叫），d<f>（い） d<f>(e』，（祠）（ej,い〉dμgM



37

補題 3.11(Jiang 1986). 

JM苫〈(v囁） （ら，e;,羞）

= JM苫伍（羞），（：，ーVい）（祠）（ej,e]）〉dμgM

図t)（立ふ，盈），（祠）（ej,ej)〉dμgM

補題 3.10と補題 3.11について，それぞれーか所ずつ間違いがある．論文の流れに沿って正しく

計算を行うと，中央赤線部は余分な項となっている．ここで，二重エネルギー汎関数と Q2エネル

ギー汎関数は定数倍の差を除いて一致していることから，それぞれのエネルギー汎関数の第一変分

公式を比較することで次が得られた

命題 3.12.'P:(M叫 9M)→(N叫9N)をRiemann多様体間のなめらかな写像とする．このとき

次が成り立つ．

--V＊VT(叫＝ L(V国）（e;,e;, ej, ej) 
i,j 

ここで一▽＊V:=区k(Veべ7ek―▽叫ek)は疎ラプラシアン，｛ら｝悶1は(M叫邸）の局所正規

直交枠場としている．

Jiang氏による二重エネルギー汎関数の計算と我々の Q2エネルギーの計算との一番の差は，

-v*°VT(<p) とみるか，写像の第二基本形式▽d<pの2回の共変微分とみるかの違いである．後者の

表示を得たことで， Q1エネルギーと Q2エネルギーの第一変分公式を統一的に表示／導出すること

ができた．

4
 

Chern-Federerエネルギー汎関数の導入とその Euler-Lagrange

方程式

ここでは，本研究の主要な結果の二つ目である， Chern-Federerエネルギー汎関数の持つ特異性

について説明する．まず， H=(hり） € Il(lE叫 lEn)に対し， 2次の Chern-Federer多項式を次式で

定める：

CF(H) := Q2(H) -Q1(H). 

定義 4.1.'PEc=(M,N)に対し， Chern-Federerエネルギー汎関数を次で定める：

叫）＝ JMCF(（豆）x)dμgM・
M 

このとき， ICF位）の臨界点をChern-Federer写像と呼ぶ．

また，本研究では言及しないが， Chern-Federerエネルギーと対になる Willmore-Chenエネル

ギーの導入もしてお <.H=(hり） EII(lE叫町）に対し， Willmore-Chen多項式を次式で定める：

WC(cp)：＝叫ふ(H)-Q2(H). 
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定義 4.2.cp E c=(M,N)に対し， Willmore-Chenエネルギー汎関数を次で定める：

Iwc(cp) = JM WC(（詞）x)dμgM・

M 

このとき， JWC(cp)の臨界点をWillmore-Chen写像と呼ぶ

Chern-Federerエネルギーも Willmore-Chenエネルギーも，それぞれ積分幾何での先行研究が

由来のエネルギー汎関数である．

これまで導入したエネルギーを統一的に扱うため，次の写像を定義する． cp:(M叫9M)→
(N叫邸）をなめらかな写像， aとgを&+(32=I-0を満たす定数とする．このとき写像ゃが

aw心）十 (3W心） ＝0 

を満たすとき，（aQ1+(3Q2)写像と呼ぶことにする．このとき (aQ1+(3Q分写像に対し，それぞ

れ以下が成り立つ：

1. (a,(3） ＝ （1,0)のとき cpはQ1写像；

2. (a,(3） ＝ （0, 1)のときゃは Q2写像；

3. (a,(3） ＝ （-1,1)のときゃは Chern-Federer写像；

4. (a,(J)=(m,-1)のとき¢は Willmore-Chen写像

ここで強調しておきたいことは，我々の研究ではエネルギー汎関数を一つ固定して変分問題を考え

るのではなく，エネルギー汎関数の族に対し変分問題を考えている点である．これにより，エネル

ギー汎関数の族に属する全てのエネルギーの Euler-Lagrange方程式を統一的に表示し，考察する

ことができる．

上述からわかる通り， Chern-Federerエネルギー汎関数の Euler-Lagrange方程式は W2位）ー

W心） ＝0である．この方程式に関し次の結果を得た．

命題 4.3.なめらかな写像 cp:(M叫邸） → （N叫邸）が Chern-Federer写像であることの必要

十分条件は，次が成り立つことである．

〇＝こ{(▽R門(dcp(ei),dcp(ei), dcp(％））心(ej)-(v心）（ei,R州ei,eふ）
i,J 

-dcp((VRM)(e;, e;, eJ凡）＋ 2RN((V dcp)(e;ぶ），dcp(eJ))dcp(eJ) 

+2炉 (dcp（ら），（V心）（e心））dcp(eJ)}. 

ここで，｛¢｝匹1は(M叫邸）の局所正規直交枠場としている．

一般に， Q1エネルギーと Q2エネルギーで張られるエネルギー汎関数の族に属するエネルギー

のEuler-Lagrange方程式は，ゃに関する 4階の偏微分方程式となっている．しかしこの命題か

ら， Chern-Federerエネルギー ICF位）の Euler-Lagrange方程式は，ゃに関する 2階の偏微分方

程式になっていることがわかるまた，このエネルギー汎関数の族の中でも（定数倍の差を除いて）

Chern-Federerエネルギーだけが， Euler-Lagrange方程式が 2階になることもわかっている．命

題 4.3の証明には次の二つの補題を用いた．
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補題 4.4.なめらかな写像 rp:(M=,gM)→(N叫邸）と X,Y,ZE r(TM)に対し，次が成り

立つ．

(v2dcp)(x, Y, z) -(v2心）（Y,X,Z)=R汀dcp(X),dcp(Y))dcp(Z) -dcp(RM (X, Y)Z) 

補題 4.5.なめらかな写像 'P:(M叫 gM)→(Nn'邸）と X,Y, Z, W E r(T M)に対し，次が成り

立つ．

や叫(X,Y,Z, W)-（炉dcp)(X, Z, Y, W) 

= （▽R州(d孤X),d弧Y)｛如(Z))dcp(W)+ RN(（Vdcp)(X, Y),d孤Z))dcp(W)

+RN（如（Y),(Vdcp)(X, Z))dcp(W) + RN (dcp(Y), l如(Z))(Vdcp)(X,W) 

-(Vdcp)(X, RM (Y, Z)W) -dcp（（▽R州(X,Y, Z)W) 

Chern-Federerエネルギーに関して，さらにもう一つ考察を得たまず， 2次の Chern-Federer

多項式は次のようにあらわすことができる：

CF(（Vdcp)x) = Q2(（Vdcp）』 -Q1(（Vdcp)x)

= Q2(Hx) -Q1(Hx) 

＝こ（ど閏）2-LL(h0)2
a a i,J 

防 hり＝区区 det(;~ 
a a,] (h] hfJ)． 

この多項式の表示に関して次の定理を得た

定理 4.6.なめらかな写像 cp:(M叫卯） → （N尺9N)が Chern-Federer写像であることの必要

十分条件は次が成り立つことである．

C(μ+ v) = 0, 

ここで Cは

C := det（畠乳：），
であり各仰は縮約としている．またμ,V はそれぞれ以下で定められる，¢―1TNに値を持つ

(0, 4)型のテンソル場である．

μ(X1,X2,X3,Xり：＝ （炉dcp)(X1,X2, X3, X4), 

v（ふ，X2,X3, X4) := RN ((V心）（X3,X4),dcp（ふ））心（ふ）

ただしここで X1,X2,X3,X4E r(TM)としている．

定理 4.6より， 2次の Chern-Federer多項式にあらわれる行列式の対称性が， Chern-Federer

エネルギー汎関数の Euler-Lagrange方程式にも引き継がれていることがわかるまた，定理 4.6

で用いる縮約について説明をしておく．ここでは，縮約をとる対象が (0,4)型のテンソルのため，

Riemann計量を用いて (0,4)型を (1,3)型にし，例えば C12であれば第 1，第 2成分で縮約をとる

ということをしている．
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5 今後の課題

写像の変分問題をテーマとした研究で，エネルギー汎関数の族に対して統一的に変分問題を考え

るといった研究は他に類をみない．また本研究を通して，積分幾何のアイデアをもとに写像の変分

問題に取り組むという，新しい研究の方向性を提示することができた．

最後に，今後の課題について述べる．具体的に次のような問題を考えている．

1.第二変分公式の導出．

2.写像の積分不変量の幾何的性質を明らかにする．

3.可積分系の観点から Chern-Federer写像についての研究を進める．

1について，現在取り組んでいる最中である． 2について，イントロダクションにある通り，部分多

様体の第二基本形式から定まる積分不変量で，部分多様体の共形不変量になるものが存在する．こ

れらの結果を参考にし，写像の第二基本形式から定まる積分不変量の中で，共形不変性などの幾何

的性質を持つものを見出したい． 3について，エネルギー汎関数の Euler-Lagrange方程式が 2階

の偏微分方程式になることから，調和写像は可積分系の分野と相性が良いことが知られている．一

方，今回の研究で Chern-Federerエネルギー汎関数の Euler-Lagrange方程式も 2階の偏微分方

程式となることが確認できた．調和写像の先行研究の流れを参考にし， Chern-Federer写像に対し

ても可積分系の観点から研究を進められることが期待される．

長期的な目標として， Chern-Federer写像を足がかりにして Chen予想へ何らかの形でアプロー

チできたら嬉しい．そのためにはまず， Chern-Federer写像の顕著な例を見つけることから始めた

いと考えている．
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