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1.導入

Riemann空間形内のChern-Federer部分多様体

工学院大学学習支援センター 1 佐藤雄一郎2

Yuichiro Sato 

Academic Support Center, Kogakuin University 

[1]にて， Riemann多様体間の写像の第二基本形式から定まる積分不変量に関する第一

変分公式についての研究が行われた．特に第二基本形式の成分から定まる 2次斉次多

項式に焦点を当てると，対応する積分不変量はスケーリングの差を除いてゞ族として

得られ，二重エネルギー汎関数([7]）を含むことが分かる．そのS1族に対し，変分問題

を考えると，一般に Euler-Lagr皿 ge方程式は4階偏微分方程式になるが，その中で 2

階偏微分方程式になるものが唯一存在することが分かった．我々はその積分不変量を

Chern-Federerエネルギー汎閑数と呼ぶことにし，本稿では，その Euler-Lagrange方

程式を満たす写像の具体例を概説する．

2. Chern-Federer部分多様体

(M叫gM),(N叫邸）を Riem皿 n多様体， cp:Mm→炉をcoo級写像とする．このと

き，写像cpの第二基本形式hE r(T* M R T* M R釘TN)を

h(X, Y)：＝▽亨旱y-cp．▽炉Y (X, YE  r(TM)) 

で定める． ここで▽TMは(M叫gM)のLevi-Civita接続，▽,p*TNしま (N叫邸）の Levi-

Civita接続▽TNから誘導される引戻し束cp*TN上の接続である．このとき， hは釘TN

に値を持つ (0,2)型対称テンソル場である．さらに次の量を定める．

ここで

Q1(h) := lh|> Q2(h) := 1tr9M hl2 = IT(cp)|>

CF(h) := Q2(h) -Q1(h) = IT(cp)l2 - lh|>

WC(h) := mQ1(h) -Q2(h) = mlhl2 -IT(cp)ド＝ mlhド．

h(X, Y) := h(X, Y) -
如 (X,Y) 

m T(¢) 

である．これらの量は正規直交基底を取れば，第二基本形式の成分に関する 2次斉次

多項式であり，その正規直交甚底の取り方に依らない不変多項式になっている．

逆に第二基本形式の成分に関する 2次斉次不変多項式の成す実線形空間Uを考える

と， m~2 ならばdimlRU = 2であり， m=1ならばdimlRU= 1である．さらに基底と

して {Q1(h),Q2(h)｝，あるいは{CF(h),WC(h)｝が選べる．すなわち，

U = SpanlR {Q1(h), Q2(h)} = Sp皿恥 {CF(h),WC(h)} 

が成立する． m=lのときは Q1(h)= Q2(h)が成り立つ．
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任意のP(h)EUに対し，積分不変量

叫）：＝ JMP(h)dμ9M 
M 

を定める．ここでdμgMはRiemaJ1n多様体(M叫邸）の体積要素を表し，積分の収束性

は適当に仮定する．これにより，写像r.p:(Mm'如） → （N叫邸）に対して汎関数の族が

得られる．特にUの零でない二元に対し，零でない定数倍によって等しいものを同一

視すれば本質的な汎関数はゞ族を成す．

汎関数が得られたので，変分法を適用することができる．特に第一変分公式を導出す

ることにより，汎関数の臨界点を与える写像を特徴づける偏微分方程式である Euler-

Lagrange方程式を考えることができる．特別な汎関数の場合には以下の表1のように

まとめることができる． Q2(h)に対する積分不変量JQ刊r.p)は二重調和エネルギー汎関

数の2倍に一致する．すなわち，積分不変量IQ刊ゃ）に対する変分問題は二重エネルギー

汎関数に対するそれと等価であり，従ってそれらのEuler-Lagrange方程式は一致する．

詳細は後述する命題1および論文[1]を参照せよ．

II積分不変量 I 名称 I Euler-Lagrange方程式 I

Q1(h) 四（cp) Q1エネルギー 4階偏微分方程式

Q2(h) JQ2 (r.p) Q2エネルギー 4階偏微分方程式

WC(h) JWC伶） Willmore-Chenエネルギー 4階偏微分方程式

CF(h) JCF位） Chern-Federerエネルギー 2階偏微分方程式

表 1：各種汎関数の総覧．

以下断らない限り {eぷ昌は (Mm'如）の局所正規直交枠場を表すものとする．また

ベクトル場X,Y, Z, W E f(T M)に対し，

(Vh)(X, Y, z)：＝▽笑＊TNh(Y,Z)-h（▽lMY, Z) -h(Y，▽iMz), 

（守h)(X,Y,Z, W) ：＝▽笑•TN(Vh)(Y, z, W) -（Vh)（▽炉Y,Z,W)

-（而）（Y，▽炉z,w)-（而）（Y,Z，▽炉W)

で定める．

• Q1エネルギー

I叫）＝ f)hl2dμ邸

M 

の第一変分を考えることにより， Euler-Lagrange方程式

W心）：＝区｛（砂）（e;,ej, e凸） ＋炉(h(e凸），ゃん）凸｝ ＝ 0 
i,j 

が得られる．ここでW1位） E r位＊TN)である．かが Q1写像であるとはW1位） ＝0を

満たすこととして定める．これは¢に関する 4階偏微分方程式である．
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• Q2エネルギー

I叫）＝ JMIT(r.p)l2 dμgM 
M 

の第一変分を考えることにより， Euler-Lagrange方程式

W心）：＝こ｛（詞）（ei,ei,己） ＋炉(h(eiふ），凸）凸｝ ＝ 0 
i,j 

が得られる．ここでW2位） E r位＊TN)である． mがQ2写像であるとはW2位） ＝0を

満たすこととして定める．

coo級写像cp:(M庄如）→ （N叫gN)に対して，かの二重テンション場を

叫 cp):=一▽＊VT（t_p)+ tigM炉 (T(t_p)，ら）や＊

で定める．ここで—v*vは引戻し束 cp*TN上の接続▽<p*TN から定まる疎ラプラシアン

（接続ラプラシアン）を表す．このとき，次が成立する．

命題 1([1]). W:心） ＝乃(cp).

命題 1より，写像¢が Q2写像であることと二重調和写像であることは同値である．

特に写像¢に関する 4階偏微分方程式として特徴づけられることになる．

微分・積分の線形性より， Willmore-Chenエネルギーと Chern-Federerエネルギー

I三）＝ JM叫 沖dμ9M, I叫） ＝ JM |T（齊— |hl2 dμ9M 

のEuler-Lagr皿 ge方程式はそれぞれ

m剛 (¢)-W心）＝ 0， W心）ー W心） ＝0 

となる．

Willmore-Chenエネルギー， Chern-Federerエネルギーの臨界点を与える写像をそ

れぞれWillmore-Chen写像， Chern-Federer写像と呼ぶことにすれば，前者の Euler-

Lagrange方程式は一般に4階偏微分方程式であるが，後者のEuler-Lagrange方程式は

2階偏微分方程式に階数が下がる．実際，次が成立する．

定理 2([1]). Riem皿 n多様体闇の coo級写像 cp: (Mm,gM)→ (N尺gN)がChern-

Federer写像であるための必要十分条件は次の Euler-Lagrange方程式を満たすことで

ある：

（▽TN炉）（や＊e心＊e;,cp凸）や＊巧ーや＊ （（▽TMR門(e;,e;, e]凡）

+2炉 (h(e;,e;), cp凸）¢凸＋ 2炉（cp.e;,h(e;, ej))cp凸— h(e;, R叫e;,e]凡） ＝0. 

ここでRM,R汀まそれぞれ(Mm,g叫，（N叫gN)のRiemann曲率テンソル場であり，上

式は 1:s; i,jさmの範囲にわたって総和を取っていることに注意せよ．

逆に得られた汎関数のゞ族に対し， Euler-Lagrange方程式は一般に4階偏微分方程

式であり， Chern-Federerエネルギーが唯一階数が2階に落ちる．

定義より，自明な Q1写像として h=Oを満たすものがあるが，これは全測地的写像

と呼ばれる．同様にして自明な Q2写像として T(cp)= Qを満たすものがあるが，これ
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は調和写像である．また自明なWillmore-Chen写像として h=Oを満たすものがある

が，この条件はr.pが等長はめ込みのとき，全謄的はめ込みと呼ばれる．

等長はめ込みr.pに対し， 2階偏微分方程式T(r.p)= 0を満たすものは極小はめ込みで

あることと同値になり，幾何学的な意味を持つ．

一方で 2階偏微分方程式 W2(r.p)-W1(r.p) = 0を満たすこととして特徴付けられる

Chern-Federer写像に対して，自明な例として何が挙げられるか，等長はめ込みの場合

にどのような幾何学的解釈を与えられるかは甚本的な問題であると思われる．

定理2より (N叫gN)がEuclid空間野のとき， coo級写像 r.p:(Mm,gM)→町が

Chern-Federer写像であるためのEuler-Lagrange方程式は

一<p*(trgM ▽™Q9M) -tr9Mh(Q9M(・), •) = 0 (1) 

となる．ここでQ,Mは(M叫gM)のRicci作用素である．特に (M叫gM)がRicci平坦で

あるときは，任意のcoo級写像cp:(M叫如） → 町 はChern-Federer写像である．

mは2以上かつ (M叫叩）が Einsteinであるとき，すなわち，定数入が存在して

Q邸＝入ITMが成立するとき， Euler-Lagrange方程式(1)は

ー知(cp)= 0 

となるので入＃ 0のとき cp:(M叫邸） →野がChern-Federer写像であることと調和

写像になることは同値である．入＝ 0のとき， Ricci平坦の場合に帰着される．

以下cp:(Mm,gM)→ (Nn郡）は等長はめ込みである場合を考える．すなわち， cpの

微分写像らは単射であり，釘邸＝ gMを満たすとする．

(N叫邸）は定曲率cのRiemann空間形炉(c)のとき， Euler-Lagrange方程式は次の

ようになる．

系 3([1]）．等長はめ込みcp:(M叫gM)→炉(c)がChern-Federer写像であるための必

要十分条件は次の方程式を満たすことである：

ーcp.(trgM （▽™Q9M)) + 2cm(m -1)1-l -tr9Mh(Q9M(-),-) = 0. (2) 

ここで1-lは¢の平均曲率ベクトル場を表す．また，次を満たすこととも同値である．

（丁） : trgM (• ™QgM) = 0, （上）： 2cm(m-1)1-l -tr9Mh(Q邸(-),-)=0. (3) 

ここで（丁），（上）はそれぞれ式(2)の接成分と法成分を表す．

特にRiemann空間形へのChern-Federer等長はめ込み写像を許容するためには(M叫g叫
に対して障害 (trg瓜▽™Q，砂＝ 0）が存在する．実はこの障害は Scal9M を (Mm,gM) の

スカラー曲率とするとき，縮約Bianchi恒等式

trgM（▽TM伽） ＝ ；grad9MScal9M 
によりスカラー曲率が一定であることと同値である．

一般に，部分多様体Mme(N叫邸）がChern-Federerであるとは， Mm上にgNによ

る誘導計量を考えたときにその包含写像がChern-Federer写像になることをいう．

以下では，曲線，曲面そして超曲面（特に，等径超曲面）の順に Chern-Federer部分

多様体について考える．
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3.曲線の場合 (m= 1) 
Jc罠を開区闇とする． I上には自然な Riemann計量9I= d柱を入れておく．このと

き， coo級写像1:（I,gI)→(N尺9N)を(N尺9N)上の曲線と呼ぶ

命題 4([1]）．任意の曲線,: (I,g1)→(N叫邸）はChern-Federer写像である．

証明はW1(,)=W幻）であることから直ちに従う．

4.曲面の場合 (m= 2) 
命題 5([1]). <p : (M汽邸） →炉(c)を等長はめ込み， Kを(M汽9M)の断面曲率とす

る．このとき，ゃがChern-Federer写像であることの必要十分条件はKは定数であり，

次のいずれかが成立することである：

(i)ゃは極小はめ込みである，または

(ii) K = 2cを満たす．

すなわち， KcJ 2cのとき， Chern-Federer写像であることと極小はめ込みであるこ

とは同値であり， K=2cのとき，任意の写像はChern-Federer写像である．

5.超曲面の場合 (n= m + 1) 
Mm C Nm+lを超曲面，い Er(T.lM)を単位法ベクトル場とする．このとき， M の形

作用素AE f(EndTM)を

h(X, Y) = g叫A(X),Y)~ (X, YE  f(TM)) 

を満たすものとして定める．またM の各点pにおいて形作用素心の固有値を点pにお

ける主曲率と呼ぶ．重複度を込めて点pEMにおける主曲率を

入1(P)::;ふ(p)::;・・・さ心(p)

を満たすように並べると，各入はM 上の連続関数となる．これを M の主曲率と呼ぶ

以下， Mm~ま Riemann空間形 Nm+l(c) 内の等径超曲面，すなわち，主曲率一定超曲

面とする． Mの主曲率はすべて定数関数なので，相異なる主曲率の個数をgで表し，そ

の相異なる Mの主曲率を

ふくふく・・・＜入g

となるように定める．このとき，

C ::::; 0⇒ g = 1,2, C > 0⇒ g = 1,2,3,4,6 

となることが知られている．

入を M の主曲率としてT入＝ Ker（入ITM-A)を入に対する主分布と呼ぶこのとき，

ベクトル束として直交直和分解

g 

TM＝④T入1 (4) 
i=l 

が得られる．さらに各T,¥，は自己平行であることが従う．すなわち，任意の切断X,YE

r(T,¥,）に対し▽炉YE「(T,¥,)が成り立つ．ここで▽TMは等径超曲面MmのLevi-Civita 

接続である． Riemann空間形内の等径超曲面については [3]に詳しい．
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定理 6([1]). Mm C N→(c)をRiemann空間形内の等径超曲面， Aをその形作用素と

する．このとき， MmがChern-Federerであるための必要十分条件は次の等式を満たす

ことである：

c(m -l)(tr A) -(tr A)(tr Aり＋ （tr Aり＝ 0. (5) 

定理6より，自明な例としてaustere超曲面がある．すなわち，等径超曲面がaustereで

あれば極小かつChern-Federerである．ここで超曲面がaustereであるとはtrA2k-l = 0 

を満たすことをいう．ただし， 1さ2k-1 :Smを満たす自然数kすべてに対して成立

するものとする．

定理6の証明は次の通りである． MmC Nm+l(c)を等径超曲面とし，入1:S入2:S..・:S 

心をMの主曲率とする．このとき，直交直和分解 (4) より，ある正規直交枠場 {e; ｝~1

でA(e;)＝入，e,を満たすものが存在する． Mの単位法ベクトル場をぐで表せば，式(3)は

m 

(T) : tr9M （▽™Q邸） ＝〉（入ふー碍）g叫▽び気， eふ＝ 0,
i,J=l 

（上） ： 2cm(m-1)社— tr9Mh(Q邸(·), ・) = [c(m -l)(tr A) -(tr A)(tr Aり＋ （tr Aり］ C． 

となる．（T)の最後の等式では，主分布の自己平行性を用いた．従って， MmがChern-

Federerであるための必要十分条件は

c(m -l)(tr A) -(tr A)(tr Aり＋ （tr Aり＝ 0 

である．（丁）の式は等径超曲面のスカラー曲率が一定であることからも従う．

以下， Euclid空間，双曲空間そして球面内の順に Chern-Federer等径超曲面（特に，

等質超曲面）について概説する．

命題 7([1]). Mm C JEm+lをEuclid空間]Em+l内の等径超曲面とする．このとき， Mm

がChern-Federerであるための必要十分条件は以下の超曲面のいずれかの開部分集合

に合同になることである：

(i)翫 clEm+1 （全測地的超平面），

(ii) §l(r) X ]Em-1 C ]Em+l （一般化された直円柱）．

命題 8([l]). Mm C ]Him+1(-l)を双曲空間1HIm+1(-1)内の等径超曲面とする．このと

き， MmがChern-Federerであることの必要十分条件は全測地的になることである．

単位球面sm+1(1)内の等径超曲面で Chern-Federerになるものは等質の場合に決定

されている ([1]）．ここで球面内の等径超曲面に対し，その平行超曲面は焦部分多様体

に潰れない限り，再び等径超曲面になる．すなわち，等径超曲面は平行超曲面により

族で存在する．従って，例えば極小でないもの，あるいは二重調和でないものが存在

すると述べたとき，その平行超曲面族の中に極小でない，あるいは二重調和でないが，

Chern-Federerになるものが存在するということを意味している．

• g = 1の場合

g=lである等径超曲面Mmesm+1(1)は

正＝茫(r)={（いlf=r2)E JEm+2 I llxll2 = r2} C §m+l(l) (0 < r :S: 1) (6) 
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で与えられる．ここでII・ IIしま]Em+2の標準的なノルムである．これは全腑的超曲面で

あり 1卵＝ 0を満たす．

このとき (6)がChern-Federerであるための必要十分条件はr=l（全測地的超曲面）

またはr= 1/V:訂二重調和超曲面）である．すなわち，二重調和であることと同値であ

る．後者の二重調和超曲面は極小でないことに注意する．

一般に等径超曲面MmC sm+1(1)の最大主曲率を入＞ 0で表すことにすると，等径

超曲面の対称性より，残りの主曲率は入を用いて表せる．実際，相異なる主曲率の個

数がgE {2, 3, 4, 6}のとき，最大主曲率入は

入＝ cott (0 < t < ~) 

と表すことができ，残りの主曲率は

cot (t + i1r) (1さi~ g -l) 
g 

で表すことができる．これを用いれば定理6の条件式(5)は入に関する代数方程式とし

て表せることが分かる．

• g = 2の場合

g=2である等径超曲面MmC §m+l(l)は

Mm=笠（乃） X §m-p伍） C§m+1(1) (rf + r~ = 1) (7) 

で与えられる．これはClifford超曲面と呼ばれ，微分同型類は [m/2]個存在する．

このとき (7)がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満たすことである：

p(p-1)入6-p(2m -p-1)入4+ (m -p)(m + p -1)炉— (m -p)(m -p-1) = 0. 

特にpさm-pとして一般性を失わず，その解は次の通りである．

(i) m = 2, p = 1のとき，
入＝ 1.

すなわち，解は唯一であり，極小Cliffordトーラスである．

(ii) m ;::,: 3, p = 1のとき，

入＝ 1ま たは入＝［戸

すなわち，解は二つあり，前者は二重調和であり，後者は二重調和でない．

(iii) m ~ 3, p ~ 2のとき，

入＝ 1または入＝V p(m-p) 土 ✓p(m -p)(m -1) 

p(p -1) 

すなわち，解は三つあり，前者は二重調和であり，後者は土の双方とも二重調和

でない．



56

ところで，一般に 2次元以上の Riemann多様体(Mm,gM)に対し，正規化スカラー

曲率Tは次で定義される．

(;) T ＝ ~K(e凸）．
i<j 

ここで{e;}は各接空間の正規直交基底であり， K(e;凸）は{e;凸｝で張られる接空間の

2次元部分空間に関する断面曲率である．スカラー曲率Scal9Mとの関係は次の通りで

ある．各点pEMmと接空間乃Mの正規直交基底｛ら｝に対し，点pにおいて

Scal9M = tr伽＝ f9M如 (e;),e;)＝LK(e凸） ＝2LK(e凸）
i=l z#j i<J 

より
2 

） ~K(e，凸）＝
Scal9M 

T= 
m(m-1 

i<j 
m(m-1) 

である．

Clifford超曲面には二重調和でない例が存在しているが，これは正規化スカラー曲率

T=lになるものが対応する．特に二重調和でないので，極小でない．

• g = 3の場合

g=3である等径超曲面Mmesm+1(1)は

炉 ＝ S0(3)/Z2x Z2→訊1),

M6 = SU(3)/T2→ぎ(1),

M12 = Sp(3)/Sp(1)3→か(1),

M24 =凡／Spin(8)→炉(1)

で与えられる．これはCartan超曲面と呼ばれることがある．

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

このとき (8),(10), (11)がChern-Federerであるための必要十分条件は入＝ v'3(aus-

tere超曲面）である．また（9）がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満た

すことである：

閃― 3)(3対— 3入2_g入＋ 1)(3炉＋ 3入2_g入— 1) = 0. 

特に極小でないものが存在する．

• g =4の場合

g=4である等径等質超曲面MmC §m+l(l)は

M8 = S0(5)/T2→釘1), (12) 

M18 = U(5) / SU(2) x SU(2) X U(l)→炉(1), (13) 

M30 = U(l) ・ Spin(lO)/S1 ・ Spin(6)→ 炉(1), (14) 

M4m-2 = S(U(2) x U(m))/S(U(l) X U(l) X U(m -2)）→ §4m-1(1), (15) 

M2m-2 = S0(2) x SO(m)/Z2 x SO(m -2)→§2m-1(1), (16) 

M8m-2 = Sp(2) x Sp(m)/Sp(l) x Sp(l) X Sp(m -2)→§8m-1(1) (17) 
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で与えられる．ただし (15),(17)ではm ~ 2, (16) ではm~ 3である．非等質等径超曲

面はここでは扱わない．

(12)がChern-Federerであるための必要十分条件は入＝ 1+ v'2 (austere超曲面）で

ある．（13)がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満たすことである：

3入12-40入10+ 223入8- 692炉＋ 223入4-40入2+ 3 = 0. 

(14)がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満たすことである：

12入12-111入10+ 488入8- 1098入6+488入4-111入2+ 12 = 0. 

(15)がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満たすことである：

入12-4(2m -1)入10+ (72m-85)入8- 32(4m2 -10m + 7)入6

+ (72m-85)入4-4(2m -1)入2+ 1 = 0. 

(16)がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満たすことである：

(2m-3)入8- 4(5m -9)炉＋ 2(16m2-62m + 63)入4-4(5m -9)炉＋ 2m-3=0. 

(17)がChern-Federerであるための必要十分条件は次を満たすことである：

3入12-16m灼＋ （136m-117)入8- 4(64m2 -116m + 63)入6

+ (136m -117)入4-16m入2+ 3 = 0. 

特に g=4の場合には， Chern-Federerに成れない等径超曲面の例が現れる．（15)は

m=2 のとき解を持たず， m~3のとき少なくとも一つは解を持つ．また (16) はm=3

のときのみ解をただ一つ持ち (austere超曲面）， m ミ4のとき解を持たない．さらに

(17)はすべてのmミ2に対して，少なくとも一つは解を持つことが分かる．ここで解

の存在については中間値の定理を用いることで示される．

• g = 6の場合

g=6である等径超曲面MmC §m+l(l)は

M6 = S0(4)/Z2 x Z2→ざ(1),

M12 =ら／T2→炉(1)

(18) 

(19) 

で与えられる．このとき (18),(19)がChern-Federerであるための必要十分条件は入＝

2 + v'3 (austere超曲面）である．従って，極小なもののみ存在する．

6.雑多な考察

一つの疑問として Chern-Federerを中心に考えたが，他の場合ではどうだろうか．

等径超曲面MmC Nm+l(c)に対し，その包含写像が Q1写像であるための必要十分

条件は

c(tr A) -(tr Aり＝ 0 

が成り立つことである．また Q2写像（すなわち，二重調和写像）であるための必要十分

条件は

(me -(tr Aり） （tr A)= 0 
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が成り立つことである ([6]）．さらにWillmore-Chen写像であるための必要十分条件は

(tr A)(tr A2) -m(tr Aり＝ 0 

が成り立つことである．以上より， Chern-Federer写像になるための条件式(5)よりも

単純な条件式になっているとも思える．特にWillmore-Chen写像であるための条件式

においては外空間Nm+l(c)の曲率cに依らない式になっていることに注意せよ．

もう一つの疑問として汎関数を一つ固定するのではなく，族のまま扱ってはどうだ

ろうか．

a,(3はん＋ /32=J 0を満たす実数とする．このとき， C°° 級写像 cp:(M叫9M)→
(Nn, 9N)に対し， cpが(aQ1+(3Q2)写像であるとは

Wa,(3位）：＝ aw心）十 (3W心） ＝0 

を満たすこととして定める．

• W1,o(cp) = W心） ＝0はQ厚像であることが対応する；

• W。,1(cp)= W叫＝ 0はQ2写像（二重調和写像）であることが対応する；

• W-1,1位） ＝間(cp)-w心） ＝ 0はChern-Federer写像であることが対応する；

• Wm,-1位） ＝m剛 (cp)-w心） ＝0はWillmore-Chen写像であることが対応する．

命題 9([1]). l : T2→密(1)を埋め込まれた平均曲率一定平坦トーラスとする．このと

き， lが(aQ1+(3Q2)写像であるための必要十分条件は次のいずれかのものに合同にな

ることである：

(i) a+(3＝0のとき

訊 1/)2)X §刊1/《⑳ ←パ焚（1):極小Cliffordトーラス；

(ii) a+(3＃0, a(a + (3）ー1：：：： 0のとき

釧l／⑫） x飢1/⑫)→訊1)：極小Cliffordトーラス；

(iii) a+(3＃0, a(a +(3）-1 < 0のとき

飢1/)2)X §1(1/)2)→訊1)：極小Cliffordトーラス，または

訓八） X§1（乃） → S刊1)：非極小Cliffordトーラス．

ここで (iii)の非極小トーラスのr1,r2とその平均曲率ベクトル場社は次を満たす．

八＝：［ローニl
乃＝：［二十□~]

a 
如（1)(1-i,1-i) =一

2(a + f3)． 

単位球面密(1)内の埋め込まれた平均曲率一定平坦トーラスはCliffordトーラスに合

同であるという剛性[10]を利用した．
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