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正則化された平均曲率流

のゲージ理論への応用について
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概要

本稿では，まず，主バンドルの接続の空間からその構造群へのホロノミー写像とよばれる

写像を定義し，その写像を用いたヒルベルト空間内の等径部分多様体の新しい構成法を

与える．次に，ヒルベルト空間内の正則化された平均曲率流のゲージ理論への応用として，

ある主バンドルのある種の接続達がゲージ不変な正則化された平均曲率流に沿って一斉に

動くとき，それらの接続達のあるループに沿うホロノミー元達が， Gの1点に集中する

ことを主張する“ホロノミー集中定理’'を紹介する．さらに，（主バンドルの）接続の空間

に，ゲージ変換群のその空間への作用が等長的になるようなリーマン計量を与えたとき，

ゲージ軌道（これは，その空間内の部分多様体）の形作用素をある線形微分作用素の

グリーン作用素（または，熱核）を用いて表示した式を与える．

1 序

リーマンヒルベルト多様体内の無限次元部分多様体の研究は，ゲージ理論におけるゲー

ジ軌道，あるいは，ゲージ軌道の束の外在的研究において，里要である．しかしながら，

リーマンヒルベルト多様体内の無限次元部分多様体の研究は，あまり行われていないのが

現状である．その中で， 1989年， Chuu-LianTerng([Tel]）は，（可分な）ヒルベルト空間

内で，固有フレッドホルム部分多様体とよばれる良い焦点構造をもつ（比較的取り扱いや
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すい）無限次元部分多様体を定義し，さらに，その特別なものとして，無限次元等径部分

多様体という概念を定義した．固有フレッドホルム部分多様体の形作用素は，コンパクト

作用素になり，それゆえ，そのスペクトラムは有界であり， 0以外のスペクトルは点スペ

クトル（つまり，固有値）であり， 0は点スペクトル，または，連続スペクトルである．無

限次元等径部分多様体の等質な例は，ヒルベルトリー群のヒルベルト空間への極作用とよ

ばれる等長作用の主軌道として与えられる．ヒルベルトリー群のヒルベルト空間への極作

用の具体例は，次のように与えられる． T ： P。:＝ S1X G→ S1をサークル S1上のコン

パクト半単純リー群 Gを構造群としてもつ自明な主バンドルとし， g化(,:::H1([0, 1], G)) 

をそのがゲージ変換群， A閃(,:::H0([0, 1], g)）をその Ho接続の空間とする．このと

き， g釘の閉部分リー群 Kで，その A尻゜への作用が極作用になるようなものを豊富に発

見することができ，その結果， A閃内の無限次元等径部分多様体の等質な例を豊富にえ

ることができる．

本稿では，より一般に，コンパクトリーマン多様体 (B,gB)上のコンパクト半単純リー

群 Gを構造群としてもつ主バンドル 7r:p→Bを考える．以下， s>かdimB-1とす

る． ggs+1をこの主バンドルの Hs+lゲージ変換群とし， A肛をこの主バンドルの HS

接続の空間とする．まず， Bにおける各 COOループ cに対し， cに沿うホロノミー写像

（これは， hoしで表される）を， A『から Gへの沈め込み写像として定義した後，この写

像を用いて，ヒルベルト空間 A『内の基点付きゲージ変換群 (ggs+1)ぉ。に関して不変な

等径部分多様体が，組織的に構成されることを保障する定理を述べる．次に，ある種のヒ

ルベルトリー群作用 gへVを備えたヒルベルト空間 V内の g同変な正則化された平均

曲率流の一意存在性について述べた後， ggS+1不変な正則化された平均曲率流に沿うホロ

ノミー集中定理（概要を参照）を紹介する．最後に，ゲージ作用 ggs+1へA『が等長作

用になるようなリーマン計量（これを gsで表す）を A『に与えたとき，ゲージ軌道（これ

は，（A『，gs)内の部分多様体）の形作用素を，ある線形微分作用素のグリーン作用素（ま

たは，熱核）を用いて表示した式を与えることにする．

2 固有フレッドホルム部分多様体

この節において，ヒルベルト空間内の良い性質をもつ部分多様体として， 1989年に

Chuu-Lian Terngによって導入された固有フレッドホルム部分多様体の定義を振り返る

ことにする．（V,〈，〉）を（可分な）ヒルベルト空間とし， M を (C°° 級）ヒルベルト多様

体とし， fをM から Vへの (C°° 級）はめ込みとする． 1989年， C.L. Terng([Tel])は，

fが次の 3条件を満たすとき， M を(fによってはめ込まれた）固有フレッドホルム部分
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多様体と呼んだ：

(PF-i) codimM < oo; 

(PF-ii) 任意の r>Oに対し， exp1_IB_j_r(M)は固有写像である；

(PF-iii) M の任意の法ベクいパに対し， exp文はフレッドホルム作用素である．

(PF-ii)において， exp上は M の法指数写像を表し， B上r(M)はM の半径 rの法ボール

バンドルを表す． fの法ベクトルくに対する形作用素を A{で表すことにする．序章で述

べたように，固有フレッドホルム部分多様体は，良い焦点構造をもつ（図 1.1,図 1.2を参

照）．詳しく説明すると，まず，条件 (PF-i)と(PF-iii)により，各法測地線1に対し， 1

に沿う各焦点の重複度（零化空間の次元）が有限であることが保障され，条件 (PF-ii)に

より，各法測地線 1に対し，ァに沿う焦点全体からなる集合は，ァの始点以外に集積点を

もたないことが保障される．これらの事実から， fの形作用素について，次の事実が成り

立つ．

事実 1.1. 各法ベクトルくに対し， Aeはコンパクト作用素になる．

f:M<--+Vを固有フレッドホルム部分多様体とする． fが次の 2条件を満たすとする：

(I-i) fの法ホロノミー群は，自明である；

(I-ii) fの任意の平行法ベクトル場くに対し，形作用素 A～のスペクトラムは，
らp

重複度を込めて， pの選択から独立している．

このとき， fは，（無限次元）等径部分多様体とよばれる．この概念は， C.L. Terng([Tel]) 

＇一これらの次元は，無限大になる可能性がある．

f(M) 

f(M)の'Yeに沿う焦点の全体は，集積点をもっ
可能性があり，各焦点の重複度は無限大になる

可能性がある．

／ 
焦点が集積する点

花

図 1.1：一般のヒルベルト部分多様体の焦点構造
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によって導入された．（無限次元）等径部分多様体の等質な例は， Kac-Moody対称空間と

よばれる無限次元ローレンツ対称空間のイソトロピー表現を用いて組織的に構成される．

f(M) 

‘—これらの次元は，有限である．

f(M)のTgに沿う焦点の全体は，

集租点をもたずに，各焦点の重複度は

有限である．

花
/ 

図 1.2:固有フレッドホルム部分多様体の焦点構造

3 正則化可能性

この節において，固有フレッドホルム部分多様体の正則化可能性の定義を振り返るこ

とにする．そのために，まず，ヒルベルト空間 (V,〈，〉）の自己随伴作用素の 2種類の正

則化可能性の定義を振り返ることにする． Aを (V,〈，〉)の自己随伴作用素とする． 1993

年， C.KingとC.L. Terng([KT]）は，自己随伴作用素 Aの正則化されたトレース TrrA

を次のように定義した：
cx.） 

Trr灰：＝ lim〉囚ー (-μi)s)
s↓1 

i=l 

(Spec A~ = {µ1 ：：：：： µ2 ：：：：：・•. ：：：：： o ：：：：：...：：：：：入2 ：：：：：ふ｝)•

一方， 2006年， E.Heintze, X. LiuとC.Olmos([HLO]）は，自己随伴作用素 Aの正則化

されたトレース TrrAを次のように定義した：
00 

Tr山：＝〉仇＋μi)
i=l 

(Spec A~ = {μ1 ~ μ2 ~ ・ ・ ・ ~ 0 さ・・'<入2~ ふ｝）．

本稿では， Heintze-Liu-Olmosの定義を採用する．

固有フレッドホルム部分多様体の正則化可能性が，次のように定義される．
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定義 ([HLO]) 固有フレッドホルム部分多様体 f:MYVが，次の条件を満たすとす

る： V（E TJ_M，ヨTrrA{(< oo) &ヨTr(Aり(<oo). 

このとき， fを，正則化可能な部分多様体といい，特に，余次元が 1の場合， fを正則化

可能な超曲面という．

f: M → Vを正則化可能な超曲面で（大域的に定義された）単位法ベクトル場［を

許容するようなものとする．このとき， H := TrrA～を正則化された平均曲率とよびc 
H:＝直A~• くを正則化された平均曲率ベクトル場とよぶ

＜ 
f:MYVを正則化可能な部分多様体とする． Wu：勾M →良を

叫~):=Tr叫 (~ET,;:M) 

によって定義する． Wuが線形ならば， リースの表現定理により，

〈Hば〉＝叫（~) (¥/ ~ E T,;: M) 

を満たす HuE T;:Mが一意に存在する．しかしながら，一般には， Wuが線形であるこ

とを示すことができない．そこで，次の条件

(*) 各点 uEMに対し， Wuは線形である．

を考える必要がある．この条件が成り立つ場合，各uEMに対し， HuE T;-Mを

〈H心〉＝叫(~) (V ~ E T;; M) 

によって定義することができ，それらを用いて，法ベクトル場 H(:u→ Hu)を定義する

ことができる．この法ベクトル場 H をM の正則化された平均曲率ベクトル場という．

4 正則化された平均曲率流

この節において， 2017年，［K2]において導入された正則化された平均曲率流の定義を

振り返ることにする．｛ft:M'----+ VhE[O,T)を，条件（＊）を満たす正則化可能な部分多様

体の CCX)族とし， Htをft(M)の正則化された平均曲率ベクトル場とする．

(RMCF) 
8ft 

at =Ht 

が成り立つとき，｛ft}tE[0,T)を正則化された平均曲率流という．
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f : M →(V,〈，〉）を条件（＊）を満たす正則化可能な部分多様体とし，▽を誘導計量

g :=「〈,〉のリーマン接続とする．ベクトル値関数 fのヘッシアン▽dfが

（▽df)(X, Y) := X(Y(f)) -df（▽xY) (X, YE  X(M)) 

によって定義される．各 V ETuM と各 ~E 巧M に対し，

w c-+ <(• df)u(v,w),~> (w E TuM) 

は線形なので，リースの表現定理より，

g(uv.E, w) =〈（▽df)(v,w), ~> (\/w E TuM) 

を満たす Uv,EE TuM が一意に定まる．このベクトル Uv,E を((▽df)u)~(v) と表す．
各 V E 几M と各~ E冗M に対し，（（▽df)滉(v)を対応させる対応を（▽df)tと

表す．（▽df)tはテンソル積空間バンドル (T;-M)*R冗MR几M の元であり，それ

ゆえ，各 uEMに対し，（▽df)tを対応させる対応（▽d庁は，テンソル積バンドル

(T_1_M)* ®T*M®TM の C°° 切断を与える．明らかに，（▽df)~ は，形作用素 AE と一

致する．それゆえ，仮定から， Trr（▽df)［が存在する．く→ Trr（▽df)［は線形なので，

リースの表現定理より，

<n, (>= Trr(• df)~ (¥/ ~ E几M)

を満たす nが一意に定まる．この法ベクトル nを（△』)uと表す．各 uEMに対し，

（△rf)uを対応させることにより定義される法ベクトル場を△』と表す．この法ベクト

ル場△』を fの正則化されたラプラシアンという．明らかに，△rfは， fの正則化され

た平均曲率ベクトル場と一致する．それゆえ，正則化された平均曲率方程式 (RMCF)は，

(4.1) 
8ft 
8t 

＝ △rft 

と表される．このヒルベルト多様体 M 上の偏微分方程式は，有限次元の場合の平均曲率

流方程式の無限次元版である．有限次元の場合，平均曲率流方程式は弱放物型偏微分方程

式であり，デ・タークトリックという手法を用いて，部分多様体がコンパクトという仮定

の下で，任意の初期データに対し，その解の存在性と一意性が示される．その証明にお

いて， Nash-Moserの逆関数定理 ([Ha])が用いられることも注意しておく．しかしなが

ら，無限次元であるがゆえ，部分多様体がコンパクトであることを仮定することができ

ず，また， Nash-Moserの逆関数定理に相当する定理もないため，任意の初期データに対

し，（RMCF)の解の存在性と一意性を示すことはできない．
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5 G同変な正則化された平均曲率流の存在性・一意性

この節において，ある種のヒルベルトリー群 gの等長作用を備えたヒルベルト空間内

のg不変なココンパクトな初期データに対し，（RCMF)の解の存在性と一意性が示され

ることを説明する．

ヒルベルトリー群gがヒルベルト空間 (V,〈，〉）に等長的に作用していて，次の条件を

満たしているとする：

(i) 
gへ(V,〈，〉)は，概自由な作用であり，その各軌道は極小な正則化可能な

部分多様体である．

gがヒルベルト多様体 M に作用していて，次の条件を満たしているとする：

（恥） gへM は概自由な作用であり， MIgはコンパクトである．

f:M'-tVをg同変な正則化可能部分多様体とする．このとき，像 f(M)は， g不変で

あることを注意しておく．

定理 5.1.fを発する g同変な正則化された平均曲率流は，一意に存在する．

この定理の証明の概略を述べる前に，いくつか記号を準備しておく．空間

C言(Mx [O, T), V)を

C含(MX [O, T), V) :={FE 000(M X [O, T), V) I ft:= F(-, t) : g同変 (VtE [O, T))} 

によって定義する． M 上のある g不変なアフィン接続Vを任意にとり，固定する．この

アフィン接続 Vを用いて，（△r)tを変形した作用素 (lr)tを

(ATh(ft) ：＝（△r)t(ft) + dft(Tr9t(Vt -¥7)) 

によって定義する．写像

D : C'.言(Mx[O,T),V)→C言(Mx [0, T), V) x C'.戸(M,V)

を

D(F) :=(（羞ー（い）（F),FIMx{O}) (FE C言(Mx [O, T), V)) 

によって定義する．また， ¢:V→VIgを，作用 gへVの軌道写像とする．

Cg°(M x [O, T), V)戸 000(M/Qx [O, T), V厄）
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に注意することにより，次の事実が示される．

補題 5.2. Cg°(M x [O, T), V)は，テイムなフレシェ空間である．

ここで，テイムなフレシェ空間とは， 1982年に， R.S.Hamiltonによって導入された空

間であり， この空間をモデル空間として，テイムなフレシェ多様体が定義され， この多様

体上のリーマン計量に対し，そのリーマン接続や測地線の存在性・一意性が示される．上

述の補題を用いて，定理 5.1は，以下のような流れで証明される．

定理 5.1の証明の概略上述の写像 Dの任意の点 Fにおける線形化

d'Dp : Cg°(M x [O, T), V)→C言(Mx [0, T), V) x C言(M,V)

は，強放物型線形作用素になる．それゆえ， dPFは線形同型写像になる．さらに， Nash-

Moserの逆関数定理により， Dは，各点の近傍で C(X)同型写像なる．それゆえ，任意の

初期データ fEC(X)（M,V)に対し，

｛誓＝（ふ）t（F)

FIMx{O} = f 

の解は，一意的に存在する．その解 F に対し，（竺〗 _i_t = Htが成り立つことを注意しat 
ておく．さらに，その解 UthE[O,T)に付随して定義される M のcoo同型写像の 1パラ

メーター族｛叫｝tに関する g不変な常微分方程式

｛悶＝ーTr，灼—灼 o 切
悩O= idM 

の解を叫とするとき， ftと叫との合成の族 {J戸切｝tは，

｛誓＝（ふ）t（F)

FIMx{O} = f 

の（一意的に定まる）解になることが示される． 口

6 無限次元等径部分多様体の例

この節において，無限次元等径部分多様体の例を与えることにする．

Gをコンパクト半単純リー群とし， 9:= LieGをそのリー代数とする．また，〈，〉を

gのキリング形式とし， gGをー〈，〉から定まる Gの両側不変計量とする． H0([0,1], 9) 
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を[O,1]を定義域とする g内の Ho曲線の全体のなすヒルベルト空間とし， H1([0,1], G) 

を[O,1]を定義域とする G内の Hl曲線の全体のなすヒルベルトリー群とする．ここで，

g内の Ho曲線とは，内積〈，〉に関するものであり， G内の Hl曲線とは， 9Gに関する

ものであることを注意しておく．また，序章で述べたように， H0([0,1], 9), H1([0, 1], G) 

は，各々，炉上の自明な Gバンドル T : P。:＝ S1X G→ゞの Ho接続の空間（正確に

は， T ：P。:＝ S1X G→ S のC°° 接続の空間の Ho完備化）， Hlゲージ変換群である

ことを注意しておく．写像¢:H0([0, 1], 9)→ Gを次式によって定義する：

¢(u) := gu(l) (u E H0([0, 1], 9)) 

（恥€が([0,1],G) s.t. {閏 :゚t〗:~1(g~(t)) = u(t)) 

写像のは， Gに対する平行移送写像とよばれる．ゲージ作用 H1([0,1], G)へH0([0,1] 9) 

は，次式によって定義される：

(g ・ u)(t) := Ad(g(t))(u(t)) -(Rg(t));;-1(g'(t)) (t E [O, 1]) 
(g Eが ([O,1], G), u E H0([0, 1], 9)). 

また，が([0,1],G)の閉部分リー群Aグ1(G)を次式によって定義する：

At (G) := {g E H1([0, 1], G) I g(O) = g(l) = e}. 

事実 6.1. (i)At(G)へH0([0,1], 9)は自由な等長作用で，その各軌道は，極小な正則

化可能部分多様体である．

(ii) H0([0,1],9)/At(G)はGと同一視され，この同一視の下， Aゲ(G)へH0([0,1], 9) 

の軌道写像は，平行移送写像のと同一視される．

rをGxGの閉部分リー群とし，

P(G,r) := {g E H1([o, 1],G) I (g(o),g(l)) Er} 

とおく．このとき，次の事実が成り吃つ．

定理 6.2.rがGxGの対称部分群ならば，作用 P(G,r)へH0([0,l],9)は，極作用に

なり，それゆえ，その主軌道は等径部分多様体になる．ここで， rが対称部分群であると

は， Gの対合 0で (Fix0)。CrC Fix0を満たすようなものが存在することを意味する

(Fix0は0の固定点集合を表し，（Fix0)0はFix0の単位元を含む連結成分を表す．）

一方，ヒルベルト空間内の等径部分多様体の焦点構造を調べることにより，次の事実が

示される．
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定理 6.3. ヒルベルト空間内の等径部分多様体は，第 3節で述べた条件（＊）を満たす正則

化可能な部分多様体になる．

P(G, r) (c H1([0, 1], G)) ------―ー、
極作用

H0([0, 1], 9) 

¢ 

ニ！（＝が（［0,1], g)／叫G))
r (c G X G) 

↓訂
r:対称部分群のとき， G/r(= H0([0, 1], 9)/ P(G, r)) 

P(G,r)作用は極作用であり，その各主軌道は

条件（＊）を満たす正則化可能な部分多様体になる．

図 6.1:ヒルベルト空間上の極作用の例

----、P(G, H x K) (C H1([0, 1], G)) 

HxK(cGxG) 

極作用
H0([0, 1], g) 

二』¢7fr 

H 戸］K

↓ 
H,K：対称部分群のとき，

H ¥G/K(cTり

P(G,H x K)作用は極作用であり，その各主軌道は

条件（＊）を満たす正則化可能な部分多様体になる．

図 6.2:ヒルベルト空間上の極作用の例（続）

7 PalaisとUhlenbeckの結果（ゲージ変換群に関する結果）

この節において，コンパクトリーマン多様体上のコンパクト半単純リー群を構造群にも

つ主バンドルのゲージ変換群，及び，その接続の空間への作用に関する R.S. Palais([P]) 

とK.Uhlenbeck([U])による結果を思い起こすことにする． この節における主バンドルの

接続理論の議論の進め方は，野水克己先生流 ([N],[KN]）の議論の進め方に基づいている．

(B,g)をコンパクトリーマン多様体， Gをコンパクト半単純リー群とし， n:P→(B,g)
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を(B,g)上の Gバンドルとする． Pのc=接続の全体を A芦で表し， P上の c=級の

テンソリアル K次微分形式の全体を Qデ，k(P,g)で表す． P上の c=級のテンソリアル K

次微分形式とは， P上の gに値をとる K次微分形式で，次の条件を満たすようなものの

ことである：

駕A=Ad(g―1)oA (VgEG), VuCKerAu (uEP). 

A戸は，°和(P,g)を同伴ベクトルバンドルにもつアフィン空間であることを注意して

おく． Pの随伴ベクトルバンドル pXAd9をAd(P)で表す． 0店(B,Ad(P)）を B上の

Ad(P)に値をとる c=級 K次微分形式全体のなす空間，つまり，

偉 (B,Ad(P)) = r呵(/¥kT*B)@ Ad(P))) 

とする．ここで， r可・）は，ベクトルバンドル（・）の c=切断の全体を表す．次の対応に

より ，叫(P,g)は，可(B,Ad(P)）と同一視される：

A(E Dデ，k(P,g)）←→如虚(B,Ad(P))) 

(A1r(u)(1r*(v1), ・ ・ ・, 1r*(vk)) := u ・ Au(v1, ・ ・ ・, vk) (u E P, V1, ・ ・ ・, Vk E TuP)). 

wo EA芦を基点としてとる．このとき， A芦， TwoA芦り和(P,g)(,::;:!Dや（B,Ad(P)))

が，同一視される（図式 7.1を参照） ： 

A戸:=::; Tw0A戸＝倅，i(P, g) :=:::: 01(B, Ad(P)) 

Uノ W U) 

＾ W ←→ A(:= w -wo) 畷 ► A 

図式 7.1：接続の空間と同一視される 2つの空間

Pのs回弱微分可能な接続の全体を A芦'sをで表し， B上の s回弱微分可能な Ad(P)に

値をとる K次微分形式の全体を切戸(B,Ad(P)）で表す． wEA農'sに対し，

□w:!1亡(B,Ad(P)）→閤's-2(B,Ad(P)）を次のように定義する：

ロw:=｛心od:＋ d: o dw +id(Kミ1)
叱。心十id (k = 0). 

ここで，化は， wに関する共変外微分を表し，叱は， rw,s((/¥i『 B)R Ad(P)）（た

叩 (P,g))(i=k-1,k,k+l)のび内積

凶，A珈：＝J〈（ふ）x,（ふ）砂B,g峠 (A1,A2E叩 (P,g))
xEB 
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に関するもの随伴作用素を表す．ここで，〈，〉B,gは， gと〈，〉gの定める（八kT*B)@

Ad(P)のファイバー計量を表し， dvBは，（B,g)の体積要素を表す．

TwA芦's(～OT'，1(P,g)～0『'8(B,Ad(P))) 

のが内積〈，汀が次式によって定義される：

凶，A掌 ：＝ J 〈(ふ）X,口戸）ふ，g如 (A1,A2 E叩 (P,9)). 
xEB 

ソボレフ空間 Q尻(P,g)が，

n¥,"1(P,9) := {A ED『'，1(P,9)I〈A,A汀く oo}

によって定義され，それを付随するベクトル空間としてもつアフィンヒルベルト空間と

して， A『が定義される．また，硝!,s1(P, 9)に対応する D1(B,Ad(P)）の HS完備化を

Q四(B,Ad(P)）で表す．

年 を Pのi⑮をカバーする cooゲージ変換のなす群とし， g戸を

g戸：＝ ｛g E C00(P, G) I g(ug) = Ad(g―1)(g(u)) (¥:/u E P, ¥:/g E G)} 

によって定義する．次の対応により， g戸と〇戸は，同一視される：

g(E罪） ←→ g(E弄） (g(u) =返（u) (uEP)). 

P の Ad:G → Aut(G) （⇔ Ad(gリ (g叫：＝ g1•g2•g内による同伴ファイバーバンド
def 

ルを PxAaGで表す．次の対応により， g戸と r°°(PXAdG)は，同一視される：

g(E盆）←→ g(E斤 (PXAd G)) 

g戸
¥J) 

～
 
～
 

咋
IJj

g ← →  g 

(gけ(u)):= u • g(u) (u E P)). 

～～
 I'00(P XAd G) 

uj 

,̀. ug 
図式 7.2：ゲージ変換群と同一視される 2つの群

r00(P xAdc)のHs+l完備化rw+i(P XAd G)は， Groisser-Parker([GPl]）によって

定義された． rHs+1(PXAdG)に対応する g芦， g戸の完備化をを，各々， ggs+1,ggs+1 

で表す．
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gg8+1は， A『に次のように作用する：

(g ・ w)u := Ad（如）） OWu- (R如））；l。迄
(g E邪 s+l,WE A『,uE P). 

gsを次式によって定義される A『のリーマン計量とする：

(gs)w :=〈,〉: (w E A肛）．

1 
定理 7.l(Palais([P]),Uhlenbeck([U])). s > i dimB -1とする．このとき，次の

2 
主張 (i)-（iii)が成り立つ．

(i) ggs+1は， COOヒルベルトリー群になる．

(ii) ggs+1へA『は， coo作用になる．

(iii) gffs+lへ(A『 ,9s)は，等長作用になる．

注意（i)は， Palais([P]）による結果であり，（ii)は， Uhlenbeck([U])による結果である．

(iii)は，作用 gffs+lへA『と 9sの定義から導かれる． gffs+lへ(A『,〈，汀）は，等

長作用にならない．

8 ホロノミー写像・引き戻し接続写像

この節において，主バンドルの接続の空間からの 2つの写像を定義する．

n:P→ (B,g)をコンパクトリーマン多様体 (B,g)上の coo級の Gバンドルとす

る．ここで， Gは，コンパクト半単純リー群とする． S1:= ｛e2ハこftIt E [O, 1)}とし，

z: [O, 1]→ S をz(t):= e加 ご 了t(t E [O, 1]）によって定義する．以下， s>½<limB-1 

とする． wEA『とし， C:81→ Bをcozがcoo級の等速ループとなるような COO

写像とする． a:=ll(c O z)'(t)IIとおく． w に関する cozに沿う平行移動を Pはzで表す．

wo E A『と UoE 7r―1(xo) (xo := c(O) = c(l)）を固定する．

定義（ホロノミー写像） hole: A『 → Gを次式によって定義する：

(Pはzo(P塁）―1)(uo) = uo ・ hole (w). 

この写像 hoしを cに沿うホロノミー写像という．

aをcozのw。に関する Uoを発する水平リフトとする．
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定義（引き戻し接続写像） μc:A『 → H8([0,1], 9)を次式によって定義する：

叫 w)(t)：＝叫(t)（が(t)) (wEA『)．

この写像 μcをcに沿う引き戻し接続写像とよぶ

注意定義により，次式が成り立つ：

叫w)(t)=（ゲ叫。（羞 t=t。) (to E [0, 1]). 

それゆえ， μcは，上述のようにネーミングされた ([K3],[K4]). 

命題 8.l([K3],[K4]). 

(i) μc : (A『,〈,〉?）→圧([O,l],9)は，倍率 aの相似的沈め込みになる．

(ii) ¢ o μc = hoしが成り立つ．

注意 AHs(g) := { u E H8([0, 1], 9) I u(O) = u(l)｝とおく．容易に， μc(A『)＝ AHs(g)， 

及び， AHs(g)= H8([0, l],9)が示される． ここで，：は・の閉包を表す．

定理 8.2([K3],[K4]). hole: (A『,〈,〉空） → Gは，倍率 aの相似的沈め込みになり，

各ファイバーは，極小な正則可能部分多様体になる．

入e: ggs+1 → Hs+1([0, 1], G)を次式によって定義する：

入c(g)(t)：＝如(t))(g E Qfts+l). 

命題 8.3.
叫 g.w) ＝入c(g)・ μc(w) (g E QJ!s+l, WE A『)

が成り立つ．

注意入eにより， ggs+1がH8+1([0,1], G)に作用しているとみなせば，上述の関係式は，

μcが， ggs+1同変であることを意味する．

(ggs+1)x。を

(Qfts+1)xo := {g E QJ!s+1 I g(U) = e (VU E 7r―1(xo))} 

によって定義する．この群は， Xo における基点付きゲージ変換群とよばれる． A~s+l(G) 

を

At+i (G) := {g E H8+1([0, 1], G) I g(O) = g(l) = e} 
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によって定義する．

命題 8.4 入e( （ggs+1)→＝ A~s+l(G)が成り立つ．

事実 6.1の (ii)に類似して， H刊[O,1], 9)/ A~s+l (G)竺 Gが成り立つので，命題 8.3,

8.4より，瓦： A『／(gg8+1)x。→ Gを次式によって定義することができる：

戸e(［W]叫：＝ （¢0凸）（w) ([w]x。EA化 (ggs+1)x。)．

ここで，めは， Gに対する平行移送写像を表す． 7f”°，元”°を，各々，作用 (ggs+1)”° ヘ
Ag•s,ggs+1/ (ggs+1)Xo r Ag•s(P)／（ggs+1)X。の軌道写像とする．

命題 8.5([K3],[K4]）．凡°ザo= ¢ o μcが成り立つ．

命題 8.6. 次式が成り立つ：

holc(g ・ w) = Ad（如（O)))(holc(w)) (g E gJf•+i, w EA『)．

(g戸）Xo - Aグ•+l (G) 

¥ ＼ 
暉"—

戸° ↓ ~• ¢ 

G 

/.-c 圧（［0,1],g)

A『/(ggs+1)Xo

c
 

_μ 

図式 8.1:μc,凡， hoし間に成り立つ可換図式

A『
μc 

庄 ([O,l],9)

戸° ↓ 二 ↓ ¢ 

A『/（gf{s+l)xo G 

戸° ↓ 
μc 

↓7rAd Cヽ

A『/ggs+1 G/Ad(G) 

lie 
図式 8.2:μc,元， hoし間に成り立つ可換図式

びAd:G→ G/Ad(G)を随伴作用 Ad:G→ Aut(G)の軌道写像とする．



86

命題 8.6より，瓦： A『／gfts+l→G/Ad(G)を次式によって定義することができる：

戸c([w]):= (7rAd o ¢ o μc)(w) ([w] E Af /QJ!s+'). 

命題 8.7.戸
C 

0戸 0 0ザ o= 7rAd o cp o凸が成り立つ．

9 無限次元等径部分多様体の新しい構成法

この節において，ホロノミー写像を用いて，ヒルベルト空間内の無限次元等径部分多

様体の新しい構成法を与える．前節までの記号を用いることにする． ggs+1へ(A『 ,9s)

は等長作用なので， gsから A『/ggs+1のリーマン計量が誘導される．一方， ggs+1へ

(A『,〈,〉t)は等長作用でないため，〈，〉tから， A『／g『 のリーマン計量は誘導さ

れない．このように，ゲージ軌道の研究の立場からすると，ヒルベルト空間 (A『,〈,〉':)

よりもリーマンヒルベルト多様体 (A『 ,9s)内で，ゲージ軌道を研究すべきであることが

わかる．しかしながら，以下の定理で述べるように，ホロノミー写像を用いて，ヒルベル

ト空間 (A『,〈，〉t)内で，等径部分多様体等の興味深い部分多様体をゲージ軌道の束と

して発見することができる．

今回えられた新しい構成法を述べるための準備をしよう． C.L. Terngと G.

Thor bergsson([TT]）は，ユークリッド空間や球面内の（コンパクト）等径部分多様体の一

般概念として，コンパクト型対称空間内で，等焦部分多様体という概念を次の 3条件を満

たすコンパクト部分多様体 M として定義した：

(E-i) M の法ホロノミー群は，自明である；

(E-ii) M は平坦な切断をもっ，つまり，各 xEMに対し，法傘江：＝ exp..l(TfM)

は全測地的部分多様体であり，瓦X 上に誘導される計量は平坦である

（江：は M のX を通る切断とよばれる）；

(E-iii) M の各平行な法ベクトル場くに対し， ~x 方向の法測地線 T～に沿う焦半径達
も；

は，重複度を込めて， x(EM)に依存しない．

ホロノミー写像 hoしに対し，次の事実が成り立つ．

定理 9.l([K4]).M が G 内の等焦部分多様体であるならば， hol~1(M) の各連結成分は，

(A伊，〈，〉':)内の (ggs+1)x。不変な等径部分多様体になる．特に， M がAd(G)不変な

らば， hol;1(M)の各連結成分は， ggs+1不変になる．

この事実により，ヒルベルト空間内の無限次元等径部分多様体の組織的構成法をえるこ

とができる．この事実のように，様々なホロノミー条件を満たす接続の集合（当然，これ
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はゲージ軌追の束になる）が，ヒルベルト空間 (A『,〈，汀）内でどのような部分多様体

になるのかを調べることは，今後，興味深い研究テーマになるのではないかと思われる．

gsから A:sjQJfs+l, A『I(ggs+1)x。に誘導されるリーマン計量を，各々，弘，釘°で

表す． G内の等焦部分多様体 M に対し， hol;;-1(M),（凡）ーl(M),（元）ーl(M)が，各々 ，

(A『,9s),(A『/（ggs+1)Xo9りが），（A『／gffs+l，恥）内で，どのような部分多様体にな

るのかを調べることは，興味深い問題である．

ho亡(M)：等径＆ （ggs+1)X。不変

◇ 

(A『,〈，汀）

hol-;:-1(M)：； 同一ネ/

(A『，ぬ）
μc 

＼ 

戸° ↓ 

庄 ([0,1],g)

＼↓¢  
(A『/（gfts+l)xo釘 0)

u 
（瓦）―l(M): ? 

図式 9.1:G内の等焦部分多様体からえられる

(gg8+1)x。不変な等径部分多様体

c
 

＿μ 
G 

◇ 
M:等焦

hol-;;-1(Ad(G) ・ Po)：等径＆ ggs+1不変

◇ 

(A肛，〈，汀）

hoい(Ad(G)・ po) : ? /j 
◇ 

／ 
(A『,9s)

戸 oザ°↓ 

μc 
＼ 

叫 0,1], g) 

三 C ↓7rAd o qJ 

G/Ad(G) 

ゞ
{po} 

(A肛／ggs+1ふ）

u 
（元）―l(po): ? 

図式 9.2:G内の随伴軌道からえられる

gりs+l不変な等径部分多様体

c
 

＿μ 



88

10 正則化された平均曲率流に沿うホロノミー集中定理

この節において，あるホロノミ一条件を満たす接続の集まり（これは，基点付きゲー

ジ軌道の束になる）が，正則化された平均曲率流に沿って，一斉に動くときに，それらの

接続逹のあるループに沿うホロノミー元達が Gのある 1点に集中することを主張するホ

口ノミー集中定理について述べることにする． 1r:P→(B,g)をコンパクトリーマン多

様体 (B,g)上の Gバンドルとする．ここで， Gはコンパクト半単純リー群を表す．前節

までの記号を用いることにする． n:= dimG -1とする． M を G内の閉超曲面とし，

hol;;-1(M)から (A『,〈，汀）への包含写像を Lで表すことにする． M に対し，次の 2つ

のスモール条件を考える：

(S-i) Mc坦(go) & exp9。|Bf(0) ：単射

(S-ii)炉(1-a）ー2/n(w；；1・ Vol(M))2/n ::; 1 

b:＝誼 (K: Gの最大の断面曲率）

所 (go): go E Gを中心とする半径[の測地球体

BI(D) : 0 E ~,。 G を中心とする半径舟の球体
exp: リーマン多様体 Gの指数写像

Wn: n次元ユークリッド空間における単位球体の体積

a: O<a<lを満たす定数

hol-;;1(M)t：正則化された平均曲率流

◇ 

直，〈，汀）

同ーネどク ＼文hol-;;-1(M)t ? 

◇ 

(A『,9s)
μc 

戸°↓ 
(A『I(ggs+1)Xo，釘）

u 

圧（S1,g)

＼三↓の

c
 

_μ 

hol;;1(M)t/(9J!s+l)x。?

図式 10.1:G内のコンパクト部分多様体からえられる

(ggs+1)x。不変な正則化された平均曲率流

G
 ◇

 M
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定理 10.1（ホロノミー集中定理）． M が強凸であり，かつ，上述のスモール条件 (S-i),

(S-ii)を満たすとする．このとき， Lを発する (ggs+1)x。不変な正則化された平均曲率流

は，有限時間において holeのあるファイバーに崩壊する．

注意この定理の主張は， hol;:-1(M)に属する接続達が， Lを発するある正則化された平均

曲率流に沿って一斉に動くとき，それらの接続達の Cに沿うホロノミー元達が， Gのある

1点に集中することを意味する．

11 グリーン関数

この節において，ベクトルバンドルの切断の空間からそれ自身への線形微分作用素の

グリーン関数の定義を思い起こすことにする． 1r:E→Bをコンパクトリーマン多様

体 (B,gB)上の C°° 級ベクトルバンドルとし， 9Eをそのファイバー計量とする．また，

rHs(E)をEの圧切断の空間とする．£： rHs(E)→ rHs(E)を線形微分作用素とす

る．次の線形微分方程式を考える：

(11.1) £(a)= p, 

ここで， pは， Eのある HS切断を表す． yEBとVEEyに対し， 6” を

J (9E)ぷ（・T），a(x))d四＝（g凸 (v,a(y)) ('t:/び E臼 (E))
xEB 

を満たす Eの切断とする． G:CE rw (E) (V E Ey)を£((J"）＝ 8vの解とする． P巧：

BxB→B(i=l,2)をi成分への射影とし， 2つの誘導バンドルのテンソル積バンドル

pr1* E@pr江＊を考える．このバンドルの全空間は，次式によって与えられる：

p町 E@pr；庁：＝ II （Eの＠尻）．
(x,y)EBxB 

pr1* E@pr江＊の切断 G£ を

G.c(x, y)(v) := G:C(x) ((x, y) EB x B, v E Ey) 

によって定義する．ここで，£が可逆であるとき， Gをは，一意に定まることを注意して

おく．この切断 G£ を£のグリーン関数という．具体的に， G£ は，次のように与えられ

ることを注意しておく：

伍 (x,y)(v)＝区入il.(g叫 (v,'T/i(Y)）加(x)叫x).
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ここで，（n山は， rHs(E)の正規直交基底で， £(1Ji)＝入i1Jiを満たすようなものであり，

8y,1は，

h 8y,1(x)f(x) dx = f(y) (V f E C00(B)) 
B 

によって定義されるデルタ関数を表す．写像 Gt:r(E)→r(E)を

m 

叫 (y)：＝ t1EBgE（心（x),G.c(x, y)(ei)）加 •ei （心 E r(E), y EB). 

ここで，（e1,...,em)は，尻の正規直交基底を表す． G'i:を£のグリーン作用素という．

G'i:について，次式が成り立つ：

m 

£(G訊））（y)= t 1EBgE（心（x),£(G.c(x, y)(e』)dvs・ ei 
ぉEB

＝文J咋（心(x)，位(x))dvs ・ ei 
i=l xEB 

m 

=LgEけ(y),e』 •ei =心（y).
i=l 

このように， G'i（心）は， £(u)＝心の解になる．

12 (A『,gs)におけるゲージ軌道の形作用素

この節において，（A『，gs)におけるゲージ軌道の形作用素を，ある線形微分作用素の

グリーン作用素（または，熱核）を用いて，表示することにする．

A“ をゲージ軌道 Qf[s+l・ w(C (A『,gs)）の形テンソル場とする． gps+l,W の法

ベクトルくに対する形作用素 A名： Tw(9Jf s+l. W)→九(ggs+1.w)は， TwA肛と

D!f,"1(P,g)(~ D『 (B,Ad(P)））の同一視の下， D!f,"1(P,g)(~ D化(B,Ad(P)））の部分空

間からそれ自身への線形変換とみなされる． dw:D『(P,g)→叫りi(P, g)をwに関する

共変外微分作用素とし，心を心の随伴作用素とする．口w:nり，~k(P, g)→ 0¥,sk-2(P,g) 
を

□w :=｛心 od: ＋ d: o dw +id (K 2 1) 
叱。心十 id (k = 0), 

によって定義する． Di:9炉(P,g)→Q炉(P,g)を冗：＝叱 0□!odwによって定義す

る．特に， V~(= d: o dw)を△iで表す． o炉(P,g)とQ炉(B,Ad(P))= rw(Ad(P)) 

の同一視の下， PiをrW(Ad(P)）からそれ自身への線形微分作用素とみなす． Piのグ
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リーン関数，及び，グリーン作用素を，各々， Gw,s,G~,s で表す． VP を 7r: p→Bの鉛

直分布とし， 1{_Wを接続wに関する水平分布（つまり，（1-lw)u= Kerwu (u E P)）とする．

命題 12.1. Pの接続 wが既約であることと△tが可逆であることは，同値である．

証明 wが既約であるとする．このとき， wのホロノミー群は， G全体になる． fE Kerdw 

をとる．このとき， df|H,w= 0が成り立つ．つまり， fは， wに関する各水平曲線に沿っ

て一定である．それゆえ， fは，各ホロノミーバンドル上で一定である．一方， W のホロ

ノミー群は， G全体なので，ホロノミーバンドルは， P全体と一致する．したがって， f

は， p全体で一定である． ところで， fE Or,o(P,g)なので，次式が成り立つ：

f(ua) = Ad(a―1)(J(u)) (u E P, a E G). 

この式と fの一定性から，

f(u) = Ad(a―1) (f (u)) (u E P, a E G) 

が導かれる．つまり， f(u)E n_ Fix(Ad(g)) = {O}．それゆえ， f三 0をえる．した
gEG 

がって， Kerdw= {O}，それゆえ，化が可逆であることが示される．この事実から，△i
が可逆であること導かれる．逆も同様に示される． ロ

W が既約の場合，前述のように，△iのグリーン関数 Gw,Oは，一意に定まる．一方， W

が可約の場合，各 vE Ad(P)xに対し， G幻，0E rw(Ad(P)）で

△加(G贔） ＝ ％ー Lg(v叫 X))rJi

を満たすようなものが一意に存在する．ここで，（n山は Ker△どの正規直交基底を表す．

gw+l I ww+l)ぉ。は， G/Zに同型である．ここで， Zは， Gの中心を表す． M『：＝

A『/gj['+l,(M『)x。:=A『/（ggs+1)x。とおく．商群 ggs+1/（ggs+1)” （゚竺 G/Z)

は，（M『）x。に作用し，その軌道空間 (M『)x。/(G/Z)は， M『と同一視される．作

用 gj[s+lへ Aり8 と(ggs+1)”゜へ AりS の軌道写像を，各々， 7rMp,'ff(Mp)
"'O 

で表す．

(M『)x。はcoo多様体になり， 'ff(Mp),,0は沈め込み写像になる．一方， M『はオービ

フォールドになり， 7rMpはオービ沈め込みになる． gj[s+lは (A『 ,gs)に等長的に作用

するので，（M肛）ぉ。上のリーマン計量元°で， 'ff(Mp)x0: (AW, gs)→((M『)xo,幻0)

がリーマン沈め込みになるようなものが一意に存在し，また， M『のオービ計量瓦で，

'TrMp : (A『 ,gs)→(M『 L ）がリーマンオービ沈め込みになるようなものが一意に存

在する． VA,1-{,Aを，各々，リーマンオービ沈め込み冗Mpの鉛直分布，及び，水平分布
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とする．鉛直分布 VAは，

(12.1) （沢）w=Imdw (wEA『)

によって与えられ，水平分布甘A は，

（記）w= {TJ ED尻(P,g)I〈心(p),T/汀＝ 0

(Vp E Q尻(P,g))}

= {n E Q尻(P,g)I〈心(p)，口：（n）〉o=O
(12.2).  (V p E D尻（P,g))}

={TJED見］（P,g)|〈p,d:（口:(n)）〉o=O
(Vp E Q尻(P,g))}

= Ker (d: o□い
によって与えられる．また， vA,xo，甘A心を，各々，リーマンオービ沈め込み（冗¥-1p)xo

の鉛直分布，及び，水平分布とする．水平分布 (JiA,xo)wは，次のように与えられる：

(12.3) 

（甘4,”°)w= ｛n E Q尻(P,g)I〈dw(P)，加＝ 0

(¥/ p E D!f-,"0(P, g) s.t. p(xo) = O)} 

= ｛n E 9尻(P,g)I〈ん(p)，口い(n)〉o=O
(¥/ p E 偉，~0(P, g) s.t. p(xo) = O)} 

= {TJ E叩（P,g)I〈p，心（口：位n)）〉o= 0 

(¥/ p E叫 0(P,g) s.t. p(x0) = O)} 

= {TJ E叩 (P,g)IヨvE Ad(P)x0, (d:,言~(TJ) = 8v} 
H,s 

= {TJ E D7¥1(P,g) IヨvE Ad(P)xa, (d: o□い(TJ)= (d: o dw)(G~,0)} 
H,8 

= {TJ E幻，1(P, g) IヨVEAd(P)x0 
(d: o D~)(TJ) = (d: o □~o □;:;8 o dw)(G~,o)} 

= ｛n E 9尻(P,g)IヨvE Ad(P)x0 
(d: o□い(n-（ロ;:;sodw)(G贔）） ＝O} 

= Ker (d: o □~) 
〶Span{ （ロ;:;so dw)(G~,0) IVE Ad(P)x0 8 (Kerdふ。｝

= (11,A)w④ Span{（ロ;:;sodw)(G~,o) IVE Ad(P)x0 8 (Kerdw)x0}. 

(12.1), (12.2)，及び (12.3)から，次の 2式が導かれる：

(12.4) Tw(QJ!s+i ・ w) = lmdw 但噂，~0(P, g)/Kerdw), 

九((gJ!s+l)xo・ w) 

= Imdw n (Span{（ロ;;;5o dw)(G~,o) IVE Ad(P)x0 8 (Kerdw)x。}） J_.

(12.5) 

ここで，几(gf!s+l• W)は， 0化(P,g)(=n『(B,Ad(P)））の部分空間とみなされる．命

題12.1と(12.4)から，次の事実が導かれる．
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定理 12.2. (i) wが既約接続ならば， 9ffs+l• Wは作用 ggs+1へ A『の主軌道である．

(ii) wが可約接続ならば， ggs+1. wは作用 ggS+1へ A『の特異軌道である．

ggs+1へ（暉，gs)のw におけるスライス表現の主軌道の次元は， Kerもの次元に等

しい．

V ETwA『に対し， V の巧成分を Vv~ で表し， V の社；；；成分を V1-li で表す．

命題 12.3.VE TwA『に対し，

Vv~ = (dw o G~,s o d::, o □~)(v), 
v1-l歪＝ V ー (dwoG~,8od::,o □~)(v)

が成り立つ．

証明 G~,s は， Im叱上で well-defined であり，？い G恥＝ id が成り立つので，

(d: o □~)(V -(dw o G~,s o d: o □~)(v))=O 

つまり，

V -(dw o G~,s o d: o□い(v)E冗

をえる．一方，

(dw O G~,s O d: 0□い(v)E lmdw = Vw 

をえる．したがって，主張におけるような関係式をえる． 口

gSのリーマン接続を Vで表す．作用素 d:o口：は， !l!:/,"1(P, 9)* 0 !l炉。(P,9)の元な

ので，噂，］（P,9)をTwA『と同一視することにより， Tふ4『 RO見贔(P,9)の元とみな

される．それゆえ，対応

ず o □~ : w→d: o □~ (w E A『)

は，テンソル積バンドル T*A『R(A『 X!l炉瓜(P,9)）の切断，それゆえ， A『上の

Q尻(P,9)に値をとる 1次微分形式とみなされる．同様に，対応

d. o G~s : w→ 化 oG~,s (w E A肛）

は，テンソル積バンドル (A『 xn見瓜(P,9)*) @TA『の切断とみなされる． Vを用い

て自然に定義されるこれらのテンソル積バンドルの接続も同じ記号ヤで表すことにする．
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定理 12.4. ~ E TJ(Q『
+1 

• E . w) ＝ 定 と VETw(QJ!s+l ・ W)＝内に対し，次式が成り

立っ：

(12.6) 
At(v) =（←゜心）（（立 (d;。口い） （t)) 

= 1= (dw o (e—tD~ -pr Ker D~)) （（立 (d: o□い） （l)) dt. 

特に， W が既約ならば，次式が成り立つ：

(12.7) 
A名(v)＝ JOO （化 oe―tD~) (（立 (d:o□い） (~)) dt 

＆ =l 心 (lEB心(t,・, y)（(（立(d;。口い） (~))J dvB) dt 
8 

ここで，心(t,x, y)は， Diの熱核（つまり， ＋D:の核）を表す．
面

証明 ggs+1.wのwにおける法ベクトルくに対し， ggs+1.wの法ベクトル場:を

~ -
媒．w:＝（忙）1{~w(＝如；w） （g E gg8+1) 

によって定義する．ここで， tは， Cから定まる定ベクトル場（つまり，豆＝ l(w EA『)）

を表す． gりs+l• W 上の曲線 Cv:(-c,c)→gりs+l• W で c~(O) = vとなるようなものを

とる．曲線c。は， gg8+1内のある曲線g:(-c,c)→ggs+1を用いて，％（t)= g(t) •w 

(tE(-c,c)）と表せる． このとき，命題 12.3を用いて，

Aば(v)= -V。[

=-（炉且。 (~cv(t) ― (dcv(t) 0 G~v(t),s O d~v(t) 0 （口％（tJ)8)(~cv(t))) ）凡

=-(v闊|t=O~cv(t)）凶
＋ （（四 |t=。（心(t)0 G~v(t),s)) ((d: 0（口Cw(t))8)(l))）凶

+ (dw oG~,s) (（炉ftlt=O (d~'V(t) 0（口％（t))s))（l))

+ (dw oG~,s od: o口い（豆）

=-（豆）Vw+ (dw O G~,s) (（立 (d:o□い） （l)) 

+ (dw oG~,s od: o□い（豆）

= (dw O G~,s) (（立 (d:o□い） （l)). 
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(4番目の等号は，礼亡(t)= Ker(d~,,(t) o（口％（t））りを用いて示される．）このように，

(12.6) 式の最初の等号が示される．さらに，グリーン作用素 G~,s が，

(12.8) 心＝JOO(e―t冗＿ projKerv::.,)dt, 

゜によって与えられることから，（12.7)式の 2つ目の等号が示される．

w既約であるとする．このとき，命題 12.1により， p:は可逆である．それゆえ，（12.6)

式から，（12.7)式の 1つ目の等号が示される．一方，

e―tD: (（立 (d;。口い）に））

は，熱方程式

信＋D~) (u) = 0 
の初期条件

u(O, •) =（立 (d;。口い） （() 

を渦たす解である．それゆえ，

三（（立 (d;。口い） (~)) 

= 1EB心(t,・, y)(（応（d:o口い） （叫） dvB

をえる．したがって，（12.7)式の 2つ目の等号が示される． 口

13 今後の研究計画

この節において，第 9節の記号を用いる． Gバンドル 7r:p→(B,gB)のHS級の

Yang-Milles接続の全体を YM肛で表す． YM肛には， A『の計量 gsから誘導される

計量（以下，釦で表す）を与えておく．

問題 1. M をG内の等焦部分多様体として， hol;1(M),hol;1(M) n YM『が，各々，

(A『,gs),(YM『，釦）内の良い性質をもつ部分多様体になるように， Bにおけるルー

プcを適切に選択することはできるのか？

問題 2.Bを具体的に与え（例えば， Bとして， sn,CIP'n等を選択する），｛C1,・ ・ ・, Ck}を

1r1(B)の最短閉測地線からなる生成系として，（holc1x ・ ・ ・ x holck) o△ :Af;s→Ilk G 

を考える．このとき， gE Gに対し，（holc1X ・ ・ ・ X holck) o△の (g,...,g)上のファイ
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バー hol;;/(g) n • • • n holご(g)(g E G)，及び，その Y M『との交わり (hol;;/(g) n • • • n 

hol;;-k1(g)) nYMf (g E G)は，各々 ，（Afts,9s), (YM『ふ）において，どのような部

分多様体になるのか．

Hs+l 
hol;;1(M) n YM~ 

◇ 

(YM『，弘）

↓戸°
(YM馴 (QJfs+l)xo,釘a)

u 

hol~1(M) 
◇ 

c (A肛，gs)

↓7rXO 

C (A『/（QJ!s+l)xo,炉）

し
(holご(M)nYM戸）／（gj!s+l)xo hol~1 (M)/(QJ!s+l)xo 
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