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1.はじめに

1963年， DeMarr[9]は，バナッハ空間で，可換な非拡大写像族についての共通不動点定理を
示したこれ以降写像族の共通不動点について，その存在や近似に関する研究が広く行われて

いる ([6-8,16, 23]等を参照）．
一方， 1975年， Baillon[5]は最初の非線形エルゴート定理として知られる平均収束定理を示
したこの結果は，多くの研究者により，様々な形で発展した 1997年，清水ー高橋 [21]は，ヒル
ベルト空間で， Halpern[12]とBaillon[5]の2つの近似法を組み合わせた新たな近似法を考案
したさらに，この近似法を用いて非拡大写像族の共通不動点への強収束定理を示した 1998
年に厚芝高橋 [3]はMann[20]とBaillon[5]の2つの近似法を組み合わせた新たな近似法を提
案し，一様凸バナッハ空間で， 2つの非拡大写像の共通不動点への弱収束定理を示した．さらに，
2002年に鈴木 [22]は，一般のバナッハ空間のコンパクトな凸部分集合上の2つの可換な非拡大
写像について，厚芝一高橋 [3]の近似法を利用した共通不動点への強収束定理を示した．鈴木 [22]
の結果を動機として，竹内 [27]は2016年に新たな近似法を提案し次の強収束定理を得た．

定理 1.1([27]). Eをバナッハ空間， CをEのコンパクトな凸部分集合とし， SとTをST=TS
を満たすCから Cへの非拡大写像とする．｛％｝を 0< liminfn→00 anさlimsupn→00an < 1を
満たす [O,1]の数列とする．叫 ECとし，点列｛％｝を，任意のnENについて

n i+l 

Xn+l =生LLSiTj
2n. 

Xn + (l -an)Xn 
．． i=l j=i 

で生成する．このとき，｛％｝は SとTの共通不動点に強収束する．

このほかにも， Baillon[5]に関連する研究は広く行われている ([10,18, 24]等を参照）．また，
2011年，高橋ー竹内 [26]は吸引点(attractivepoint)の概念を提案した（詳細は第2節を参照）．吸
引点は，不動点と深い関係を持つことが知られている ([2,4, 14, 15]等を参照）．さらに，高橋ー竹
内 [26]はgeneralizedhybrid写像 [17]について， Baillon[5]の結果を次のように発展させた
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定理 1.2([26]). Hをヒルベルト空間， CをHの空ではない部分集合とし， TをCから Cへの
generalized hybrid写像とする．点列{vn},{bn}を，任意のnENについて

釘 EC, Vn+I = Tvn, bn = ~区 Vk

で生成するこのとき，｛％｝が有界ならば，次が成立する：

(1) A(T)は非空閉凸集合である；
(2) {bn}はTの吸引点に弱収束する．

k=l 

ここまでに述べたことを踏まえて，本稿では，茨木ー梶葉ー竹内 [13]で得られた研究成果を解説
する．具体的には，ヒルベルト空間で，竹内 [27]が提案した近似法を吸引点の性質を用いて考
察し， 2つの可換な非線形写像の共通不動点への弱収束定理を提示する．

2.準備

本節では，本稿で用いる定義，記号，補題等を確認する．股を実数全体の集合， N。を非負の整
数全体の集合， Nを正の整数全体の集合とする． iEN。に対して，飩＝｛kEN。:i:'S: k}とし，
i :'S: jとなる i,jEN。に対して， N(i,j)= {k EN。:i:<S: k'.S: j}とする． Hを実ヒルベルト空間
とし，〈•，•〉を H の内積 II· IIをHのノルムとする． Hの点列{%}が， XEHに強収束するこ
とをxn→xと表し， XEHに弱収束することをXn→ xと表す．また，ヒルベルト空間におい
て，次が成立することはよく知られている：

(i) Hの非空閉凸部分集合は弱閉集合である；
(ii) Hの有界な点列は，弱収束する部分列をもつ；
(iii) Hの点列｛％｝の全ての弱収積点 (weakcluster point)がある zEHに等しいとき，
Xn → zEHが成立する．

また， Hはオピアル条件(Opialproperty)を満たすことも知られている． Hがオピアル条件を
満たすとは， Hの点列｛叫｝がuEHに弱収束するとき， U'f'Vを満たす任意のvEHについて，

liminf llun -ull < liminf llun -vii 
n→oo n→OO 

が成り立つことである．
CをHの空ではない部分集合， TをCから Hへの写像とし， C上の恒等写像IをToと表記
する． Tの不動点集合，吸引点集合をそれぞれ次の様に定義する：

F(T) = {x EC: x = Tx}, 

A(T) = {y E H: IITx -YII :S llx -YII 1:/x EC}. 

Tが非拡大写像(nonexpansivemapping)であるとは，任意のx,yECについて， IITx-Tyll :S 
llx-yllが成り立つことをいう 1-Tが原点において閉(demiclosedat 0)であるとは， Cの点
列{x叶がXn→ zECかつXn-T凸→ 0を満たすとき， zE F(T)となることをいう． Tが非
拡大写像であるとき， 1-Tは原点において閉であることが知られている． Tが擬非拡大写像
(quasi-nonexpansive mapping)であるとは0=/ F(T) C A(T)が成り立つことをいう． Tが非拡
大写像でF(T)ヂ0ならば， Tは擬非拡大写像である．青山一家本ー高阪ー高橋 [1]は入 E股につい
て入—hybrid 写像を提案した． T が入—hybrid 写像であるとは，任意の x,y ECについて

IITx -Tyll2 :S llx -Yll2 + 2(1 —入）〈x-Tx,y-Ty〉

が成り立つことをいう彼らの提案した写像のクラスは重要な非線形写像のクラスを含んでいる．
例えば， 0-hybridは非伸張写像(nonspreadingmapping) [19], ½-hybrid は hybrid 写像 [25], 1-
hybrid は非拡大写像である． T が入—hybrid 写像であれば， F(T) c A(T)が成り立ち， F(T)=/ 0 
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であれば，擬非拡大写像である．また， Falset-Fuster-Suzuki[11]は条件(E)(condition (E)）を満
たす写像のクラスを提案した写像Tが条件(E)を満たすとは，任意のx,yECについて

llx-Tyllさ||x-YII + sllx -Txll 
を満たすsE [O, oo）が存在することをいう． Tが条件(E)を満たすならばF(T)C A(T)であ
り， F(T)=J 0ならば擬非拡大写像である．
CをHの空ではない部分集合， T1,T2をCから Cへの写像とし， F= F(TリnF(T2), A=  
A(TリnA(T2)とする．茨木竹内 [14]は， 2018年にTぃ乃の共通不動点への弱収束定理を示す
際に，次の 2つの条件を仮定した

• j E {l, 2}に対して， I-Tjは原点において閉；
• F CA. 

前者の条件は，不動点近似を考える上で必要な条件と思われ，非拡大写像は当然この条件を満
たしている．そこで，後者の条件FcAを考察する．

(a) F c Aであっても， F(T1)c A(T1)やF(T2)c A(T2)が成り立つとは限らない；
(b) F c Aでなければ， F=J 0から A#0は導かれない；
(c) Cが閉凸集合のとき， A＃0ならばF=J 0となる．
ただし， A=J 0であっても， FcAが成り立つとは限らない；
(d) T1と乃が擬非拡大写像ならば， FcAが成立する；
(e) 0=JFcAであっても，れと花は擬非拡大写像とは限らない

この条件を考察するため，茨木ー竹内 [14]は次の例を提示した

例 2.1([14]). D = {x = (s, t) E配： sE [0, 1], t E [s/2, 2s]}とする．このとき， Dはコンパ
クトな凸集合である． Dから Dへの写像T1，花を次の様に定義する： x= (s, t) EDについて，

T1x=T1(s,t)=~ ((s,t)+（炉））＝ （い和），
T虹＝T2(s,t) = ~ ((s, t) + (s, ~s)) = (s, is+急）

この例では

F(T1) = {(x1四） ED:x2 = 2xi}, 

A(Tり＝ ｛（X1五） E配： X1S:: O}, 

F = {(O, O)}, 

F(T2) = {(x1心） ED：四＝ X1/2}， 

A(T2) = {(xぃ x砂€配： X2 さ O},

A=  {(xぃ四） €配： X1 ~ 0, X2さO}

が成立するので，次のことが確認できる：

• F(T1) n F(T:サ＝ Fc A=  A(TリnA(T2)が成立する；
• F(T1) c A(T1), F(T2) c A(T2)はどちらも成立しない；
•Tぃ乃のどちらも擬非拡大写像ではない

吸引点に関する詳細は [2,4, 14, 15, 26]等を参照のこと．
次に，第3節で用いる記号と補助定理を紹介する（証明はそれぞれの引用先を参照）． CをH
の空ではない部分集合とし， T1,乃をCから Cへの写像とする． nENごとに，写像M(n)を次
の様に定義する：任意のxECについて，

n-1 i+l.  n-1.  n-1 

M(n)x＝土区区T；叩＝五区T汀拉＋ー2n区刀T;+1x.
i=O j=i i=O i=O 

また， T1乃＝T2石を仮定すれば，任意のiEN。と xECについて

T{T;x = (T1T2tx, Tfr;+ix = (T1T2)i(T2x) = T2((T1T2tx) 
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が成立する．この性質は補助定理 2.5で重要な役割を果たす．
次の補助定理は Hがオピアル条件を満たすことから容易に導かれる結果である（例えば厚芝—
家本ー窪田ー高橋 [2]などを参照）．

補助定理 2.2.CをHの空ではない部分集合とし，｛％｝をHの点列とする．任意のwECに
ついて {llun-W||｝が収束し，｛％｝の部分列{un,}と{un1}がそれぞれu,vECに弱収束する
ならば U=Vである．

茨木竹内 [14]は次の補助定理を示した

補助定理 2.3([14]). CをHの空ではない部分集合とし， TをCから Hへの写像とする．
a E [0, l], x E C, w =ax+ (I -a)Tx, v E A(T)とする．このとき，次が成立する：

(2.1) a(l -a)IITx -xll2::::; llx -vll2 -llw -vll2-

更に， Cを有界とし， r> supxEC llx -viiとすれば，

(2.2) 
a(I -a) 

2r 
IITx -xll2::::; llx -vii -llw -vii-

茨木ー梶葉ー竹内 [13]は次の補助定理を示した．

補助定理 2.4([13]). {an}nEN。を [O,oo)の数列とする．このとき，任意のnE間について，
miniEN(O,n-2)(a; + a;+1) = a;n + ain+lを満たす％ EN(O,n-2)が存在し，

n-1 

La;~ n-1 
2 
(a;n + ain+l) 

i=O 

が成立する．

補助定理 2.5([13]). CをHの空ではない部分集合， T1，乃をCからCへの写像とし， 0ヂA=
A(TリnA(T2)とする． a,bE (0, 1)はa：：：：：： bを満たすとし，｛％｝を [a,b]の数列とする． Cの有
界な点列｛％｝と点列{yn}は次の関係を満たすとする：任意のnENについて，

伽＝anM(n)叫＋ (1 —%)xn· 

このとき， limn→oollxn -y』|＝0を仮定すれば，任意のnE凡について％ EN。であり，

l既IIT□;nxn-x』|＝ 0, lim||T?T;n+1% -％|| = 0, 
n→OO 

lim ||T{n+1T;n+1Xn -x』|＝ 0 
n→OO 

となる数列{in}nEN2が存在する．

入—hybrid 写像と条件 (E) を満たす写像について，次の補助定理が知られている（例えば茨木—
竹内 [14]などを参照）．

補助定理 2.6.CをHの空ではない部分集合とし， TをCから Hへの入―hybrid写像とする．
｛％｝をuECに弱収束するようなCの点列とし， limn→ooIITxn -Xnll = 0を満たすとする．こ
のとき，uE F(T)である．

補助定理 2.7.CをHの空ではない部分集合とし， TをCからHへの条件(E)を満たす写像と
する，｛％｝をuECに弱収束するようなCの点列とし， limn--+ooIITxn -Xnll = 0を満たすとす
るこのとき， uE F(T)である．
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3.弱収束定理

本節では，ヒルベルト空間で，茨木ー梶葉—竹内 [13] が示した 2 つの可換な非線形写像に関する
共通不動点への弱収束定理を議論する．

定理 3.1([13]). CをHの空ではない閉凸部分集合とし， T1，花をT1T2= T2T1を満たすCか
らCへの写像とする． a,b E (0, 1)はa'.Sbを満たすとし，｛％｝を [a,b]の数列とする． X1EC 
とし， Cの点列｛％｝を，任意のnENについて，

n-l i+1 
an 

Xn+1 ＝五ここ亨乞＋（1 —%）Xn = anM(n)xn + (1 -an)Xn 
i=O j=i 

で生成する． F= F(T1) n F(T2)とし， A= A(T1) n A(T2)ヂ0,j E {l, 2}に対してI-Tjが原
点において閉であることを仮定する．このとき，次が成立する：

(1) {xn}は弱収束する部分列を持つ．更に，｛xnl}を｛％｝の弱収束する部分列とすれば，
{%}はFの要素に弱収束する．
(2) F c Aを仮定すれば，｛凸｝がある zE Fに弱収束する．

証明．任意のVEAを固定する任意のnENについてAcA(M(n))は明らかであるまた，
補助定理 2.3の(2.1)より，任意のnENについて，

(3.1) 0 :S an(l -an)IIM(n)xn -Xnll2 :S llxn -vll2 -llxn+l -vll2 

が成り立つ．このことから，｛llxn-v||｝が収束することがわかる．また，任意のnENについ
て， 0< a(l -b):S an(l -an)より，

(3.2) lim IIM(n)xn -x平＝ 0 
n→OO 

を得る．さらに，

(3.3) llxn+l -X』|= ||anM(n)xn + (1 -a砂Xn-Xnll = anllM(n)xn -Xnll 

が成り立っため，（3.2),(3.3)より， limn→oollxn+l -Xnll = 0がいえる．任意のnENについ
て， Xn+lを補助定理 2.5における Ynとみなすこのとき，｛％｝が有界であることから，任意の
nE凡について％ EN。であり，

(3.4) lim IIT;nT?xn -X』|＝0, 
n 

II lim T;n+1T;n+1Xn -Xn|| ＝ 0. 
n→OO 

lim II冗T;n+lXn-X』|＝0, 
n→OO 

となる数列{in}nEN2が存在する．
はじめに（1)を示す．｛％｝は有界なので弱収束する部分列を持つ．ここで，｛Xn1}をzEHに
弱収束する{%}の部分列とする．｛Xn1}が弱閉集合Cの点列であることから， zECがいえる．
z E F = F(T1) n F(T2)を示すために，まずzE F(T2)を示す． T1乃＝T2れと (3.4)より，

lim ||T:”lT;nlxn!―Xn]| = 0, lim|［I:：（T:”lT;nixm) -T:nlT;nlxn/l|| ＝ 0 
l→oo l→00 

を得る．｛Xn,｝はzECに弱収束し，liml→OO||TやT;”9%-Xn,||＝ 0が成り立っため，｛TやT；叫％，｝
もzECに弱収束するまた， liml→ex:,IIT2(Tやrin'xn,)-T凸T;n'x』|＝0であり， I-花が原
点において閉であるためzE F(T2)がいえる．次に， zE F(T1)を示す．同様に，

lim ||T?'T;n,＋1Xn, -Xn,，|| ＝ 0, lim ||Tl(T;n'T;n,＋1xn,,) -T;n'T;”t+1Xn,|| ＝ 0. 
l→oo l→OO 



158

すなわち，｛T：nlT;m %｝はzECに弱収束し， liml→ooIIT1(T□T;” x叫ーTTT;”l+1%||＝ 0 
である． I-T1が原点において閉であるためzE F(Tリがいえる．これより， zE F = F(T1) n 
F(T2)を得る．以上より，（1）が示せた
次に（2)を示す．（3.1)より，任意のVEAについて {llxn-V||｝は収束する． FcAなので，
(1)と補助定理 2.2より，｛％｝の全ての弱収積点は等しくなる．このことから，｛％｝はzE F 
に弱収束する． ロ

定理 3.1より以下の結果を導くことができる．

定理 3.2([13]). CをHの空ではない閉凸部分集合とし， T1,T2をT1T2= T2れを満たすCか
らCへの擬非拡大写像とする． F= F(T1) n F(T2) =/ 0とし， jE {l, 2}に対してI-T]が原点
において閉とする． a,b E (0, 1)はa::::; bを満たすとし，｛％｝を [a,b]の数列とする． X1ECと
し， Cの点列｛％｝を，任意のnENについて，

Xn+l = anM(n)xn + (1 -an)Xn 

で生成する．このとき，｛Xn}はある zE Fに弱収束する．

定理 3.3([13]). CをHの空ではない閉凸部分集合， T1，花をT1乃＝ T2刀を満たすCから C
への非拡大写像とし， F= F(T1) n F(T2) =/ 0とする． a,b E (0, 1)はaさbを満たすとし，｛％｝
を[a,b]の数列とする． X1ECとし， Cの点列{xn}を，任意のnENについて，

Xn+1 = anM(n)xn + (1 -an)Xn 

で生成する．このとき，｛％｝はある zE Fに弱収束する．

以下は定理 3.1および補助定理 2.6,2.7から導かれる結果である．

定理 3.4([13]). CをHの空ではない閉凸部分集合とし， Tぃ花をT1T2= T2T1を満たすCか
ら C への写像とする． T1 を入—hybrid写像，乃を µ-hybrid写像とし， F= F(T1) n F(T2) =/ 0と
する． a,b E (0, 1)はa::::;bを満たすとし，｛％｝を [a,b]の数列とする． X1ECとし， Cの点列
｛％｝を，任意のnENについて，

Xn+1 = anM(n)xn + (1 -an)Xn 

で生成する．このとき，｛Xn}はある zE Fに弱収束する．

定理 3.5([13]). CをHの空ではない閉凸部分集合とし， Tぃ花をT1T2= T2T1を満たすCか
らCへの写像とする． T1，乃は条件 (E)を満たす写像とし， F= F(T1) n F(T:砂ヂ 0とする．
a, b E (0, 1)はa::::; bを満たすとし，｛％｝を [a,b]の数列とする． X1ECとし， Cの点列｛％｝を，
任意のnENについて

Xn+1 = anM(n)xn + (1 -an)Xn 
で生成する．このとき｛％｝はある zE Fに弱収束する．

4.考察

本節では，ユークリッド空間で，主結果の理解を深めるための例を提示し考察する．なお，ユー
クリッド空間では，点列の強収束と弱収束の概念が一致するため，単に収束と表現する．
定理3.1では，写像冗と花が擬非拡大写像であることは必要ではなかったしかし，定理3.2
から定理3.5は，擬非拡大写像T1，乃についての結果である．そこで，定理 3.1の条件を満たし，
刀が擬非拡大写像ではない例をはじめに紹介する．

例 4.1([13]). D = {x = (s, t) E配： sE [0,1], t E [-s,s]}とし， Dから Dへの連続な写像
T1，乃を次の様に定義する： x= (s, t) EDについて

T1x = T1(s, t) =（ぅ(s+ltl),t), T:坪＝花(s,t) = (s, -t). 
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この例では， F= F(T1) n F(T2), A= A(TリnA(T2)としたとき，

F(T1) = {(xi, x2) ED  : X1=|四|｝，

A(T1) = { (x1互） E配： X1:S O}, 

F = {(O, O)}, 

F(T2) = {(x1，四） ED:四＝ O},

A(T2) = {(x1，砂） E配： X2= O}, 

A= {(xぃ四） E配： X1:S 0,砂＝ O}

が成立するこのことから，次のことが確認できる：

•D は配の空ではないコンパクトな凸部分集合である；
• F(T1) (/. A(T1)であるから， T1は擬非拡大写像ではない；
・花は非拡大写像であり， F（Tりヂ0であるから，乃は擬非拡大写像である；
• T1，わは連続なので， I-TiとI-T2は原点において閉である；
• T1T2 = T2T1, 0 =/ F c Aが成立する．

すなわち， T1は擬非拡大写像ではなく，定理 3.1の条件はすべて満たされている したがっ
て，定理 3.1の手順で点列｛珈｝を生成すると，この点列はFの点に収束する． この｛珈｝が
(0, 0) E F CAに収束することも明らかである．
定理 3.1の(I)を示すときに，条件FcAは不要であった．これは， FcAの条件がなくて
も，定理3.1の点列{%}はある zE Fに弱収束する部分列を持つことを意味する．本稿の内容
をより深く理解するために定理 3.1から FcAの条件を除いた場合について考察する．

例 4.2([13]). D = [O, 1]とする． Dから Dへの連続な写像T1，乃を次の様に定義する：

s E [ 0, i]のとき，T1s= 2s2, 
1 

s E [o,う］のとき，T吟＝4s叫

s E G, 1]のとき，T1s= 2 し— ;)2 + ； 
s E G, 1]のとき，T砕＝ 4 し—]） 3+ ; 

このとき，次のことが容易に分かる：

1 叫＝F（T砂＝｛o ， ~'1}'
1 

F = F(T1) n F(T2) = { 0, ~'1}, 

s E [O, 1/2]のとき

A(T1) = A(T2) = (-oo, O], 

A=A(TリnA(T2) = (-oo, O]. 

(T山）s= 2(4s州＝32s6= 4(2s2)3 = (T:叩 s.

s E (1/2, 1]のとき

(T1T2)s = 2 (4 し—]） 3 + ;— ;)2 + ~ = 32 し— ;)6+ ~' 

閲）s=4(2(s-D2+~ — ;)3+ ~ = 32 (s _ ~ r + ~ 
ここまでの議論から，次のことを確認できる：

•D は股の空ではないコンパクトな凸部分集合である；
• T1と花はどちらも擬非拡大写像ではない；
• T1，乃は連続なので， I-T1とIー乃は原点において閉である；
• T1乃＝T2T1,0 =/ Aが成立する．
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したがって， FcAを除いた，定理 3.1のすべての条件が満たされている．定理 3.1の手順で点
列｛％｝を生成すると，定理 3.1(1)の主張は点列｛％｝がFの要素に収束する部分列をもつこ
とである本例のTぃ乃について，次のことを注意する：

o T1,Tらを [O,1/2]上の自己写像とみなせる．このとき， F= {O, 1/2}, A=  (-oo, O]; 
o T1,Tらを [1/2,1]上の自己写像とみなせる．このとき， F= {1/2, 1 }, A=  (-oo, 1/2]. 

このことから，次のことを容易に確認できる：

0 X1 E [O, 1/2)であるとき，｛％｝はOEFnAに収束する；
o X1 E [1/2, 1)であるとき，｛叫｝は 1/2E Fに収束する；
O X1 = 1のとき，｛Xn}は1E Fに収束する．

すなわち，点列｛％｝自身がFの要素に収束する．そして，本例は，定理 3.1から FcAを除い
た場合，｛％｝がある zE Fに収束しても zEAとは限らないことを示す具体例になっている．
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