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1 序

次は Caristiの不動点定理として知られる ([l]).

定理 1. (X, d)を完備距離空間とする． cp: X →[O, oo)を下半連続とする． T:

X→X を

¥:/x EX, d(x,Tx) :S'P(x)一 'fJ(Tx)

をみたす写像とする．このとき， Tは不動点をもつ．

Tが係数 rE [O, 1)の縮小写像

d(Tx, Ty)さrd(x,y) (x, y EX) 

であるとき，ゃを各 xEXに対して

1 
cp(x) = ~d(x, Tx) 

1-r 

(1) 

で定める写像とすれば， Tは（1)をみたす．したがって，定理 1から縮小写像の不動点

の存在性を導ける．また，定理 1からは自己写像とは限らない縮小写像，すなわち，全

空間 X の部分集合から Xへの縮小写像の不動点の存在性も導ける．
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定理 1の証明は， Zornの補題を用いるものがよく知られている ([8,3]）．近年は，従

属選択公理を用いた証明も紹介されている ([4,9]). 

さらに，定理 1の証明で，選択公理を用いない証明もある ([6]）．証明では，次の不動

点定理を用いる．

定理 2.順序集合 X の任意の空でない鎖 C に対して上界が存在し，しかも上界を

ひとつ選び出せる．すなわち， X の任意の空でない鎖 C ごとに C の上界 p(C)を

選び出せるとする． Jを X から X の中への写像とし，すべての xEXに対して

xさf(x)となるものとする．このとき fは不動点をもつ．

これを用いると，定理 1は次のように証明できる： X の要素 x,yに対して，順序を

x~y • d(x, y) ~ <p(x) -<p(y) 

で定める． CをX の空でない鎖とする． C= {xa}とおくと， Cのある上界 zが存在

する（補助定理 6[11]). p(C) = zとおけば Cから Xへの写像 pを定義できる． Tの

仮定から，任意の xEXに対して x~Tx である．したがって，定理 2 より T の不動

点が存在する．

このアイデアに触発されて，論文 [7]を上梓した． 2節で，その動機を説明する．ま

た， 3節では，論文 [7]の定理の証明の概略を示す．その際，距離の対称性をどこで用い

るかに特に注意する．

2 ボール空間における不動点定理

X を空でない集合とする． B= {Bx IX EX}とする．ここで凡は X の空でな

い部分集合である．集合族 Bに B1:S B2 ¢=⇒B1っB2で順序を定める．このとき

(X,B)をボール空間 (ballspace)とよぶ Bの各要素凡を単に球 (ball)と呼ぶ定

理 1を，ボール空間 (ballspace)における不動点定理から導出する試みもなされてい

る([10]）．実際，［10]では，次の不動点定理を用いて定理 1を証明している．

定理 3.Every self-contractive mapping on a spherically complete ball space has a 

fixed point. 

定理 3の証明で，どのように Zornの補題が用いられているかをみる：ボール空間

(X,B)は， Bの任意の鎖が共通部分をもつとき， sphericallycompleteというまた，

X から X への写像 Tが self-contractiveであるとは， B匹 C Bxであり，また

xヂTx⇒ B匹£;;Bx 
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が成り立ち，さらに， C= {Bx IX ES}をT(S)c Sをみたす Bの鎖とするとき

zEnC⇒ Bz enc 

が成り立つときをいう．そこで

F=  {CI Cは鎖， C= {Bx IX ES}, T(S) CS} 

とおく．｛Ca}をrの鎖とする．順序は集合の包含関係である．このとき Ua似は

{Ca}の上界である．実際， U。似＝ ｛Bx IX E So}とする． S。＝ LJaSaである．こ

のとき T(So)c S。である．確かに xES。とすると BxE LJaCaより，ある aoが存

在して BxE Ca。である． XESa。より TxE Sa。CS。である．

Zornの補題より，ある rの極大 C。が存在する． sphericallycomplete性より

nc。#0である．そこで zEnc。とすると

Bz enc。

である． z-:/Tzとすると Brzs;;; Bzである．したがって

C。s;:;c。U{B四 zIn= 1,2,... } 

であるが，これは極大性に矛盾する．

以上のように，定理 3はZornの補題を用いて証明されるまた，定理 3を用いて定

理 1を導ける（［10]）．次の問が導かれる．

「選択公理を用いない定理 1の証明が知られている．そこで，ボール空間における

不動点定理を用いた証明も，選択公理を必要としないものでありたい．そのためには，

ボール空間における不動点定理自身，その証明に選択公理を要しないものを構成する

必要があるのではないか．J

この問題意識から得た不動点定理が次である．定理 2の写像 pのアイデアを参考に

した．証明には選択公理を用いないまた，定理 1も導出できる ([7]).

定理 4.(X,B)をボール空間とし，任意の xEXに対して X€止が成り立つとす

る． X から X への写像 Tを， x# Txをみたす任意の xEXに対して B匹 s;;;Bx 

をみたす写像とする． I'={CI CC B, Cは鎖｝とする． rから X への写像 pを，

任意の CEI'に対して

Bp(C) C nc  

をみたす写像とする．このとき Tは不動点をもつ．
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3 距離の対称性

X を集合とし， dを Xから [O,oo)への関数とする．（X,d)が距離空間であるとい

うとき，距離の公理は通常，対称性

d(x, y) = d(y, x) 

を仮定する．距離の対称性は，例えばコーシー列のような基本概念の計算でも用いる．

命題 5.距離空間 (X,d)の点列｛％｝に対して，次は同値である．

(A)沃 ＞ 0,ヨno,no :S m, n ==;,-d(xm心） ＜ € 

(B)沢 ＞ 0,ヨno,no :S m :S n ==;,-d(xm心） ＜ € 

証明 (A)===? (B)が成り立つのは自明である．（B)===? (A) を示す．€ ＞ 0とする．

(B)より，ある noが存在して n。さ i::::; j ===? d(xi,巧） ＜ €が成り立つ． no::::; m,n 

とする． m さnの場合， d(x加％） ＜ €である． n<m の場合， d(xn心m) < Eである．

このとき，距離の対称性より

d(xn心m)= d(xm, Xn) 

であるから d(x加％） ＜ €である．すなわち (A) が成り立つ． ロ

命題 5でわかるように，対称性の成り立つ距離空間ではコーシー列の定義を (A)と

(B)のどちらで定義してもよい．一方，対称性の成り立たない距離の入った空間では，

両者は同値となるわけではない．

近年，対称性を仮定しない距離空間での不動点定理も紹介されている（例えば，［5]の

7.4.4)．本節では，距離空間における不動点定理である定理 1を，定理 4から導く際に，

どこで距離の対称性を用いるかをみる：各 xEXに対して

Bx= {y EX I d(x, y) :S <.p(x) -<.p(y)} 

とおく． B= {Bx IX EX}とおくと (X,B)はボール空間となる．実際 BxEBとす

ると xEBおより Bxは空でない．また，任意の xEXに対して B匹 C 凡が成り

立つ．実際 y€ BTxとすると d(Tx,y):S<.p(Tx) -<.p(y)である．これと（1)より

d(x, y) :S d(x, Tx) + d(Tx, y)さ（<.p(x)-<.p(Tx)) +（<.p(Tx) -<.p(y)) = <.p(x) -<.p(y) 
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である．すなわち yE Bxであるまた x-/=Txとすると xE Bx¥ Brxが成り立つ．

実際XEBrxとすると

d(Tx,x) ~ r.p(Tx) -r.p(x) 

である．距離の対称性から

d(Tx,x) = d(x,Tx) 

であるから

d(x, Tx)~ r.p(Tx)一ゃ（ぉ）

である．これと（1)より d(x,Tx) = 0を得る．すなわち x=Txである．これは矛盾

である．以上より B匹£;;Bxが成り立つ．

C = {Bx IX EC}を Bの鎖とする．ここで Cは全順序集合で

x~y⇔ Bx つ凡 (x,y EC) 

である． C= {xa EX  I O'. ED}とおく．ここで D は全順序集合である． X の鎖 c
は Cの上界に収束する（補助定理 6[11]）．すなわち，極限を Z= limaED Xaとかく

と，これは上界なので Xa~ Z,すなわち BzC Bx°'が任意の aEDに対して成り立

つ．ここで I'={CICcB,Cは鎖｝とおく．また写像 p:I'→X を

p(C) = z (C E I') 

で定義する．このとき

Bp(C) C n Bx。=nc
aED 

が成り立つ．定理 4より Tは不動点をもつ．
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