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1 はじめに

最適化問題に関する研究は理論から応用まで幅広く行われており，生産計画やスケジュー

リング、配送計画、金融問題など，現実の社会の中でも様々な分野で適用されている．こ

のような問題のなかには最適化したい目的がひとつではなく複数存在するときや数理モデ

ルで用いるデータの中には外れ値や計測ミスをはじめとした不確実性に対してパフォーマ

ンスの劣化を抑制したいときもあり，これら 2つの要望が同時に求められる場合がある．

多目的のロバスト最適化問題における最適化解について考えるにあたりベクトルの最大

値や最小値について議論をする必要があり， T.Tanino[8]ではベクトルの上限の形に対す

る解釈が述べられている． M.Goerigk他[4]では，単一目的のロバスト最適化問題におけ

るロバスト性の概念や性質についてまとめられている．また， J.Ide他[6]では，代表的な

ロバスト性の概念ごとに単一目的のロバスト最適化問題を多目的のロバスト最適化問題

へ拡張し，拡張した問題の解の概念についてまとめられている．加えて概念間の関係性に

ついてもまとめられている．

本稿では先述した 2つの要素を regretの観点から導入した単一問題のロバスト最適化

問題 [4]を拡張し，新たな 2つの解の概念を提案する．またそれら解の特徴付けを行い，

数値実験を行うことでそれら解の具体的性質を論じる．

2 多目的最適化問題

Xe町を実行可能集合， f:X→記をベクトル値関数とする．このとき， XEXに
対する f(x)を最小化する問題を多目的最遼化問題とよび次のように与える [6]:

(MP) 
mm 

s.t. 

f(x) 
xEX. 

(1) 
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配においては全順序が存在しないため，通常とは異なる順序関係によってベクトル関

数の最小値を定義する必要がある． y¥y2E股Kとする．このとき，各順序を以下のよう

に定義する．

• yl :::;炉⇔YiE [y;, oo) for all i = 1, 2,..., k 

• yl ::S炉⇔YiE [y;, oo) for all i = 1, 2,..., k and y1 =/= y2 

• ylく炉⇔y;E(y;,oo)foralli=l,2,...,k 

多目的最適化問題(MP)において，次の式を満たすようなXEX¥｛企｝が存在しないと

き，企を問題(MP)のefficientとよぶ

f(x) E {f（允）｝—麟． (2) 

また，｛f(x)}一覧および，｛f(企）｝一覧を満たすようなXEX¥｛企｝が存在しないと
き，允をそれぞれ問題(MP)のstrictlyefficient, weakly efficientよぶ．

3
 
Regret Robustness 

Regretとは，目的関数の実際の値とシナリオにおける最良の値との差のことをいい，そ

れを最小化することでロバスト性を担保しようとする考え方である．これに基づいた最適

化問題を次のように与える [4]:

P(t) 
min 

s.t. 

sup (f(x, [) -f*([)) 

XE X. 
(3) 

ここで関数f：町 →罠，実行可能集合Xe町，シナリオの集合（不確実性集合）
Uc 野n とし，シナリオ~ EUは目的関数の特定のパラメータの値を示す．また， P（く）は

P(U)の1つの問題を示す．

集合Ye応のsupをgとし，次のように定義する [8].

for any y E Y; 

for any y E Y, iff {闊fr;,~yy = sup Y f 

then y';:;; i). 
(4) 

間題P(U)において次の式を満たすようなXEX¥｛允｝が存在しないとき企 EXをrobust

optimalとよぶ．

sup(f(x, ~) -f衣））
EEU 

< sup(!（ふ~)一 f* （~)).
CEU 

(5) 

また， sup(f(x, ~) -f*（(）） :S: sup(f (x, ~) -f*(~)）を満たすような XE X¥｛企｝が存在
EEU EEU 

しないとき，全を問題P(U)のuniquerobust optimalとよぶ
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4 本研究

4.1 集合的解釈による拡張

不確実性集合Uc股m に対して任意の固定されたシナリオをfEUとし，目的関数
f(• ， f) ：田→望不確実性集合Xe 町とする．このとき，次の最適化問題

RMP心）
min 

s.t. 

f(x,~) -f衣）
XE北'

(6) 

を考える．ただし， f＊（く）はシナリオ~ EUで最小または最大の目的値のベクトルである．

また， RMP心）はRMP1(U)の1つの問題である．この問題における解を次のように定義

する．

定義 4.1允EXが RMP1(U)における set-basedminimax regret robust efficientであ

るとは

fu(x) C fu(x)―麟

を満たすxE X¥{x}が存在しないことをいう．ただし，

fu(x) := {f(x, () -f*(f) : (EU}. 

(7) 

(8) 

さらに上記の式の記；が尉□賦であるとき， iはそれぞれ， strictlyset-based minimax 
regret robust efficient（以下 strictlys-b.minimax r.r.e.),weakly set-based minimax 

regret robust efficient（以下 weaklys-b.minimax r.r.e.)とよぶ

tz 

゜

fu(xi)_—略

f(x1,£1) -f'(e) 

f(x1, ez) -f'(e) 

f(x研 2)-f • (£) 

゜ £
 

図 1:X2, X3がs-b.minimaxr.r.e.の例
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図4.1はX2心3がs-b.minimaxr.r.e.となる例を示す図となっている．実行可能解は3

つX1心2，邸，シナリオは2つ(1もあると仮定して解のシナリオごとのパフォーマンスが

図のようになったとする．例えば， fu(x1)ー股tはf(x1,6) -!*(~), f(x1, 6) -f*(~) か
ら凸錐認をそれぞれ引いた領域の和集合となっていて， X1の2つの点をつなぐ実線は

Ju（叫—認のとる領域を示している．図より X;(i = 2,3)の領域と X1の領域との関係が

Ju（叫 Cfu(x;)―麟

とはならないため， X2,X3がs-b.minimaxr.r.e.となる．

企がs-b.minimaxr.r.e.について，目的関数が一つの場合(k= 1)とシナリオが一つの

場合(IUI= 1)について以下の命題と系が成り立つ．

命題 4.1k = 1のとき，企 EXがRMP1(U)における s-b.minimaxr.r.e.であることと全

がuniquerobust optimalであることは同値である．

［証明］
k = 1のとき，ふがs-b.minimaxr.r.e.ならば，全がrobutoptimalであることを示す．

釦がs-b.minimaxr.r.eであるとすると，次を満たすXEX¥｛企｝が存在しない．

fu(x) C fu（允）—認

k=lのとき (9)式は次のようになる．

~x EX¥｛企｝ ：sup(f (x, ~) -f* （~))<sup(!(允,~) -!*(~)). 
{EU {EU 

(9) 

すなわち，これはrobustoptimalの定義にあたることから， iはrobustoptimalである．

次にk=lのとき，全がrobutoptimalであるとき，企がs-b.minimaxr.r.e.であるであ

ることを示す．企がrobustoptimalであるとき，次を満たすxE X¥{x}が存在しない．

sup(f(x, ~) -f* (~)) < sup(f(x, ~) -f* (~)). (10) 
C€U C€U 

上記の式を次のように書き換える．

如EX¥｛允｝ ：fu(x)―麟 Cfu位）—認·

したがって，全はs-b.minmaxr.r.e.である．以上より，命題4.1が成り立つ． ロ

系 4.1k = 1 のとき，企€んが RMP1(U) における strictly s-b.minimax r.r.e.であるこ

とと企がuniquerobust optimalであることは同値である．

系 4.2k = 1のとき，公 EXがRMP1(U)における weaklys-b.minimax r.r.e.であるこ

とと允がrobustoptimalであることは同値である．

命題 4.2IUI = 1のとき， xEXがRMP1(U)における s-b.minimaxr.r.e.であることと

企がefficientであることは同値である．
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［証明］
IUI = 1のとき，允 EXがRMP1(U)における s-b.minimaxr.r.e.ならば， iはefficient
であることを示す．かがs-b.minimaxr.r.e.であるとき，次を満たすXEX¥｛企｝が存在
しない．

fu(x) C fu(x)―麟．

IUI =1より，式は次のようになる．

孔xE X¥{x}: f(x) -j* E f(x) -f*＿艮:.
ここで上記式のf＊は1点集合であるから次の式が成り立つ．

釦 EX¥｛允｝ ：f(x) E f(x) —認·

したがって允はefficientとなる．

(11) 

(12) 

次に IUI= 1のとき，企 EXがefficientならば，允はs-b.minimax r.r.e.であることを
示す．公がefficientであるとは，次を満たす xEX¥｛允｝が存在しない．

f(x) E f（允）—麟 (13) 

ここで，一点集合f＊を（1）の両辺から引くと次のようになる．

孔XEX¥｛企｝ ：f(x) -f* E f(x) -f* —良：．

IUI = 1のとき，上記の式は次のようになる．

~x E X¥{x}: f(x) -f* E f(允)-f*ー股:.

したがって，元はs-b.minimaxr.r.e. であり，以上より命題4.2が成り立っ． ロ

系 4.3IUI = 1のとき， i;EXがRMP1(U)における weaklys-b.minimax r.r.e.である
ことと企がweaklyefficientであることは同値である．

系 4.41u1 = 1のとき，企 EXがRMP1(U)における strictlys-b.minimax r.r.e.である
ことと全がstrictlyefficient.であることは同値である．

4.2 点的解釈による拡張

不確実性集合Uc囮門こ対して任意の固定されたシナリオを (EUとし，目的関数

!(・, ()：町→訊不確実性集合ん c町とする．このとき，次の最適化問題を

min 
RMP2(~) 

s.t. 

sup (f(x,() -J*(()) 
€EU 

XE北'
(14) 
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なお， RMPば）はRMP2(U)の1つの問題である．

定義 4.2企EXがRMP2(U)における point-basedminimax regret robust efficientで

あるとは

f戸 (x)E f訂ax位）ー認

を満たす XEX¥｛允｝が存在しないことをいう．ただし，

f閉ax(x):= sup (f(x,,;) -f*(,;)). 
尽,u

(16) 

(17) 

さらに上記の式の戦炉が記t，記しであるとき，ふはそれぞれ， strictlypoint-based minimax 
regret robust efficient（以下 strictlyp-b.minimax r.r.e.),weakly point-based minimax 

regret robust efficient（以下 weaklyp-b.minimax r.r.e.）とよぶ
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f(x3,e2)-f'(e) 

f(x臼 2)-f•(£) 
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図 2:X3がp-b.minimaxr.r.e.の例

図4.2はX3がp-b.minimaxr.r.e.である例を示す図となっている．実行可能解は 3つ

X1, X2，邸，シナリオは2つももあると仮定して解のシナリオごとのパフォーマンスが図の

ようになったとする．J炉ax(x1),f,が可四），f『ax（叫）は各実行可能解の代表点となっている．
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例えば， f炉ax(x1)のん軸は， f(x1，も）一f*（[）のf2における値でf1軸はf(x1,6)-J*(t) 

のf1における値となっている．ある実行可能解の代表点はその実行可能解が各軸で取り

うる値の最大値によって作られる．図より X3の代表点と他の解x;(i=2,3)の代表点との

関係が

f后（ふ） € f訂ax（知）―麟

となる叩が存在しないため，叩がp-b.minimaxr.r.e.となる．

わがp-b.minimaxr.r.e.について，目的関数が一つの場合(k= 1)，シナリオが一つの場

合(IUI= 1)について以下のような命題と系が成り立つ．

命題 4.3k = 1のとき，ふ EXがRMP2(U)における p-b.minimaxr.r.e.であることと企

はuniquerobust optimalであることは同値である．

［証明］
k=lのとき， xEXがp-b.minimaxr.r.e.ならば，公はuniquerobust optimalであ

ることを示す．企がp-b.minimaxr.r.e.であるとき，次の式を満たすXEX¥｛企｝が存在

しない．

fu(x) C fu（企）—麟

k=lのとき，（18)式は以下のようになる．

孔xE X¥{x} : sup(f(x, () -f*(()) < sup(!(仝,＜)-f*（C)）． 
EEU EEU 

これより，全はrobustoptimalである．

(18) 

次にk=lのとき，仝 EXがuniquerobust optimalならば，允はp-b.minimax r.r.e. 

であることを示す．わがrobustoptimalであるとき，次の式を満たすXEX¥｛允｝が存在

しない

sup(f (x, () -f*（()) < sup(f(x, () -f*（()). 
~EU 尽EU

(19)式を次のように書き換える．

如EX¥{x}: fu(x) —認<;;;; fuは）—認

(19) 

したがって允は p-b.minimaxr.r.e.となり，以上より命題4.3が成り立つ． ロ

系 4.5

k = 1のとき，企 EXがRMP2(U)における strictlyp-b.minimax r.r.e.であることと企

がuniquerobust optimalであることは同値である．

系 4.6

k=lのとき，企 EXがRMP2(U)における weaklyp-b.minimax r.r.e.であることと企が

robust optimalであることは同値である．
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命題 4.4IUI = 1のとき，允 EXがRMP2(U)における p-b.minimaxr.r.e.であることと
ふがefficientであることは同値である．

［証明］
1u1 = 1のとき， xEXがp-b.minimaxr.r.e.ならば，ふはefficient.であることを示す．
釦がp-b.minimaxr.r.e. であるとき，次の式を満たすxEX¥｛全｝が存在しない

f戸 (x)E f;:'ax（全）―瞬．

1u1 = 1より，（20)式は次のようになる．

~x EX¥｛允｝ ：f(x, ~) -f* (~) E f(允,~) -f* （~)ー股竺·

ここで (21)式のf*（C)は1点集合であるから (21)の式は次のようになる．

孔XEX¥｛允｝ ：f(x) E f （x) —認·

したがって，全はefficientであり，（1)が成り立つ．

(20) 

(21) 

次に IUI= 1のとき，企 EXがefficient.ならば，全はp-b. minimax r.r.e.であること

を示す．全が efficientであるとき，次の式を満たすXEX¥｛企｝が存在しない．

f(x) E f（允）—麟·

ここで，一点集合 f* （~)を (22) の両辺から引くと次のようになる．

孔xE X¥{x}: f(x) -j*(~) E f(x) -f*(~) ―艮t.

IUI = 1のとき，（4.2)式は次のようになる．

如 EX¥｛公｝： f戸 (x)E f::'州企）―麟・

(22) 

(23) 

したがって，允はp-b.minimaxr.r.e. であり，以上より命題4.4が成り立つ． ロ

系 4.7IUI = 1のとき，企 EXがRMP2(U)における strictlyp-b.minimax r.r.e.である
ことと允がstrictlyefficientであるこは同値である．

系 4.81u1 = 1のとき，企 EXがRMP2(U)における weaklyp-b.minimax r.r.e.である
ことと全がweaklyefficientであることは同値である．
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5 ポートフォリオ最適化の数値実験

5.1 実験概要

提案した2つの解， s-b.minimaxr.r.e.とp-b.minimaxr.r.e.の性質を論じるためにポー

トフォリオの数値実験を行った．実験では1期をひと月，第1期を2018/11/1におけ株価，

第2期を 2018/12/1における株価とし， 2018/11/1から 2022/8/1までの45期間の収益率

データを収集したのち，直近36期間の収益率のデータを基に5つの投資資産への最適投

資比率を計4つのモデル(Pi),(Pか(P孔(Pりでそれぞれで求める．例えば， 37期の投資
比率を求める場合は1期から 36期までのデータをもとに算出する．これを9回繰り返す．

その後，求めた投資比率で実際にポートフォリオを運営した場合に得られたであろう収

益率と分散をモデル同士で比較する． 5つの資産は「トヨタ自動車（株）」，「（株）東芝J'

「（株）メディアリンクス」，「（株）オウケイヴェイブ」の株と預金（最大で 10万円）とし，

総資産を 100万円とした．使用した資産の収益率データの一部をいかに記載する．

表 1：各資産の収益率

期 1.トヨタ 2．東芝 3.メディア 4.オウケイ 5．預金

1 -0.058 -0.119 -0.208 -0.441 

゜2 0.0419 0.1080 0.0304 0.309 

゜
45 I 0.0215 -0.017 -0.038 0.0544 

゜
5.2 比較する4つのモデル

比較する 4つのモデルのうち 2つは提案した解の概念に基づいたモデルで，残る 2つは提

案モデルと比較するためのモデルとなっている．比較するモデルは両方とも Markowitz[5]

の平均分散モデルから派生したモデルを用いる．

資産iの期待収益率を凡，資産iと資産jとの共分散を otJとすると，ポートフォリオ

の期待収益率μとその分散庄は次で定義される．

n 

μ こ凸Wi (24) 
i=l 
n n 

o• 2 とと (JijW凸・ (25) 
i=l j=l 

平均分散モデルはポートフォリオの期待収益率μが投資家の要求する期待収益率加：以上

である制約の下で， リスク（分散）(]"2を最小化する資産iへの投資比率wi(i= 1,2,・・・,n) 
を求める 2次計画問題として定式化される．
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mm  

s.t. 

(J2 

＾ ^  μミ μE
n 

区叫＝ 1
i=l 

w;20 (i=l,2,・・・,n) 

(26) 

比較モデルのうちの一つはこのモデルにおける期待収益率の制約を除いたモデル(Pリ
で，これによって組まれるポートフォリオは「最小分散ポートフォリオ」とよばれるも

う一つの比較モデル(P2)は(P1)の目的関数をポートフォリオの収益率にしたため，収益

率の最大化を図るモデルとなっている．（P山 (P2)は以下である．

(Pリ

mm  

s.t. 

n n 

EEcrij叫 Wj
i=lj=l 
n 

区叫＝ 1
i=l 

wi ~ 0 (i = 1,2,・・・,n) 

n 

min 

（応） s.t.

ー区r畑 i
i=l 
n 

区叫＝ 1
i=l 

Wi 2'. 0. 

提案モデル (P孔(Pりは，それぞれset-based minimax regret robust efficient と
point-based minimax regret robust efficientを基にしたモデルとなっている．両方の提

案モデルの目的関数は(Pふ(P砂と関連性を持たせるためこのモデルの目的関数はポート
フォリオの収益率のリグレットとその分散のリグレットとする．目的関数 f(•,() ：股n →配

とし，

とする．

min 

(P3) I s.t. 

mm  

(P 4) I s.t. 

f (w, () -!*(() 
n 

区叫＝ 1
i=l 

Wi ~ 0 

sup (f(w,~) -J*(~)) 
尽EU
n 

~Wi=l 
i=l 

Wi 2'. 0 
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5.3 計算結果

(Pi), (P2)は株式会社NTT数理システム様が提供されている NuoriumOptimizerで

(P3)，（巳）はPythonで，それぞれコードを組んで計算をした．計算した結果，各モデルの

収益率の推移は表2, 3のようになった．各表は縦が期を示していて，各セルの中はポー

トフォリオの収益率である．解1,解2，・・・は同じ期に複数の解が算出されたときに，区

別するために採用したもので，同じ解番号であっても期が異なる場合は同じ投資比率であ

るとは限らない．

表2は(Pか(P砂，（P3)の結果をまとめた表である．（Pリの目的関数は分散の最小化で
あり，安定した収益率の推移が得られた．一方で (P2)は収益率の変動が激しく，特に大

きく収益率が下がった部分が目立つ．このモデルは収益の最大化を狙ったものでポート

フォリオの安定を考慮していないため，ある程度変動が激しいものになると想定していた

が想像以上に下振れた結果となった．（P4)は第38期と第43期に解が2つ出たが，全体的

には安定した収益率が得られた．また，他のモデルと比較してプラスの収益となる期が多

かった．

表3は(Pけの結果をまとめた表である．（応）は他のモデルと比較しても同じ期に多く

の解を算出した点で特徴的だったが，これによりモデルのパフォーマンスの評価が難しく

今回は評価を保留にした．今後の課題点としてこういったモデルの評価方法が挙げられる．

(P1)もしくは(P2)の選んだ解の少なくともどちらか一方と同じであることが分かった．こ

のことからあくまで今回の実験では，（Pりの選んだ解は(Pふ(Pりの選んだ解を包括してい
ることが分かった．また，各モデルでの期待収益率とその分散は(Pりで0.7%,0.0014,(Pり

は0.26%,0.0017,(P2)はー9.2%,0.0188と（Pりは期待収益率，分散ともに比較対象のモデ

ルより優れたパフォーマンスを示した．

表 2:(Pか(Pか(Pりの各期の収益
期 (P1) (P2) (Pり

解1 解2

37 0.041 〇.000 0.041 

38 0.002 -0.360 0.002 -0.078 

39 -0.039 -0.038 -0.038 

40 0.015 0.015 0.015 

41 0.078 -0.052 0.078 

42 0.014 -0.316 0.014 

43 -0.077 -0.105 -0.077 0.006 

44 -0.011 0.014 0.014 

45 0.000 0.014 0.014 
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表 3:(P3)の各期の収益
期 解 1 解2 解3 解4 解5 解6 解7 解8 解9

37 0.0000 0.041 0.003 0.031 0.031 

38 -0.109 -0.078 

39 -0.207 -0.019 -0.038 

40 0.139 0.171 0.148 

41 0.050 -0.038 0.064 -0.023 0.078 -0.009 

43 -0.069 -0.248 -0.054 -0.128 -0.181 0.014 -0.113 

43 -0.109 -0.183 -0.247 -0.077 -0.073 -0.137 -0.026 -0.105 0.006 

44 0.019 -0.017 0.074 0.038 0.002 0.044 0.014 

45 -0.013 -0.023 -0.013 0.001 -0.011 0.014 0.002 0.015 
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