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1 はじめに

多目的最適化開題の拡張である集合最適化問題は、 1997年に黒岩ー田中-Haによって提唱された。

この問題は、集合値写像の像空間の元（集合）における大小の比較について 6種類の順序を導入

し、その順序による最適化問題を考えるというものである。本稿は、ベクトルの非線形スカラー

化手法の自然な拡張である、集合の非線形スカラー化手法について、過去20年の研究成果の中で

筆者が特に重要だと考えるものをまとめた。尚、所々に筆者の感想や今後への展望がある。

2 準備

2.1 ベクトル最適化からの準備

本稿では、 Yを線形位相空間、 OyをYの原点とする。 VをYの空でない部分集合全体とする。

v1，怜 EV、aE股、 VEVに対して、 2つの集合の和・スカラー積は以下のように定義される。

Vi+ V2 :=｛釘十 v2I v1 E Vi,v2 E V2} aV:={avlvEV} 

集合AcYに対して、 Aの代数的内部、位相的内部・閉包をそれぞれcorA、intA、clAと表す。

また、 CcYを閉凸錐とする。つまり、以下の条件を満たす。

(a) clC = C, (b) C +Cs;; C, (c)入cs;;cv入E[0, oo) 

尚、錐CcYがsolidとは intC-/0を満たすことであり、 pointedであるとは Cn (-C) = {Oy} 

が成立する場合である。凸錐CcYによって以下のようなベクトル順序 :::;cが導入され、 (Y，:::;c)

は順序ベクトル空間となる。

如，Y2E Y, YI ::=;c Y2畠ぬ一Y1E C 

もし、 Cがpointedならベクトル順序:::;cは反対称的となる。逆に一般の（実）順序ベクトル空間

に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる [36]。
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定義 2.1（双対錐）． Xを実ベクトル空間、 X＊を Xの（代数的）双対空間、 Cxを空間Xの凸錐

とする。双対錐 Cx• は、 Cx• := {x* EX* lx*(x) 2: 0, ¥/x E Cx}で定義される。

定義 2.2（極小要素・極大要素 [13]).(Q,：：：：：：)を前順序集合（反射律・推移律を満たす集合）とする。

Aを Qの空でない集合、 AEAとする。 Aの極小要素・極大要素を以下で定義する。

(a) A EAがAの極小要素であるとは、ある AEAに対して A：：：：：： A⇒A：：：：：： Aでぁること゜

(b) A EAがAの極大要素であるとは、ある AEAに対して A：：：：：： A⇒A：：：：：： Aであること〇

2項関係：：：：：：が半順序であるとき、 AがAの極小要素であるとは、任意の AEA, A-/= Aに対し

てAfAと書き直すことができる。同様にして、 iがAの極大要素であるとは、任意の AEA,

A-/=Aに対して AfAと書き直すことができる。

次に、 Edgeworth-Pareto極小や有効要素としても知られる、ベクトル最適化問題における極小

要素の概念を導入する。

定義 2.3([13, 23]). Zをある凸錐 CcZによって前順序が定義された実ベクトル空間、 Aをz
の空でない部分集合とする。 corC-/=0を仮定する。

•要素芝 EA が A の極小要素［極大要素］であるとは、以下を満たす時である。

An (z-C) C｛ゑ｝＋C [An（ゑ＋C)c {z}-C] 

もし順序錐Cがpointedならば、上記の包含関係は以下のように書き換えられる。

An(z-C)={z} [An(z+C)={z}] 

•要素 z EAがAの弱極小要素［弱極大要素］であるとは、以下を満たす時である。

An (z -corC) = 0. [An (z + corC) = 0] 

Aの前順序：：：：：：eに対する極小要素［極大要素］の集合を Min(A;C)[M邸 (A;C)］、弱極小要素［弱極

大要素］の集合を wMin(A;corC) [wM訟 (A;corC)]と書く。

Y ＝配

C=記：＝ ｛（x,y) E配 |x2'. 0,y 2'. 0} 

左図： Aが凸の場合

右図： Aが凸でない場合

Min(A; C)は上図の太線部分であり、「Paretoフロンティア」とも呼ばれる。

補題 2.4([13, 23]). Zをある凸錐 CcZによって前順序が定義された実ベクトル空間とする。

順序錐Cがcore#0かつ C-/Zとする。そのとき、 Min(A;C) c wMin(A; corC)である。

2.2 集合最適化からの準備

次に、集合最適化間題を導入するための準備をする。読者は特にベクトルと集合の違いが顕著

に現れる部分である「注意（例）」に注目して欲しい。
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定義 2.5（集合関係：黒岩ー田中-Ha[32,33]). Yを線形位相空間、 VをYの空でない部分集合の族

とする。 A,BEVと、 solidな閉凸錐CcYに対して、以下の集合関係を定義する。

[lower] ASもB by B c A+C, [upper] A翌 B by Ac B-C, 

[lower & upper] A羞知 B by B c A+ C and A c B -C 

注意 1.ベクトル順序と集合順序はさまざまな違いがある。ベクトル順序の場合、 x,yE Yと

CcYに対して、当然だが式の移項は問題なく出来る。

y -x EC (x Sc y)⇔ yEx+C⇔ X Ey-C 

一方、集合関係の場合、 A,BEVとCcYに対して、上記の真ん中と右の順序に対応する AshB

とA翌 Bは一般に異なる ([2]）。その理由は、集合が移項が出来ないことに起因している。

Y = R2, A= [O, 1] x [O, 1] ⇒ A-A=［ー1,1] X[―1, 1]=I={(O, O)} 

また、集合Aが凸でない場合、一般に「A+Aつ2A」であることも注意を要する。

例 1([26]）．集合の特別な場合として、「区間」を考える。

Y ＝良， C＝恥：＝ ｛XE町 x20}, A=[a1,a2], B=[b1,b叶 (a1,a2, b1, b2 E艮）

このとき、 Sも、翌について次が分かる。

A卦も B-¢=⇒a1S b1, A翌 B -¢=⇒a2 S b2, A羞知 B -¢=⇒a1 S b1 and a2 S b2 

命題 2.6([2, 6]). A, B, DEV、a2 0に対して、次が成り立つ。

(i) As閃B ⇒ A+Ds胴B+D and AS閃B ===;, aA siu] aB 

(ii)娑もと翌は、反射律と推移律が成り立つ。

(iii) A碍 b===;,ASしb and a羞も B===;, a翌 B

定義 2.7(C-proper: Hernandez-Rodriguez-Marin[20]). A EVがC-proper[(-C)-proper]であ

るとは、 A+C=/=Y[A-C=/=Y]が成り立つときである。

注意 2.aEYがベクトルの場合、 C=/=Yならば当然a+C=/=Yである。しかし、集合の場合は

C=/=Yでも以下のようなことが起きりうる。

Y ＝記 C＝詔， A={(x,y) E配 |y= x} ===;, A+ C = R2 

上記のような集合の場合、集合をスカラー化した値が―ooとなる。

定義 2.8(Luc[35]). A E Vとする。

(i) AがC-convex[(-C)-convex]であるとは、 A+C[A-C]が凸集合であることと定義する。

(ii) AがC-closed[(-C)-closed]であるとは、 A+C[A-C]が閉集合であることと定義する。

(iii) AがC-compact[ (-C)-compact]であるとは、以下の形をした Aの任意の被覆

{Ua + Cl Ua are open} [{Ua -Cl Ua are open}] 

が有限個の被覆でAを覆うことが出来るときである。
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また、 c!(Vc)をYのC-properかつ C-closedである空でない部分集合の族とする。

注意 3.ベクトル順序念とさintCは明らかに異なる。しかし、集合関係の場合では、以下の例

のように Sl とSl が同値になることもある。よって、ぐとくl を区別したいとき、集合
C intC -C  --"'intC 

AにC-closedの仮定が必要となる ([2]を参照）。

Y=詔 C＝記， A={(x,y)E配 |xy> -l,x > 0}, B = [1,2] x [0, 1] 

B B 

A+ C = A+intC 

(open half space) 

定義 2.9([19]). Vi, Vi EVとする。 Vに次のような同値関係を導入する。

い～l％⇔H<も V2 and Vi SもVi, Vi ~u Vi←⇒竹翌砂 and 杓岱 V1

同値類の集合をそれぞれげ、［ヤと書く。同値関係の定義より次が分かる。

AE [B]1⇔ A+ C = B + C, A E [B]u⇔ A-C=B-C 

定義2.2から、集合関係における極小・弱極小要素が自然に導入できる。極大要素も同様である。

定義 2.10([20]). Sc Vとする。 AESがl［叶極小要素であるとは、任意の BESについて

B岱 A ===} A翌も B [B翌 A ===} A翌 B]

が成り立つものである。 Sのl［叶極小要素の族を l[u]-Min(S;C)と書く。同様にして、 AESが

l［叶弱極小要素であるとは、任意の BESについて

B卦ntCA ⇒ ASlntC B [B 賃~tC A ===} A習『ntCBl 

が成り立つものである。 Sの弱極小要素の族を l[u]-wMin(S;intC)と書く。

3 ベクトルの非線形スカラー化手法

最初に、線形スカラー関数による極小要素の特徴づけに関する結果について紹介する。以下の

結果は、凸解析学における分離定理の応用として導かれる。

定理 3.1(Jahn [23]). Yを半順序ベクトル空間、 Cxをpointedな凸錐、 AcYをA-/0で

C-convexな集合とする。すると、極小要素・弱極小要素について以下のことが言える。

(1) cor(A + C) -/ 0ならば、 LECx• ¥ {Ox*}が存在して次が言える。＜定理 5.4> 

歪EMin(A;C) ⇒ L(元)::;L(x) Vx EA 
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(2) corC =J 0ならば、 LECx• ¥ {Ox*｝が存在して次が言える。＜系 5.2.9>

元EwMin(A; intC)←⇒ L（元） S:L(x) Vx EA 

Y＝ズ， e＝記

L
 

右医において

x，歪 EMin(A;C)だが、

L(x) < L（歪）である。

X 

:．右図は (1)の右式を満たすような Lを見つけられない！

この節では、 k0EC¥ (-C)とする。 1980年代に Gerstewitz[15]は、ベクトル最適化問題にお

いて以下のような非線形スカラー化関数 (Gerstewitzの関数）を提案した。

如，kD:y→(-oo, oo]，如，ko(y)= inf{t E JR IY ::;c tk0} = inf{t E股|yE{tk0}-C}

Gerstewitzの関数は、特別な場合（c：半空間）として線形スカラー化関数を含むことが知られて

いる。その後彼らは [16]で、 ベクトル最適化問題における Gerstewitzの関数について以下の本質

的な性質を導いた。

命題 3.2([17]). Yを線形位相空間、 CcYをproper(Ci= {Oy }, Ci= Y)な閉凸錐、 k0E intCと

する。そのとき、如，koはwell-definedであり、 C単調 (Va,bE Y,a ::;c b⇒やC,ko(a)こ如，k"(b)) 

かつ狭義intC単調 (Va,b E Y, a ::;intC b⇒如，ko(a)<'Pc,ko(b)）である。また、 'PC,kDは連続で、

劣線形である。さらには、任意の入€戦に対して、次が成り立つ。

{y E y lcp(y) ::;入｝ ＝ ｛入k0}-C, {y E Y lcp(y) <入｝ ＝ ｛入k0}-intC 

上記の Gerstewitzの関数は、双対となる以下の形に変形できる。

心C,k0:y→[-oo, oo)，仇c,ko(y)= sup{t E JR ltk0 ::;c y} = sup{t E尺 |yE{tk0}+C}

関係式知，ko(y)=一虹C,ko(-y)から、以下のことが分かる。

命題 3.3.Yを線形位相空間、 CcYをproperな閉凸錐、 k0E intCとする。そのとき、既C,k0は

well-definedであり、 C単調かつ狭義intC皐調である。また、心C,k0は連続であり、優加法性と正

斉次性も成り立つ。さらには、任意の入€政に対して、次が成り立つ。

例：：r/三：C入/y:のk:2:1／十1;~e：ごE/；：口:e>用：口：：7] て心：：ゼ(:)きる2
如，ko(y)= 2 如，ko(y)= 2 

k0=(1,1) 
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スカラー関数知，koヽ虹C,k0を用いることで、定理3.1における集合AのC-conex性を外すこと

が出来る（下國参照）。詳しくは、 [16]や [17]の定理3.1.9を参照のこと。

A
 

/ko  如，kD(z) 

その後、筆者は [1]で以下のようなベクトル最適化閻題における非線形の 2変数の下限型関数

hinr:YxY→(-oo, oo]と上限型関数hsup:Y X Y→[-oo, oo）を調査した。

hinf(y,a) = inf{t E艮 |y玄ctk0 + a} = inf { t E股|yE tk0 + a -C} 

hsup(y,a) = sup{t E股|tk0+ a ::;c y} = sup{ t E民 |yE tk0 + a+ C} 

もちろん、関数hinf,hsupはGerstewitzの関数の拡張である (hinf(y,a):='Pc,ko(y-a)、a,yE Y)。

さらに、関数hinf,hsupは以下のような双対の関係になっていることも分かる。

hsup(Y, a) = -hinf(-y, -a) 

4 集合の非線形スカラー化手法

前節で紹介したベクトルの非線形スカラー化関数'PC,kOヽ 'lfC,kOは応用上有用であるので、これ

を拡張することを考える。

4.1 1変数型の集合のスカラー化関数

(a)幾何的観点からの拡張

定義 4.1(Georgiev-Tanaka[14]). Xを空でない集合、 F:X→Vを集合値写像、 k0EC¥ (-C) 

とする。以下のスカラー化関数硲，K°' 心~,ko: X→(-oo, oo］を定義する。

心~,ko(x) = sup{<f!c,ko(y) IY E F(x)}, r.p各，ko(x)= inf{r.pc,ko(y) IY E F(x)}, 

-r.p"a~。 (x) = sup{-r.pc,ko(-y) IY E F(x)}, -~c,~。 (x) = inf{-r.pc,ko(-y) IY E F(x)}. 

(b) Tammerの定義式の自然な拡張

如，K。の定義式において、 「y⇒ V」ヽ「：：：：：c⇒：：：：：も，：：：：：も」とする。

定義 4.2(Hamel-Lohne[19]). Xを空でない集合、 F:X→Vを集合値写像、 k0EC¥ (-C)と

する。集合のスカラー化関数c1,cu:V→[-oo, oo]を以下で定義する。

c1(V) = inf{t E艮 v：：：：：G {tk0}} = inf{t E艮 {tk0}c V + C} 

cu(V) = inf{t E lR jv：：：：：も｛tk0}}= inf{t E阻叶Vc {tk0} -C} 
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4つの非線形スカラー化関数
F -F 

硲，K°'和，ko,―和，K°’ ―叱，f。

像空間（配）の圏

Y=配、 C＝記、 k0= (1,1) 

C U F(x) = {(x,y) E配|（X - 3)2 + (y -3)2 = 2勺
xEX 

また、定義4.2と同じ設定で、次のスカラー化関数も導入する。 dl，加： V→[-oo,oo] 

d1(V) = sup{t E艮 {tk0}羞6V} = sup{t E町Vc {tk0}+C} 

du(V) = sup{t E JR l{tk0}こも V}= sup{t E阻寸{tk0}c V -C} 

ここで、 (a)幾何的観点からの拡張と (b)Tammerの定義式の自然な拡張の関係について疑間が

残る。実は、 (a)と(b)は等しいことが後の研究で分かっている。

命題 4.3([20, 38]）．定義 4.2と同じ設定とする。すると、次が成り立つ。

'-P~,ko(x) = c1(F(x)）， ゅ各，ko(x)= cu(F(x)), -'f)0~0(x) = d"(F(x)), ―心ら[。(x)= d1(F(x)). 

4.2 2変数型の集合のスカラー化関数

前節の人c叫dl，加を 2変数型に拡張することを考える。 k0EC¥ (-C)とする。 inf0= ooと

sup0=―ooを認めることにより、 h!nf,h加，h;up,h贔： VxV→[-OO,oo]を次で定義する。

h勾（し］，怜） ＝inf{t E JR IViさし {tk0}＋屹｝ ＝inf{t E JR l{tk0}＋杓 cVi+ C} 

h盃（しi，杓） ＝inf{t E JR IViさも {tk0}+Vi}= inf{t E JR IVi c {tk0} + Vi -C} 

h心lp（し，屹）＝ sup{tE阻 {tk0}+ Vi :SもVi}=sup{t E股IVic {tk0} +Vi+ C} 

h芯lp（し］，怜） ＝sup{t E囮叶{tk0}+ V2 :SもVi}=sup{t E恨叶{tk0}+ViCVi-C}

上記のスカラー化関数は、桑野ー田中—山田 [34] が最初に定式化して、筆者 [2] が下記の記号を導入

したものである。関数h!nf'h加，h;up,h~up は、経済学における効用関数の役割を果たしている。

命題 4.4([2, 3]）．上記のスカラー化関数について、次が成り立つ。

h如（い，怜）＝ーh盃（一見ー怜） and h贔 (V1，Vi)=ーh証(-咋ー怜）

l型と u型のスカラー化関数は、双対の関係になっている。この関係を利用することで、筆者は

集合最適化問題における共役双対理論 [5]を提案している。その他、以下の重要な結果がある。
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定理 4.5([18]の定理5.5・[38]の命題3.1の発展版）． CcYをproperでsolidな閉凸錐、 k0E intC、

v1，怜 EVとする。このとき、次が成り立つ。

心（見松） ＝ Sup inf如，ko(a-b), h品（咋扮） ＝ Supinf如，ko(a-b), 
bEV2 aEVl aEVl bEV2 

h如（い，％）＝ Sup inf如，ko(a-b), h加（い，杓） ＝ Supinf心C,ko(a-b). 
b€V2 咋Vl aEVl bEV2 

スカラー関数f:V→[-oo,oo］が以下を満たすとき、 f は：：：：：：し—単調［：：：：：：各単調］であると言う。

ぃ：：：：：：も V2[Vl ：：：：：：も松l===> f (Vi)：：：：：： f（怜）

定理 4.6([2, 3]）．関数 h)nf,h加， h贔up,h贔upに対して、次が成り立つ。

(i) h加(・,V)、h如(・,V)は、任意の VEVに対して：：：：：：もー単調である。

(ii) h加(・,V)、h贔(・,V)は、任意の VEVに対して：：：：：：も一単調である。

4.3 集合関係とスカラーの変換定理

定理 4.7 (l-inf咽・ u-inf型 [3]).C c  Yをproperでsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

(i)もし ViE VeがC-closed、 怜 EVならば、次が言える。

胚 cVi+C⇔ h加(Vi,V2) :S 0 

(ii)さらに、 ViE Ve、%EVがC-compactならば、次が言える。

怜 CVi+ intC⇔ hい(V1，怜） ＜O 

(iii)もし ViEV、杓 EV_cが(-C)-closedならば、次が言える。

Vi C ½ー C⇔ h加(V1,½)::; 0 

(iv)さらに、 ViEVが(-C)-compact、怜 EV-cならば、次が言える。

Vic杓ー intC⇔ h加（Vi,V2) < 0 

上記の変換定理の他に、ベクトルのスカラー化関数'PC,kOを利用した変換定理も発表されている。

定理 4.8([31]). Cc  Y を proper な閉凸錐、 Vi,½ EVとする。そのとき、次が言える。

(l-type)杓 CVi+C ⇒ VkEC¥ {Oy} : supbEVs infaEVi'PC,k(a -b)::; 0 

(u-type)Vic½-C ⇒ Vk EC¥ {Oy} : SUPaEVi infbEV2'PC,k(a -b)::; 0 

その一方で、以下を 2つの性質を満たすような k0EC¥ {Oy}が存在すると仮定する。

(H-l-type) infaEV心 C,ko(a-b)は任意の bE％で到達する時、右の集合関係が成り立つ。

sup inf知，ko(a-b)::; 0 ⇒ %cVi+C 
bEV2 aEV1 
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(H-u-type) infbEVi'Pc,ko(a -b)は任意の aE Viで到達する時、右の集合関係が成り立つ。

sup inf如，ko(a-b)さ0 ⇒ Vi C 怜ー C
aEVl bEV2 

注意 4.定理4.7は、集合最適化問題における最適解のスカラー化関数での特徴づけ [2,28, 29]、

集合鞍点の存在定理 [3]など応用範囲がとても広いことが最近の研究で判明している。これには、

いくつかの注意点がある。

(a)定理4.7の(i)における「===;>」の証明において、 Vl」2EVに仮定は不要である。詳しくは、

[2, 3]の他に、定理4.8の証明 [31]（定理3.3、3.8)を参照のこと。

(b)定理4.7の(i)、（iii)における「←＝」の証明において、筆者は [11,31]における集合の仮定

「閉集合＆有界」を「C-closed、(-C)-closed」へ緩めることに成功している。

Y＝記 C＝記仁：＝ ｛XE配 IX1 > 0，四＞〇｝， v＝記十 U{(O, O)} 

[11]の「仮定2.4」では、 A,BEVは閉集合、かつ有界であると仮定している。しかし、上

の例で VはC-closedであることが分かるが、 Vは閉集合ではないし、有界でもない。

また、定理4.7と定理4.8を比較すると、 (H-l-type)を満たす十分条件は、 C-proper& C-

closedであるように見える。実際にそれは正しく、最新の研究 [9](Lemma 6.2)で明らかに

なっている。それらの条件を弱めることは出来るかどうかは今後の課題である。

(c)定理4.7(i)の特別な場合として、松＝ ｛O叶としたときのことを考える。

（誤） OyEVi+C{=⇒ h如(V1):SO ([2]参照）

（正） OyE cl(Vi + C)←⇒ h加(Vi):S O ([4, 18]参照）

集合いに C-closedの仮定は必要である。以下のように設定する。注意3の図も参照のこと。

Y=配， C=記， k0= (1, 1), V = {(x,y) I xy :S -1, x > O} 

すると、関係式「h加(V):SO{=⇒OyEV+C」は間違いであることが確認できる。なぜ

なら、 V+C={(x,y)I x>O}は侶を含まない開集合だからである。

(d)集合に何らかの「凸性の概念」は不要である。その代わりに、解の存在定理などを導く際に

スカラー関数の計算で注意を要する (inf型：劣線形、 sup型：優線形。詳しくは [3]参照）。

(e)定理4.7の(ii)、（iv)の証明は、 [18]を参考にして [2]を全面的に修正・改良したものである。 [18]

では集合に「compact」を仮定しているが、筆者は [3]において集合の仮定を「C-compact、

(-C)-compact」へ緩めることに成功している。

5 スカラー化関数の応用・近年の進展

(1)集合のスカラー化関数の更なる拡張

Hiriart-U rru tyがorienteddistance[21]を提案してから、このアイディアを集合最適化問題

におけるスカラー化手法に応用する研究が主にスペインの研究者によって盛んに調査されて

いる。詳しくは、 [10,18, 27, 28, 29]やその参考文献を参照のこと。
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(2)集合のベクトル化手法の研究とその応用

Jahn[24]が集合をベクトル化する手法を提案してから、これを利用して集合微分の提案など

も行われている。 Jahn[25]、Karamanet al. [30]やその参考文献を参照のこと。

(3)重み付き集合関係

スカラー化関数h加，h加の凸結合である重み付き集合関係 [11]も提案されている。これは

実用上有用な l型・ u型・ l&u型の集合関係を含んでいるので、筆者はとても有力だと考え

ている。詳しくは [6]も参照のこと。

(4)集合最適化問題における最急降下法：前節の定理4.8の応用である。 [8,31]を参照のこと。

(5)ロバスト多目的最適問題におけるスカラー化手法

近年の研究で、集合最適化問題が「多目的のロバスト最適化問題」に変換できることが発見

された [22]。以下では、ロバスト多目的最適閻題におけるスカラー化手法について考察する。

定義 5.1（ロバスト多目的最適化問題 [9,12]）．んを決定空間、 Uを状況集合（不確実集合とも呼

ばれる）、 Yを線形位相空間、 f：XxU→Yをパラメータ付きベクトル値の目的関数とする。不

確実性を］口::zeバスト多目的最適化を以下のように定式化する。

VP(U) 
f(x,e) 

subject to x Eぶ§ € U 

次に、ロバスト多目的最適化間題における解の概念を考える。

定義 5.2（ロバスト狭義有効解・有効解 [9,12]）．要素xoEXがロバスト狭義有効解であるとは、

次を満たす XEX ¥ {xo}が存在しない時に言う。

ve € U，ヨe'EU: f (x, e) Sc f (xo, e') 

要素xoEXがロバスト有効解であるとは、次を満たす XEX ¥ {xo}が存在しない時に言う。

VC € U，ヨe'EU: f (x, e) Sc f (xo, () and ヨlEu such that f (xo, () ic f (x, e), ve Eu 

以下の集合値写像F:X→2尺 F(x):= {f(x, e) I e EU}, Vx EXを考える。

すると、（a)ロバスト狭義有効解、 (b)ロバスト有効解の定義は以下のように書くことが出来る。

(a)'ix EX¥ {xo}, F(x) iもF(xo)

(b) x E X,F(x) <:::も F(xo)⇒ F(xo)<:::も F(x)

まず、ベクトル値の目的関数をロバスト化した問題 (RC-VP)を考える。 (RC-VP)はupper型

の集合最適化問題であることに注意する。

(RC-VP) ｛u-minimize F(x) 

subject to x E X 

'¥: 2Y→[-oo, oo］をスカラー関数とする。次に、 (RC-VP)をスカラー化した問題

(SW-RC-VP) ｛minimize W(F(x)） を考える。

subject to x E X 
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ここで、 A cYを空でない集合、 <p:y→[-00,00]を中とは別物のスカラー化関数とする。

'PA-K: y→[-oo, oo]とする。 VP(U)をスカラー化した (Sip-VP(U)）を考える。

(S'P-VP(U)）{minimize <pA-K(f(x,t)）注：やA-K(y)：＝ infaEA-K<p(y -a)，Vy E Y 
subject to x E X 

次に、 [7]の手法を利用して、 (Sip-VP(U))をロバスト化した (RC-Sip-VP)を考える。

(RC-S'P-VP) ｛minimize yEs□「x)¢A-K(y)
subject to x E X 

注： SUP'f!A-K(f(x,e})= sup'{!A-K(Y) 
€EU yEF(x) 

[9]では、問題 (Sw-RC-VP)と(RC-S,p-VP)が等しくなる十分条件について考察している。特別

な場合として、 Gerstewitzの非線形スカラー関数 [16]を適用した結果が以下である。

定理 5.3([9]). f : X XU→ Y、F:X→cl(Vc)、CcYをsolidな閉凸錐、 k0E intCとする。

知，a(Y)= min{t E町yE tk0 + a -C}, Gko,A(B) = inf{t E剛Bc tk0+A-C} 

A=  F(xo)とする。そのとき、次は同値である。

(1) Xoはロバスト狭義有効解である。

(2) X。は RC-Sq,-VPの唯一解である。

(3) XoはSa-RC-VPの唯一解である。

上記の定理にある Gko,A(B)は、前節で定義した h如と全く同じである。どうやら、 u型の集合

関係はロバスト多目的最適化問題に対してとても有用であるようだ。さらには、定義4.1・定理4.8

におけるスカラー化関数表現は RC-Sq,-VP型、定義4.2• 4.2節冒頭（定理4.7)におけるスカラー

化関数表現は Sa-RC-VP型である。定理4.5は、上記の定理5.3の理論的な裏付けの役割がある

とも言える。
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