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1 はじめに

合流型推移 (ConvergingBranch Systems)とは，ノンシリアル動的計画 ([1,7])におけるノン

シリアルな（非直列型の）状態推移の一つである．他に，非決定推移 ([2]）や相互依存型決定過程

([3, 4, 5]）に代表される分岐型推移 (DivergingBranch Systems)，そして分岐・再合流型推移が2

種 (FeedforwardLoop Systems, Feedback Loop Systems)ある．本報告では，合流型の確定的推

移をもつ有限段決定過程 ([6]）上で，最大加法型評価の最小化問題を考える．ただし，ここで扱う

評価は，最小化に際してある種の優先順位を持つ場合に限り，より一般の場合については今後の

課題としたい．

2 定式化

合流型推移とは，複数の初期状態から開始し，状態が推移していく途中に 2つ以上の状態から 1

つの状態へと合流する推移が存在するものである．一般には，終端状態も複数存在して構わない

が，その場合，各終端状態ごとに推移の流れが独立しており，各々が個別の合流型推移と解釈で

きる．よって，最後は 1つの終端状態に達し推移が終了する場合についてのみ以下では考えるも

のとする．

ここで， X を有限状態空間，状態変数を XI,X2,..., X N E X であらわし， X1,X互．．， XL(2：：：：： 

L<N)は初期状態， XNは終端状態とする．状態 Xiから状態 x]へ推移するとき％ ＝1, そう

でないときは e;j= 0とおき，行列 E= (e;j)を定める．さらに， Xjへ推移する状態のインデッ

クス集合を Ij= { i I e;j = 1}とおく．

このとき，初期状態 XI,X2,..., XLに対する次の決定過程問題を考える．

(P) minimize V [rz(xz,切） ＋・・・+k(xN)] 
l=l,-・・,L 

subject to Xn = f n(Xm, Um Im E In) n = L + 1, L + 2,..., N 

叫€広(xn) n = 1, 2,..., N -1 

ただし， U は有限決定空間で U(xn)C U は状態 xn€ X に対し選択可能な決定全体を表し，

Tn: Gr(U)→R, k:X→R はぞれぞれ利得関数，終端利得関数とする．なお， Gr(U)は Uの

グラフを表す：

Gr(U) = {(x, u) E X  x U I u EU（叫｝．

また，状態 Xnへの推移法則は， In={m1, m2,...'mMn} (m1く m2< ・・ ・ < mMn)に対し

Xn = fn(X加,Umu Xm2, Um2,..., XmM,叫 'Mn)
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で与えられ，これを Xn= fn(Xm, Um Im E In)と表している．以後，本稿においては，一般に添

え字集合 I={m1, m2,..., mM} (m1く m2< ・ ・ ・ < ffiM)が与えられた際，簡略化のため，状

態・決定の交互列：

Xm1, Um1, Xm2, Um2,...'XmM, UmM 

を (xm,Um Im E J)と表すこととする．なお，一般に 1::::;m::::;N-1に対し

加 (xm,Um) + ・ ・ ・ + k(xN) 

と記した場合，状態 Xmから終端状態 XNへ推移していく経路上でとった利得の和を意味するも

のとする（合流型推移ではこの経路は一意に定まる）．以後，この利得和を状態 Xmからのパス

利得と呼び，特に初期状態から終端状態までのものは初期状態からのパス利得と呼ぶこととする．

そして，ここでの最大加法型評価最小化：

minimize V [rz(xぃ叫＋..・ + k(xN)] 
l=l,..,,£ 

は，すべての初期状態からのパス利得に関する優先順位付き最小化をあらわすものとする．これ

は，各パス利得に優先順位が与えられており，優先順位の高いパス利得は，それより優先順位が

低いパス利得全体の最大値より，優先して最小化されることを意味する．たとえば，初期状態の

添え字の値が小さいほど優先順位が高いとした場合には，各 n<Lに対し

V [n(xl，山） ＋・・・+ k(xN)] 
l=l,.. •,n 

の最小化が

V [n(xl，叫＋・・・十 k(xN)]

l=n+l,-・・,L 

の最小化より優先されることとなる．

例 2.1N = 8, L = 4とし e15= e25 = e35 = e4s = e57 = e5s = e1s = 1（それ以外の (i,j)に対

しては Eij= 0)とする．初期状態 xぃX2,Xふ mが与えられたとき， X5,X5, x7, Xsは次の推移に

より定まる：

窃＝ f土2,u公硲，四）， x2E X, X3 E X, u2 E U（四）， U3EU（四）

% ＝ f乱x1,u1), x1 EX, u1 E U(x1) 

町＝方（窃，叫，窃 EX,U5 EU（咋）

Xs = fs(x4, U4, X6, U5,巧，附），

叩 EX, X5 E X, X7 E X, U4 E U（四），％ EU（叫， U7EU（巧）．

図 1は，この合流型推移をもつ決定過程の状態推移圏を示したものである．また，ここでの初期

状態からのパス利得は

となる．

r1 (x1,叫＋叫6，叫＋ k（叫

叫四，叫＋巧（咋，％） ＋巧（巧，町） ＋ k（叫

叫叩，四） ＋巧（窃，％） ＋巧（町，切） ＋ k（叫

叫四，四） ＋ k（咋）
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圏 1:状態推移図

3 部分問題の構成

終端状態を根とみなした状態ツリー（例えば図 1において，状態部分をノード， X8のノードを

根とみなしたツリー）において，深さ優先探索を行う際にたどる順で，状態変数を 1つずつ付加

して部分問題群を構成する．なお，深さ優先探索を行う際，複数の選択肢（枝）がある場合に選

ぶ枝の順序はパス利得の優先順位が高いほうから選ぶものとする．このとき，必要に応じて添え

字を付け替えることにより，切vから付加する順に並べた状態変数の添え字を

N → N-1 → N-2 → ・・・ → 2 → 1 

とする（この付け替えは一般性を失わせるものではない）．また，初期状態の添え字が「1以上 L

以下」とあらわせなくなるため，初期状態に対応する添え字の集合 Irnitを導入する．

このとき， Xn,Xn+l,••·, XN (n= 1, 2,..., N)に対応して，パラメータ入を埋め込んだ次の部

分問題群を考え，対応する最適値関数研 (n=l,2,...,N)を定義する．

(S-1) n = N のとき

終端状態 XNに対しては

vN(xN,入） 入十 k(xN), XN EX. 

以後， N 

Jn = LJ {j E 11 I j < n} 
l=n+l 

(t) : {切 EU(xl)， l=n,n+1,．．．， N-1 

Xl+l = f1+1(Xm, Um Im E 11+1), l = n, n + l,..., N -1 

とする． Xn,Xn+l,..., XNに対応する部分間題群を考える際，状態変数 Xl(l > n)が状態 Xn,Xn+l, 

・ ・ ・, Xl-lおよび決定 Un,Un+l, ・ ・ ・, Ul-lのみでは定まらない場合，値関数には，必要な情報（状
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態と決定）をパラメータとして与えなければならない．その際に必要となるパラメータの添え字

集合が Jnである．

さて，最適値関数の定義に戻ると

(S-2)一般に l1<n< N-1のとき

ここで， hは N,N-1, N-2,．．．とたどった際，最初に現れる初期状態の添え字である．

すなわち，

li = max ({1, 2,..., N} n Irnit)-

このとき，状態列 xか％＋1,・ ・ ・, XNに対しては

研 (xn,入； （Xm, Um Im E Jn)) = 

(S-3) l2 :S n :S li -1のとき

mm  
Un,Un+l~i~N-1 ;(t) [ 

入＋叫Xn,叫＋・・ ・+k(xN)]

Xn EX. 

ここで， l2は N,N-1, N-2,．．．とたどった際， 2番目に現れる初期状態の添え字である．

すなわち，

l2 = max({l,2,...,li-l}nlrn;t), 

このとき，状態列 Xn,Xn+l,..., XNに対しては

研 (xれ9入； （Xm, Um Im E Jn)) = 

(S-4)より一般に n<Nのとき

状態列 xか咋＋1,...'礼vに対し

研 (xn,入； （Xm, Um Im E Jn)) = 

min[｛入＋叫Xn,Un)+ ・ ・ ・ + k(xN)} 
Un,Un+l,…，UN-1;(t) 

叫 (Xl19狐） ＋・・ • + k(xN)}] 

Xn EX. 

Un,Un+1四，nUN-1;（t)［｛入＋心(xn,Un)+・・・+ k(xN)} 

v｛九（Xlt9皿） ＋・•· + k(xN)} 

v｛叫罰 Uzi)+・・・十 k(xN)}]

Xn EX. 

ただし， N,N-1, N 2,..., n -1とたとった際に現れる初期状態の添え字を，順に

li, l2,..., ltとおいた．すなわち，

lT = max ({1, 2,..., lT-l -1} n Irnit), T = 1, 2,..., L, lo = N 

t = min{TllT>n} 
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4 再帰式の導出

ここでは，再帰的に解を求める方法について考える．次の命題 ([6]の命題3.1)は，添え字集合

Jnに関する再帰的関係を与える．

命題 4.1JN = !pとおく．このとき， Jn(n = 1, 2,..., N -1)に対し

(i) n + 1 </. Irnitのとき

Jn = Jn+I U {j E ln+I lj < n} 

が成り立っ．

(ii) n + 1 E Irnitのとき

Jn = Jn+I ¥ {n}. 

が成り立つ．

(i)は，終端状態を根とみなした状態推移ツリーにおいて新たに枝分かれする際，必要なパラメー

タの添え字を追加する処理である． Xn+1を定める際に必要となる状態の添え字を追加している．

枝分かれがなくパラメータの追加が不要な場合，すなわち， Xnのみから Xn+lへ推移している場

合，さらに言い換えると In+1= ｛n}の場合は，条件 j<nにより，添え字の追加はなされない．

また，（ii)は， Xn+1が初期状態なので，状態推移ツリーにおいて葉（初期状態）まで達した後の

処理となる．この場合，深さ優先探索では未処理の枝分かれ部分に戻るので，これまでパラメー

夕扱いだった自分自身の添え字を除外している．

なお，一般に

I; n Ij = rp (iヂj)

が成り立つので

Jn nln = ¢ (n = 1, 2,..., N -1) 

である．

さて，値関数 vnに対する再帰関係式を与える準備として， nE Irnitに対する補助関数 wnを

以下のように定義する．

wn(xn; (xm, Um Im E Jn)) = II_!in [q(x1,山） ＋ ・・・十 k(xN)].
Cn 

ここで， lはその時点までに対応済みの状態の中で最も Xnに近い未処理の合流ポイントに位置す

る状態の添え字を表す．すなわち，

l = min{mlm>n, Imn{l,2,...,n-1}=/¢} 

である．また，ここでの最小化条件 Cnは， Xnおよび (xm,Um Im E Jn)が与えられた際， Xnか

ら開始し，その時点までに得られている最適決定関数（この後に与える定理の再帰式の計算に付

随して定まるもの） 7f；；(xh,入； （Xm, Um Im E Jh)) (h = n, n +I,..., N -I)に従って得られるす

べての状態決定列に関して取られるものとする．すなわち，

Cn : (xl, Ul,..., XN)；入n= 0, 

Uh E吋(xh,加（Xm,Um Im E Jh)) (h = n, n +I,..., N -I), 

入h+l=入h+叫Xゎ叫 (h= n, n +I,..., N -I), 

Xh+l = fh+1(xm, Um Im E Jh+I) (h = n, n +I,..., N -I). 
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なお，生成される状態決定列は

(xn,叫，％＋1,Un+l, Xn+2, Un+2, ・ ・ ・, XN-1, UN-1, XN) 

であるが，パス利得 n（叩，叫＋・・・十 k(xN)は， Xlからエvへの経路上の和であったことから，

l € Ih, h € Il2, l2 € Il3,．．．， lp € IN 

を満たす添え字列上の状態決定列：

（叩，切， Xl19Uh, Xl29 Uゎ，．．．，Xlp,U/p,応）

のみが，パス利得：

n(Xゎ叫＋ rl1(Xl19罰） ＋・・・十叩(x如叩） ＋ k（祁）

を求める際に利用される．

定理 4.1値閲数研に対し，次の再帰式が成り立つ：

n=Nに対する

v汽邸，入； （Xm, Um I m E J N)) 

から開始し， n<Nに対しては，

(I) n + l </-Irnitのとき

忙（咋，入； （Xm, Um Im E Jn)) 

入＋ k（祁），邸 EX.

min. vn+l Un+l (xm, Um Im E ln+l)，入＋叫％，％）； （Xm, Um Im E Jn+1)) 
UnEU(xn) 

吋(xn,入； （Xm, Um Im E Jn)) 

argmin vn+l Un+l (xm, Um Im E ln+l)，入＋在(xn,Un); (xm, Um Im E Jn+1)) 
UnEU(xn) 

(II) n + 1 E Irnitのとき

研(xか入； （Xm, Um Im E Jn)) 

min(｛入＋ Tn(xか％） ＋wn+l(xn+1; (x加 %|mE Jn+1)）} 
UnEU(xn) 

vvn+1(xn+1, O; (xm, Um Im E Jn+1))) 

叫 Xn,入； （Xm, Um Im E Jn)) 

argmin(｛入＋叫Xn,Un)+ wn+l(xn+l; (xm, Um Im E Jn+1))} 
UnEU(xn) 

vvn+l(Xn+I, O; (xm, Um Im E Jn+1))) 

注定理内の v汽XN,入； （Xm, Umlm E JN)）は他と形式を統一するための表現であり， JN=c/Jで

あるため，実際はび(xN,入； （Xm墨 mlmEJり） ＝ v汽XN,入）である．
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:
 図 2:添え字付け替え後の推移図

この定理の適用にあたっては，再帰式により研を求める際， nE I1nitのときには，直後に wn

を求めるものとする．そして，求めた時点で， wnの計算においてその最小値を与える最適状態決

定列：

(x;，U;，x;+19 U;＋1, x;+29 U;＋2,.．．， X¥＿19 U¥＿1, X¥） 

のみが生成されるように最適政策弓i (m = n, n + 1,..., N -1)を置き換えるものとする．

注：ここで紹介する再帰的解法は，目的関数を最小化するすべての解を生成するわけではない．実

際は，部分最適化が一部働いた形での最適解となる．

例 4.1例 2.1の状態推移を持つ決定過程に対し，初期状態からのパス利得に関する優先順は，添

え字が小さい順とする．したがって， X8, Xか叩， X7, X5, X2, X3, X4の順で， Xnから開始する

部分問題群を考えたい．構成順に状態の添え字をつけかえたものが図 2であり，図 2において部

分問題群を構成する際にたどる状態の添え字の順番は

8 → 7 → 6 → 5 → 4 → 3 → 2 → 1 

となる．また

N = 8, Irnit = {1, 2, 3, 6} 

である．まず，命題4.1を用いて，集合列 Jj(j = 8, 7,..., 1)を構成する． j=8のとき

Js = ¢. 

j = 7 E ls = {1, 5, 7}で 8¢ IInitより

h = Js u {j E Is I j < 7} = ¢ u {1, 5} = {1, 5} 

j = 6 Eh= {6}で 7r/c Irnitより

J5 = h U {j E h I j < 6} = {1, 5} U ¢ = {1, 5} 
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J = 5 E ls = {1, 5, 7}で 6E Irnitより

J5 = J5 ¥ {5} = {1, 5} ¥ {5} = {1} 

j = 4 € I5 = ｛4}で 5¢ IInitより

J4 = JsU{jEJslj<4} = {l}Ucp = {1} 

j = 3 E /4 = {2, 3}で 4rf_ Irnitより

J3 = J4U{jEJ4lj<3} = {l}U{2} = {1,2} 

j = 2 E /4 = {2, 3}で 3E Irnitより

h = J3 ¥ {2} = {1, 2} ¥ {2} = {1} 

j = l E ls = {1, 5, 7}で 2€ IInitより

J1 = h¥{1} = {1}¥{1} = ¢. 

これより， vn（部分問題群）は次のように構成される：

岱(X8，入）

研（巧，入； x1,u1,窃，固）

伎（咋，入； X1,U1, Xか廊）

炉(x5,入； x1,u1) 

v4(x4,入； x1,u1) 

悦（功，入； X1,U1，四，四）

炉（四，入； x1,u1) 

計(x1,入）

入＋ k（叫

min［入＋巧（巧， U7)+k（⑬）］
u7 

min［入十乃(xか％） ＋巧（町，附） ＋ k（四）］
U6,U7 

min [｛入十巧(x5,u5) + k（窃）｝
U5氾6,U7

mm  

v伍 (xか％） ＋巧(x1,u7) + k(x叫｝］

［｛入十八(x4,叫＋巧(x5,u5) + k(xs)} 
U4氾5,U5,U7

v｛府（xか叩） ＋巧(x7，附） ＋k(x叫｝］

min ［｛入＋乃(x3,u砂十r4(x4,u4)＋巧(x5,u5) + k(x叫｝
U3氾4,U5氾6,U7

mm 
u2氾3,u4氾5心6,U7

mm  

v｛府（Xか％） ＋巧(x7，附） ＋ k（⑬）｝］ 

［｛入＋r2(x2,u2) + r4(x4, u『4)+ r5(x5, us)+ k(xs)} 

v｛乃（X3,U3)＋り(x4,u4)＋巧(x5,U5) ＋ k(x8)｝ 

v｛r5(x5,四） ＋r7(x1,附） ＋ k（⑬）｝］ 

［｛入＋門(x1,u1) + k（四）｝
u,,u2,u3,u4,u5,u5,u7 

v｛乃（x2,u叫＋り(x4,uり＋巧(x5,uサ十 k(x8)｝

v｛乃（X3,U3)＋八(x4,u4)＋巧(x5,uサ十 k(x叫｝

v｛r5(xも％） ＋行(x1,u7) + k（窃）｝］

なお，各部分問題においても，パス利得の優先順を考慮した最小化である．
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このとき， v1(x1,0)が与問題に一致することは明らかである．また， N（In)2:2を満たすもの

はI8,I4なので，該当する補助関数は Is={1, 5, 7}より W2,W5, /4 = {2, 3}より W3である：

研（咋； X1,U1,窃，固） mink（叫
c6 

研(xぷ x1,u1, x2, u叫 ＝ mjn[r-4（四，四） ＋巧(x恥廊） ＋ k（四）］
C3 

研（四； Xぃ叫 ＝ mink 
C2 

（⑬） 

定理 4.1によって対応する再帰式を求めると

岱（邸，入）

詔（巧，入； XI,UI, Xぁ匹）

岱（X5,入； x1,u1,窃，附）

炉（窃，入； x1,附）

v4（四，入； m,附）

悦（四，入； x1,u1, x2, u2) 

炉(x2,入； x1,四）

v1(x1,入）

参考文献

入＋ k（x8) 

min 岱(fs(x1,u1, x5,廊， X7,U7),入＋巧(x7，附））
町 EU(x1)

min 訊(f7(xも％），入＋乃(xも％）； x1,吐 Xか四）
u託 U(X6)

min (｛入十巧(x恥％） ＋研(x酎 x1,u1, x恥％）｝
usEU（エ5)

v研(x5,O; x1, u1, x5,叫）

min 炉（f5(x4,四），入＋ r4(x小四）； x1,u1) 
四 EU（叫

min 位(f4(x2,u2, xふ四），入＋乃(xふ四）； X1,U1) 
u3EU（四）

min(｛入＋乃(x2,叫＋w％⑬； x1,附，砂，四）｝
疇 U（四）

v悦(x3,O; x1, u1, x2, u分）

u1言1)（｛入＋r1(x1,u1)＋研(x2jXl，四）｝ v炉(x2,O; x1,叫）
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